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TRAITE    ELEMENTAIRE 
V  E    DTNAMiqUE. 


SECTION    I. 
NOTIONS    PRÉLIMINAIRES. 


Définition  de  la  Dynamique.  Détails  bittoriques.  BeUtioni  qui  lient  U  théorie 
de  l'équilibre  à  celle  du  mourement.  ' 

666.  1j  a  Dynamique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  apprend  &  ré- 
soudre les  questions  relatives  aux  mouvements  des  systèmes  de  corps  , 
en  considérant  le  mouvement  particulier  de  chaque  corps  de  ces  systèmes, 
comme  produit ,  tant  par  les  actions  que  les  autres  corps  exercent  sur  lui , 
que  par  les  actions  des  puissances  quelconques  auxquelles  il  est  soumis.  (*) 
Les  données  et  les  inconnues  de  ces  questions  peuvent  se  rapporter, 
et  aux  systèmes  de  forces ,  et  aux  systèmes  de  corps.  Ainsi ,  par  exemple , 
lorsqu'un  système  donné  de  ces  corps  doit  avoir  des  mouvements  dont 
on  attend  des  effets  déterminés,  on  assigne ,  par  les  règles  de  la  Dyna- 
mique ,  les  forces  capables  d'opérer  ces  mouvements  ;  et  réciproque- 


(*)  Le  mot  Dynamiqti£ y  dérivé  de  ^'évOLfliç ^  force ,  puissance  ,  devrait, 
dans  l'acception  étymologique,  désigner  W  science  générale  des  forces  ;  maïs 
on  est  convenu  d'appeller  Statique^  de  Stctl^ixoç ,  quia  la  force  <Farréier ,  la 
partie  de  cette  science  qui  traite  spécialement  de  l'équilibre  ,  et  le  mot  Dynt>- 
tnique  est  restreint  à  désigner  la  partie  de  la  même  science  qui  traite  da  mou- 
vement. De  plus  ces  deux  mots  Statique  et  Dynamique,  s'appliquent  spéciale- 
ment à  l'équilibre  et  au  mouvement  des  corps  solides;  et  lorsqu'il  >*Bgit  da 
l'équilibre  et  du  mouvement  des  corps  fluides,  on  les  lie  à  un  autre  mot  Hydro 
(  dérivé  de  Âpi9^,  eau)  pour  en  faire  les  mots  composés  JJydrotfatùjue  et 
Sydroiiynamique. 


,,  Google 


a  Dynamiqueélémentaire. 

ment,  S!  on  est  obligé  d'employer  des  forces  données  pour  obtenir  des 
effets  déterminés,  on  assigné,  par  les  mêmes  règles,  la  composition  du 
système  de  corps  auquel  il  faut  appliquer  les  forces ,  la  durée  de  leur 
action  nécessaire  pour  la  production  des  effets  demandés,  etc.  ;  la  théo- 
rie générale  des  machines  est  un  des  corollaires  des  solutions  de  ces 
deux  problèmes.  , 

Dans  d'autres  cas ,  un  système  de  corps  est  assujéti  à  des  change- 
ments de  formes  ,  dépendants  des  forces  qui  ie  sollicitent,  et  ces  forces 
dépendent  elles-mêmes  des  positions  respectives  des  corps  ;  si  les  lois , 
auxquelles  leurs  actionsse  trouvent  soumises,  sont  connues,  et  que  Vctat 
du  système  soit  aussi  connu ,  pour  une  certaine  époque ,  la  Dynamique 
fournit  des  méthodes  pour  en  conclure  Yélal  du  même  système  à  des  é- 
poques  quelconques  antérieures  ou  postérieures  h.  celle  qur  correspond 
à  X'étal  donné.  La  théorie  de  Vastronomie  physique  découle  des 
principes  sur  lesquels  ces  méthodes  sont  fondées ,  etc. 

667.  La  Dynamique  est  une  science  nouvelle;  il  y  a  environ  deux 
siècles  que  l'iltustre  Galilée  a  découvert  les  premières  vérités  qui  lui 
servent  de  fondement,  et  les  a  publiées  dans  son  ouvrage  intitulé  Dià- 
loghi  délie  scienze  nuove  j  mis  au  jour,  pour  la  première  fois,  à 
Leyde  en  i638.  Arc^imède  avait  crée  la  Statique ,  posé  les  bases  de 
la  théorie  de  l'équilibre- i^e*  corps  Jloltants  (*)  et  ,  pendant  les  18 
siècles  qui  se  sont  écoulés  entre  lui  et  Galilée,  la  mécanique  était,  à 
peu'de  chose  près,  restée  dans  le  même  état  où  l'avait  mise  ta  puissance 
de  son  génie;  mais,  après  une  si  longue  enfance,  elle  afait,  tout-à-coup, 
des  progrès  dont  la  rapidité  offre,  aux  annales  de  l'esprit  humain ,  un 
de  leurs  faits  remarquables  ;  cette  science,  l'une  des  moins  avancées 
avant  l'invention  du  calcul  différentiel,  est  maintenant  celle  qui  ap- 
proche le  plus  de  sa  perfection  (quant  h.  la  partie  théorique)  si  toutes- 
fois  elle  n'y  touche  pas. 

668.  La  Dynamique  présente,  en  général,  des  sujets  de  méditation 
et  d'étude  plus  composés  et  plus  dilHciles  que  ceux  dont  on  a  à  s'oc- 
cuper dans  la  Statique  j  restreinte  à  la  considération  des  forces  de  pres- 
sion ,  parceque  la  première  embrasse  et  met  en  œuvre  la  totalité  de  ce 
qu'on  peut  appeler  les  matériaux  primitifs  de  la  mécanique,  dont  j'ai 

(*J  Traité»  de  Vétiuilibre  des  plans  et  des  corps  portés  sur  un  fluide^ 
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donné  l'énumération  article  3,  au  lieu  que  la  seconde,  n'employant  au- 
cune des  quantités  qui  dépendent  du  lemps ,  ne  se  rapporte,  d'ailleurs, 
qu'k  un  cas  particulier  de  l'action  des  forces,  et  ne  considère  les  sys- 
tèmes de  corps  auxquels  ces  forces  sont  appliquées ,  que  comme  de 
simples  moyens  de  transmission  de  leurs  actions  (voyez  l'art.  35)  ;  il 
reste  même  encore,  après  les  cas  d'équilibre  traité  dans  la  première 
partie  de  tre  cours,  l'examen  important  de  ceux  qui  ont  lieu  entre  les 
corps  en  mouvement ,  examen  qui  appartient  proprement'à  la  Dyna- 
mique ,  et  qui ,  en  complétant  la  science  de  l'équilibre  ,  mettra  dans 
tout  leur  jour,  et  son  unité  de  principe  ,  et  les  relations  qui  la  lient 
à  la  science  du  mouvement. 

669.  On  verra ,  quand  j'aurai  fait  les  rapprochements  fournis  par  les 
relations  dont  je  viens  de  parler,  que  la  Statique  n'est,  au  fond,  qu'un 
corollaire  de  la  Dynamique;  la  vérité  de  cette  proposition  doit  être  na- 
turellement pressentie  quand  on  considère,  soit  les  rapports  qui  existent 
entre  les  diverses  théories  malhématiques  à  mesure  qu'elles  acquièrent 
plus  de  généralité,  soit  la  propriété  qu'ont  '1rs  formules  analytiques 
de  s'appliquer  à  toutes  les  valeurs  et  à  tous  les  étals  possibles  des 
variables  qu'elles  renferment  ;  et  ,  si  ces  variables  se  rapportent  au 
mouvement  les  formules  doivent  donner  les' cas,  soit  du  mouvement 
nul  ou  évanescent,  soit  du  mouvement  acquis  et  actuel  dont  les  change- 
ments sont  nuls ,  cas  qui  ont  lieu  lorsque  les  systèmes  de  corps  et  de 
forces  sont  tellement  combinés  que  ces  forces  se  contrebalancent  réci- 
proquement ,  et  se  font  équilibre. 

Ces  observations  et  quelques  autres  que  je  supprime  pour  abréger 
prouvent  qu'on  pourrait,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  insinué,  art.  i3,  com- 
mencer l'étude  de  la  mécanique  par  la  partie  dé  cette  science  qui  traite 
du  mouvement ,  et  même  ne  pas  regarder  la  Statique  comme  une  de 
ses  divisions  particulières ,  en  liant  la  série  des  propositions  qu'on  y 
démontre  aux  questions  de  mouvement.  Cette  marche  serait  peut-être, 
philosophiquement  parlant,  la  plus  régulière,  et  même  il  est  conve- 
nable de  la  suivre ,  ainsi  que  je  l'ai  fvt ,  au  moins  en  présentant  les 
premières  notions  sur  la  force  ou  puissance,  notions  auxquelles  je  suis 
parvenu  par  la  considération  du  mouvement,  les  rattachant  par  là  aux 
effets  qui  frappent  le  plus  souvent  et  le  plus  vivement  nos  •  sens  ; 
c'est  après  les  avoir  ainsi  établies  que  je  me  suis  restreint  à  un  cas  par- 
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ticuller  de  l'action  de  la  force,  pour  établir  la  théorie  de  l'équilibre  des 
pressions  sur  laquelle  la  théorie  du  mouvement  jette  encore  quelque 
jour,  quelque  claire  et  rigoureuse  que  soit  son  exposition  immédiate 
et  isolée. 

670.  J'ai  déjà  dit  que  l'organisation  et  le  but  des  études  de  l'école, 
pour  laquelle  ce  cours  est  rédigé ,  motivaient  et  rendaient  nécessaire 
l'enseignement  séparé  et  préliminaire  de  la  Statique.  Si  la  nature  offre 
à  nos  yeux' beaucoup  plus  de  phénomènes  de  mouvement  que  de  cas 
d'équilibre  ,  si  elle  nous  indique  le  passage  des  premiers  aux  der- 
niers comme  le  plus  conforme  à  la  saine  méthode  de  raisonner,  d'un 
autre  coté,  les  besoins  des  arts  et  la  science  de  l'ingénieur  fournissent  à 
chaque  instant  des  occasions  de  traiter  des  questions  importantes  qui  ap 
partienncnt  à  la  Statique  ;  cette  partie  de  ta  mécanique  est  un  instru- 
ment dont  on  a  à  se  servir  si  fréquemment ,  qu'on  ne  saurait  trop  tôt 
s'en  rendre  l'usage  extrêmement  familier.  J'ajouterai,  par  anticipation; 
que  la  Dynamique ,  elle  même  ,  après  avpir  donné  naissarKe  à  la  Sta- 
tique, trouve  ensuite  ,  dans  les  formules  de  celle-ci ,  des  moyens  pour 
la  mise  en  étjuation  des  problêmes  auxquels  elle  doit,  principalement, 
«on  état  actuel  d'avancement  et  de  perfection. 

Du  tempi ,  coDiidéré  comme  quantité  mathématique ,  et  de  ga  mesure. 

671.  Les  formules,  tant  de  la-Statique  que  de  la  Dynamique,  ren- 
ferment ,  comme  variables  ou  constantes ,  connues  ou  inconnues ,  les 
intensités  des  forces,  les  quantités  par  lesquelles  on  détermine  leuis" 
directions  et  leurs  sens  d'action ,  les  dimensions,  les  formes  et  les  positions 
des  systèmes  auxquels  elles  sont  appliquées;  mais,  parmi  les  quantités 
qui  se  rapportent  aux  dimensions  de  l'espace,  il  en  est  d'employées  ex- 
clusivement par  la  Dynamique,  savoir  celles  au  moyen  desquelles  on 
fixe  les  positions  successives  d'un  point  matériel  ou  d'un  corps  qui  en 
change  continuellement.  Ces  indéterminées  doivent  être  soigneusement 
distinguées  de  celles  qui  se  rapportent  aux  positions  respectives  des  dif- 
férents points  d'un  corps  ou  d'un  système  de  corps,  et  déterminent,  par 
conséquent ,  son  étendue  et  sa  forme  ;  les  unes  et  les  autres  sont ,  4  la 
vérité ,  destinées  à  représenter  et  à  mesurer  les  trois  dimensions  de 
l'fspace,  mais  les  premières  dépendent  toujours,  et  esseatiellemeat  du 
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temps  ,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  fonctions  du  temps  ,  constantes  et 
variables  avec  lui.  Le  temps j  dont  la  considération  était  étrangère  à 
Qos  précédentes  recherches  sur  l'équilibre  ,  doit  donc  devenir  un  élé- 
ment de  calcul  dans  celles  qui  vont  nous  occuper,  et  il  faut  désormais 
le  considérer  comme  une  quantité  mathématique. 

67a.  La  mémoire  nous  fournit  un  premier  moyen  de  nous  repré- 
senter le  temps ,  comme  susceptible  de  plus  et  de  moins ,  lorsqu'elle 
retrace  à  notre  esprit  une  série  de  sensations  ou  d'idées  qui  l'ont  suc- 
cessivement occupé  ;  il  est  naturel  d'aflîrmer  que  la  durée  de  la  pre- 
mière et  de  la  seconde  surpasse  la  durée  de  l'une  ou  de  l'autre  des 
deux ,  que  la  durée  des  trois  premières  surpasse  celle  d'une  ou  de  deux 
quelconques  de  ces  trois  premières  elc.  ;  nos  jugements  sur  le  temps 
écoulé  j  sont  même  tellement  dépendants  de  nos  sensations  et  de  nos 
idées  successives  J  que  si  nous  avons  été  totalement  privés  de  ces  sen- 
sations, ou  idées ,  entre  deux  instants,  qui  peuvent  être  séparés  par 
une  durée  quelconque  ,  nous  n'avons  aucun  sentiment  de  cette  durée, 
les  deux  instants  qui  l'ont  commencée  et  finie  se  confondant  pour  nous 
en,  un  seul. 

Ainsi  l'homme,  en  qui  l'attribut  essentiel  de  la  quantité,  c'est-à-dire. 
la  propriété  de  pouvoir  être  augmenté  ou  diminué ,  est  naturellement 
lié  à  l'idée  du  temps  j  ne  trouvant  dans  ses  facultés  individuelles  , 
pour  comparer  diverses  durées  ,  qu'une  échelle  on  ne  peut  pas  plus  in- 
.  fidèle  et  fautive,  a  besoin  de  chercher  hors  de  lui,  un  type  déterminé 
et  invariable,  auquel  il  puisse  rapporter  cette  espèce  de  quantité,  lors- 
qu'il s'agît  de  l'introduire  dans  des  calculs  rigoureux.  J'ai  fait  voir  * 
art.  14,  qu'il  en  était  de  même  de  \a  force  ou  puissance  ,  et  la  pe- 
santeur, à  qui  la  statique  doit  les  moyens  de  mesurer  celle-ci ,  va  aussi 
nous  fournir  Yunité  ou  le  terme  de  comparaison  du  temps. 

Imaginons  un  nombre  indéfini  de  fils,  attachés  à  une  même  ligne 
horizontale ,  à  chacun  desquels  soît  suspendu  un  point  matériel  pesant  î 
et  formant ,  par  conséquent ,  un  système  de  pendules,  que  je  suppose 
de  même  matière ,  parfaitement  semblables  et  égaux  à  tous  égards  ; 
imaginons,  de  plus,  que  ces  pendules  sont  retenus  dans  le  plan  verti- 
cal qui  passe  par  la  ligne  horizontale  de  suspension ,  et  dans  des  posi- 
tions inclinées ,  de  manière  que  chaque  fil  fasse  le  même  angle  avec 
la  verticale  j  supposons  enfin  que  l'obstacle  qui  tient  le  premier  pen- 
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d\i\e  (celui  qui  est  à  l'extrémité  du  système)  incliné,  soit  tout-à-coup 
détruit,  sans  qu'il  en  résulte  aucune  action  sur  le  pendule,  de  manière 
que  ce  pendule ,  cédant  à  la  pesanteur ,  aille  reprendre  sa  situation 
verticale ,  qu'aussitôt  qu'il  est  dans  cette  situation,  !e  2".  pendule  soit 
lâché,  puis  le  3*.  dès  que  le  a.*,  est  devenu  vertical,  et  ainsi  des  autres; 
on  peut ,  si  l'on  veut ,  supposer  encore  qu'aussitôt  que  chacun  de  ces 
pendules  arrive  dans  la  verticale ,  il  est  subitement  caché  de  manière 
à  disparaître  aux  yeux  du  spectateur  qui  a  la  perception  de  leurs  chutes 
successives  ;  ce  spectateur  sera ,  dans  cette  circonstance ,  et  pour  cette 
espèce  particulière  de  phénomène,  en  droit  d'affirmer  que  le  rapport  de 
la  durée  partielle  d'une  des  sensations  causées  par  les  chutes  de  ces  pen- 
dules, est  à  leur  durée  totale  comme  l'unité  est  au  nombre  des  sensa- 
tions; il  en  est  de  cette  proposition  comme  de  celle  qui  m'a  conduit,  art. 
16  et  suivants,  à  la  détermination  du  type  naturel  de  la_/orcc  ou  puis- 
sance j  on  ne  saurait  la  nier  qu'après  avoir  ruiné  toute  base  de  raisonne-' 
ment  en  physique.  Le  spectateur  dont  j'ai  parlé,  poura  donc  désormais,  sans 
s'occuper  de  la  chute  de  ces  pendules  qui  est  censée  continuée  îndéfi-- 
niment,  comparer  exactement  entr'elles  les  diverses  portions  de  la  du- 
ri-e  de  sa  vie,  s'il  connaît  les  noriibres  des  chijles  qui  ont  eu  lieu  pen- 
dant chacune  de  ces  portions  de'durée,  prise  pour  unité  de  temps. 

Les  sous -divisions  égales  de  cette  unité  ne  sont  pas,  comme  je  le 
ferai  voir  dans  la  suite  du  cours,  données  par  les  sous-divisions  égales 
des  arcs  que  décrivent  les  pendules ,  mais  on  peut  les  obtenir  par  un 
autre  système  de  pendules,  tel  que  deux,  trois  etc.  chutes,  dans  ce 
deuxième  système  ,  correspondent  à  une  seule  chute  du  premier. 

673.  Ces  moyens  de  mesurer  le  temps ,  sont  effectivement  ceux  qu'on 
emploie ,  avec  cette  différence ,  qu'un  seul  pendule  tient  lieu  du  système 
que  j'ai  supposé  en  contenir  un  nombre  indéfini.  Cette  substitution-est 
fondée  sur  la  propriété  qu'a  le  pendule  (si  certaines  conditions, que 
je  ferai  connoître  quand  il  sera  temps,  se  trouvent  remplies),  lorsqu'il 
est  arrivé  à  la  verticale,  de  décrire  en  montant,  de  l'autre  côté  de  cette 
verticale,  un  arc  égal  à  celuîqu'il  a  décrit  en  descendant;  de  plus, 
chacun  de  ces  arcs  est  parcouru  dans  le  même  temps,  et  le  chemin'que 
fait  le  pendule ,  en  les  parcourant  tous  deux ,  se  nomme  une  osctlla- 
tion  }  lorsqu'il  a  fait  cette  oscillation  dans  un  sens,  il  en  fait  une 
parfaitement  égale  et  de  même  durée  dans  le  eens  opposé ,  laquelle 
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«t  suivie  d'une  3*.  remplissant  les  mêmes  conditions,  et  ainsi  de  suite. 
Une  machine  fait  ordinairement  l'office  de  tompteur,  et  sert  à  indi- 
quer le  nombre  des  oscillations  qui  mesure  le  temps  écoulé  entre  deux 
instans ,  le  pendule  mathématique ^  dont  je  viens  de  parler,  pouvant 
toujours  6tre  remplacé  par  une  masse  finie,  qui  oscille  autour  d'un  axe 
horizontal ,  lorsque  la  distance  entre  cet  axe  et  un  point  de  la  masse , 
que  les  élèves  apprendront  k  déterminer  dans  la  suite  du  cours,  est 
égale  à  la  longueur  du  pendule  malhématitjae. 

6y4.  Dès  qu'on  a  une  seule  de  ces  machines,  construite  de  manière 
à  être  un  chronomètre  régulier,  on  en  peut  construire  un  nombre  ar- 
bitraire d'autres,  auxquelles  elle  sert  de  modèle  ou  d'étalon ,  et  avoir 
en  divers  temps,  dans  un  même  lieu,  des  types  de  durée  comparables 
enir'eux  ,  comme  on  en  a  pour  toute  autre  espèce  d'objet  mensurable  ; 
mais  quelques  précautions  qu'on  prenne  pour  .rendre  un  type,  fourni 
par  l'art,  aussi  exact  et  aussi  peu  altérable  que  puissent  l'être  des  ou- 
vrages sortis  de  la  main  des  hommes,  il  n'en  est  pas  moins  très-impor- 
tant de  savoir  si  la  nature  ne  nous  en  fournirait  pas  un  autre  qu'au- 
cune cause  de  destruction  et  de  vicissitude  ,  dépendante  des  lois  con- 
nues auxquelles  elle  est  soumise  ,  ne  puisse  atteindre  ;  ce  type  naturrl 
et  invariable  existe,  on  peut  y  avoir  recours,  avec  la  même  facilité, 
dans  tous  les  temps  et  dans  tous  les  lieux  ,  et  il  est  donné  par  la  ré- 
volution de  la  terre  sur  son  axe,  autour  duquel  elle  décrit,  dans  dos 
,  temps  égaux  ,  des  angles  dont  l'égalité  est  également  constatée,  et  par 
la  théorie  et  par  l'observation. 

L'intervalle  de  temps  écoulé  entre  deux  retours  du  même  méridien  à 
un  plan  qui ,  parallèle  à  un  autre  plan  fixe ,  passe  par  l'axe  de  rotation  de 
la  terre,  est  ce  qu'on  appelle  un  jour  xyde'ral.  Pour  rapporter  ce  jour  et 
ses  sous-divisions  à  des  mesures  absolues,  il  faut  avoir,  k  la  latitude  de 
Paris,  un  pendule  physique,  faisant ,  dans  un  temps  donné,  un  nombre 
d'oscillations  égala  celui  qu'on  obtiendrait, pendant  le  même  temps,  du 
pendule  mathématit/ue  dont  j'ai  parlé  à  l'art,  précédent  (nombre  qui  se 
détermine ,  avec  la  plus  grande  précision ,  par  le  calcul  )  cf  supposant 
que  le  dernier  pendule  ait  une  longueur  de  o™, 787861 1,  la  durée  du 
jour  sydcral  sera  exactement  mesurée  par  looooo  de  ces  oscillations. 

Cette  longueur  convient  au  niveau  de  la  mer  et  Jt  la  latitude  de 
Paris;  à  une  latitude  quelconque  et  toujours  au  niveau  de  la  mer  y 


y  Google 


8  Dtnamiqueélémentaire; 

la  longueur  du  péodulequi  donpe  un  looooo*."  du  joursydéral  se  calcule^ 
comme  je  le  ferai  voir  dailS  la  suite  du  cours,  par  une  formule  qui  contient 
im  terme  constant  et  un  terme  proportionnel  au  quarré  du  sinus  de  la 
latitude,  formule  à  laquelle  on  peut  en  substituer  une  contenant  un 
terme  constant  et  un  autre  terme  proportionnel  au  cosinus  du  double 
de  la  latitude  ;  le  terme  constant  de  la  première  formule  étant  la  lon- 
gueur du  pendule  sydéral  sous  l'équateur,  et  le  terme  constant  de  la 
seconde ,  la  longueur  du  même  pendule  sous  le  parallèle  moyen. 

Si  on  divisait  le  jour  sjdéral  en  24  heures,  et  chaque  heure  en  60 
minutes,  ou  36oo  secondes,  une  de  ces  secondes  serait  mesurée  par 
l'oscillation  d'un  pendule,  de  o™,9Îi84327  de  longueur. 

675.  Le  temps  sydéral  dont  les  astronomes  font  un  fréquent  usage, 
a  cependant,  pour  les  usages  civils,  des  inconvénients  qui  ne  permettent 
pas  de  l'employer:  inganvénients  qui  tiennent  à  la  différence  entre  le 
ïour  sidéral  et  le  jour  solaire  celui  qui  s'écoule  entre  deux  passages 
consécutifs  du  soleil  par  le  même  méridien.  Si  une  horloge,  réglée  sur  le 
temps  sydéral ,  marque  midi,  un  jour  donné,  au  moment  où  le  soleil 
traverse  ce  méridien ,  le  lendemain  l'instant  de  son  midi  précédera  le 
ifiidi  solaire,  d'environ  7^'—  de  jour,  et  l'intervalle  de  temps  entre  les 
deux  midi,  s'accroîtra  de  jour  en  jour,  de  manière  que  l'horloge  si- 
dérale ne  sera  nullement  propre  à  indiquer,  même  à  peu  près,  soit 
l'instant  du  midi  solaire  t  soit  les  divisions  du  jour  rapportées  à  cet  ins- 
tant, et  il  est  indispensable  qu'une  horloge  adaptée  aux  besoins  de  la^ 
société  remplisse  cette  condition.  L'expédient,  qui  se  présente  naturel- 
lement dans  cette  circonstance,  est  de  prendre  le  jour  solaire  pour 
type  du  temps  civil,  mais,  par  cet  expédient,  on  n'arriverait  point 
encore  au  but  proposé,  parceque  les  jours  solaires  ne  sont  point  égaux 
entr'eux.  Pour  se  tirer  de  ces  divers  embarças  et  avoir  une  mesure  du 
temps  invariable  et  convenable  aux  usages  civils,  on  a  adopté  un  jour 
fictif  qu'on  appelle  jour  moyen ,  dont  la  durée  qui  tient  un  certain  mi- 
lieu entre  les  plus  grands  et  les  plus  petits  jours  solaires,  est  telle  que 
si  une  horJoge,  réglée,  sur  le  temps  moyen,  indique  midi ,  à  l'instant 
du  passage  du  soleil  au  méridien,  son  midi  diffî-rera,  le  lendemain,  du 
midi  solaire;  celle  différence  s'accroitra  les  jours  suivants,  mais  sans 
aller  au  delà  d'une  certaine  limite  ;  arrivée  à  cette  limite ,  la  différence 
diminuera  pour  reprendre  ensuite  des  accroissements,  et  aura  lieu  ainsi , 
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tantôt  en  plus ,  tantôt  en  moins,  de  manière  cependant  que  jamais, 
l'instant  de  départ  étant  convenablement  choisi ,  l'avance  ou  îe  retard 
du  midi  moyen  sur  le  midi  solaire,  qui  s'appelle  éfiuat'ton  du  temps, 
n'excède  77^  de  jour  environ;  on  trouve  l'équation  du  temps ,  pour 
chaque  jour  de  l'année ,  dans  le  livre  de  la  connaissance  des  temps  et 
dans  Yannuaire  du  bureau  des  longitudes. 

676.  La  longueur  du  pendule,  qui,  à  ta  latitude  de  Paris,  fait  1 00000 
oscillations  pendant  un  jour  moyen,  est  de  o™, 7419070  et  celle'  du 
pendule,  qui,  à  la  même  latitude,  divise  ce  Jour  en'  86400  parties,  est 
.  de  0^,9933526;  je  démontrerai ,  dans  la  suite  du  cours,  la  théorie  sur 
laquelle  ces  déterminations  sont  fondées.  Le  premier  pendule  s'appelle 
pendule  décimal,  et  le  second,  pendule  sexagésimal.  On  prend  pour 
imité  de  temps  la  durée  d'une  oscillation ,  ou  de  l'un  ou  de  l'autre,  et , 
lorsque  je  donnerai  des  mesures  absolues  de  durée,  j'aurai  soin  de  dire 
si  elles  se  rapportent  à  la  division  décimale  ou  à  la  division  sexagési- 
male du  jour  moyen. 

Il  suit  de' ce  qui  précède  que,  le  jour  moyen  étant  représenté  par 
l'unité,  le  jour  5y^e/ïi/ sera  ^0,99726957;  la  différence  =  0,00273043' 
de  jour  moyen ,  et,  en  division  sexagésimale  de  ce  jour,  3'. 55",  9091. 
Réciproquement  si  le  jour  sydéral  =^ï  ,  le  jour  moyen  =  1,00273791. 

CoDsidérationi  giDéralei  (ur  lei  relation*  eiilre  les  espaces  parcourut  par  ua 
point  Diatériel,  et  les  temp*  employé*  à  parcourir  ces  espace*.  Diflîérenlcs 
espèces  de  mouvement*  que  comporteot  ce*  relation*.  Définitions  du  mouve- 
ment uniforme  et  du  mouvement  farié.  Ce  qu'on  entend  par  mouvement  ac- 
céléré et  mouvement  retardé.  Considérations  analytiques  applicables  à  tou* 
les  genres  de  mouvements. 

677.  La  force  ou  puissance  étant  une  propriété  de  la  matière ,  et 
une  faculté  des  êtres  animés,  dont  la  nature  intime  nous  est  inconnue, 
et  dont  nous  ne  pouvons  nous  faire  une  idée  que  par  ses  effets,  je  dois, 
avant  de  la  considérer  comme  produisant  un  mouvement  actuel,  et  de 
poser  les  principes  relatifs  à  sa  mesure  et  à  son  introduction  dans  le 
calcul,  sous  ce  point  de  vue,  parler  d'abord  du  mouvement,  abstrac-' 
tion  faite  de  là  cause  motrice ,  et  chercher  à  faire  un  classement  des 
'phénomènes  qu'il  offre  à  nos  yeux.  On  verra  bientôt  combien  cet  ordre' 
d'exposition  est  utile  et  même  indispensable  pour  la  clarté. 
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Je  ne  considérerai ,  dans  ces  premières  notions  ,  qu'un  seul  corps 
mobile,  et  même  ce  mobile  sera  réduit  à  n'être  qu'un  point  matériel.  Je 
supposerai  de  plus,  pour  fixer  davantage  les  idées, que  la  ligne  décrite  par 
ce  point  mobile,  dans  l'espace,  est  une  ligne  droite  donnée  de  position 
quoique  cette,  dernière  hypothèse  ne  soit  pas  absolument  nécessaire  à 
l'iinelligence  de  ce  que  je  vais  dire. 

Dans  cet  état  de  choses,  si,  en  observant  les  différents  points  de  la  ligne 
du  mouvement  que  le  mobile  occupe  successivement,  on  observe  simul- 
tanément le  nombre  d'unités  de  temps  indiquées  par  un  chrcmomètre, 
et  qu'on  nomme  l  le  nombre  de  ces  unités  comptées  à  l'instant  où  le 
mobile  est  à  une  distance  x  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  droite  du 
mouvement,  l'expression  analytique  des  lois  auxquelles  sont  soumis  les 
phénomènes  apparents  du  mouvement  dont  il  s'agit  ne  pourra  être  que 
renonciation  de  certaines  relations  entre  les  quantités  x  et  tj  quantités 
dont  le  rapprochement  fournira  bientôt  des  bases  importantes  de  théorie. 

678.  Les  résultats  de  ce  rapprochement  seront  donc  énoncés  par  des 
formules  dans  lesquelles  ^  et  /  se  trouveront  combinées  ensemble  ;  mais 
ces  quantités  sont  de  natures  différentes  et  il  faut  d'abord  expliquer 
comment  elles  doivent  être  envisagées ,  lorsqu'on  les  introduit  dans  une 
même  équation. 

Une  quantité,  de  quelque  nature  qu'elle  soit,  ne  peut  devenir  l'é- 
lément d'un  calcul  qu'autant  qu'elle  est  rapportée  à  une  unitéj  ou  à  une 
autre  quantité  de  même  nature  qu'elle,  dont  la  fixation  est  arbitraire, 
mais  qui,  une  fois  fixée,  ne  doit  plus  changer,  du  moins  tant  qu'elle  est 
employée  dans  un  même  calcul  ;  l'énoncé  numérique  dé  celte  quantité 
n'est  autre  chose  que  l'énoncé  du  rapport  qu'elle  a  avec  la  quantité 
déterminée  choisie  pour  son  unité]  ainsi  prenant  la  looooo".  partie  du 
jour  moj'en  pour  la  t^uaniiié  déterminée  de  temps  qui  doit  servir  d'u- 
nité aux  quantités  de  son  espèce,  le  signe  /  n'est  que  l'indication  du- 
nombre  de  fois  qu'un  temps  quelconque  contient  ce  temps  déterminé 
égal  à  la  looooo'.  partie  du  jour  moyen.  On  voit,  par  là,  comment  l'in- 
troduction de  t  dans  le  calcul  n'est  que  celle  du  rapport  entre  deux 
quantités  de  même  espèce,  ou  d'un  nombre  abstrait. 

Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  à  la  quantité  x  relativement 
\  l'unilé  de  longueur,  et  dès-lors  ta  co-existence  de  x  et  '  dans  une'. 
xu^me  équation  n'olTre  plus  de  diifîculté.. 


y  Google 


Section  PREMIÈRE.  it 

679.  Ces  préliminaires  posés  et  ^  étant  le  signe  de  fonction ,  tout  ce 
que  les  phénomènes  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel 
peuvent  offrir  à  l'analyse  doit  pouvoir  s'exprimer  par  une  équation  qui 
a  pour  symbole  général 

ou  s'en  déduire  ,  les  diverses  espèces  de  mouvement  se  rapportant  k  des 
cas  particuliers  de  cette  équation. 

J'observerai ,  avant  de  passer  à  ces  différents  cas,  qu'on  ne  doit  point, 
en  général,  ainsi  que  les  commençants  sont  presque  toujours  tentés  de 
le  faire,  considérer  ce  comme  l'espace  parcouru  pendant  le  temps  tj 
cette  circonstance  n'a  Heu  que  lorsque  l'équation  <p(x,t):=o  est  telle 
qu'on  a  en  même  temps,  /=o  et  x=qj  dans  tout  les  autres  cas  si 
on  suppose  qu'en  faisant  /  =  o,  on  ait  x^Ej  l'espace  parcouru, 
pendant  le  temps  i  sera  x — E,  la  constante  E  étant  la  distance  à 
laquelle  le  mobile  se  trouve  du  point  fixe,  pris  sur  ta  ligne  du  mouve- 
ment pour  origine  des  x ^  lorsque  t-=o.  Les  variations  de  x  et  /  sont  , 
et  seront  dans  ce  qui  suit,  assujetties  à  la  loi  ât  continuité. 

680.  Le  cas  de  l'équation  générale  ^  (  7^  '  )  =  0,  qui  donne  la  relation 
la  plus  simple  entre  les  espaces  x — E  et  les  temps  t  employés  à  par- 
csurir  ces  espaces,  alieu  lorsque  tp(xji)=x — E — Ft  ou  lorsque 

V  étant  une  quantité  constante.  Le  mouvement  qui  comporte  cette 
relation  s'appelle  mouvement  uniforme^  j'en  parlerai  bientôt  avec 
quelque  détail. 

681.  Lorsque  la  relation V^  o  n'a  pas  lieu  le  mou- 
vement prend  la  dénomination  générique  de  mouvement  varié}  ce 
genre  se  sous-divise,  msuite,  en  deux  classes,  savoir  ;  le  mouvement 
accéléré  dans  lequel  le  rapport  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps 
/  employés  à  parcourir  ces  espaces  augmente  avec  t,  et  lemour«/Q£n£ 
retardé  dans  lequel  ce  même  rapport  diminue  avec  /. 

68a.  Le  mouvement  uniforme,  dans  lequel  le  rapport  dont  je  viens 
de  parler  est  constant,  peut  ainsi  être  regardé,  soit  comme  le  passage 
du  mouvement  accéléré  au  mouvement  retardé  j  soit  comme  le 
passage  inverse  ;  de  plus  il  résulte,  de  la  théorie  des  équations,  qu'un 
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mouvement  peut  être  successivement  accéléré  et  retardé  quoique  sa  loi 
lie  cesse  pas  d'être  exprimée  par  une  même  équation  formant  un  cas  par- 
ticulier de  l'équation  générale  ^(aî^/)  =  Oj  mais  ,  comme  je  suppose 
que  X  ett  sont  assujettis  à  la  toi  de  continuité,  je  puis  présenter  le  clas- 
sement de  l'article  précédent  de  manière  à  indiquer,  sans  équivoque, 
le  mouvement  qui  a  lieu  à  un  instant  déterminé  en  disant  que  ce  mou- 
Tement  est  uniforme,  accéléré^  oxxretardé,  respectivement,  suivant 

que  —5 —  est  constant ,  croissant  ou  décroissant  lorsque  /varie  d'une  quan- 
tité infiniment  petite.  Je  prends  dt  pour  di/Térentielle  constante  et 
je  conserverai  cette  hypothèse  dans  la  presque  totalité  des  questions  de 
mécanique  auxquelles  l'analysé  devra  être  appliquée. 

683.  L'origine  de  la  variable  a;  est, d'après  la  convention  faite  art.679, 
h,  une  distance  E  du  point  oîi  le  mobile  se  trouve  lorsque  l'on  compte 
zéro  temps  j  pour  avoir,  à  ce  dernier  point,  l'origine  des  espaces  par-* 
courus  pendant  les  temps  tj  et  désignés  par  ^,  on  fera  x  —  £  =  ^eton 
substituera  ^+E  à  ce  dans  l'équation  tfr(Xj  t)  =  o /  mais  on  a  une 
méthode  générale  pour  déduire,  de  l'équation  ^(a?^  /)  =0,  une  relation 
entre  des  espaces  quelconques,  désirés  par  Cj  et  les  temps,  désignés 
par  Tj  pendant  lesquels  ces  espaces  e  sont  parcourus,  relation  qui,  don- 
nant ,  par  l'état  de  la  question ,  e  =  o  lorsque  r  =  o ,  permet  en  même 
temps  de  placer  l'origine  des  e  à  un  point  arbitraire  de  la  ligne  du  mou- 
vement. Supposant,  pour  plus  de  commodité,  que  l'équation  ^Ji  (x_,/)  =  û. 
est  résolue  par  rapport  à  Xj  cette  équation  devient 

prenant  l'origine  de  «  à  l'extrémité  d'une  valeur  arbitraire  de  x,  et  faisant, 

etc.  (il  faut  se  rappeler  que  di  doit  toujours  être  supposé  constant,  k 
moins  qu'on  ne  prévienne  qu'il  est  variable),  on  aura,  parles  théorèmes 
d'analyse  connus,       - 

J*(^)if^'  (')jy'"  (')j  c'c.  représentent  ici  des  constantes;  ce  sont 
des  quantités  qui  se  rapportent  à  l'origine  de  r  et  tant  que  cette  origine  ' 
démeure,  la  même  les  seules  variables  de  l'équation  précédente  sont 
*  et  r. 


y  Google 


Sectionfremière.  i3 

684.  Si  dans  la  fonction /"(/)  on  substitue  à  /j  t  +  ÀTj  en  désignant 
par^  une  quantité  positive  pliis  petite  que  l'unitéi  on  aura  par  le  thé- 
orème de  Lagrange 

cette  équation  me  servira  à.éclaircir  quelques  points  de  théorie. 

Propriété!  du  mouvement  unifonne.  DéGoilioD  de  la  vitesse.  MouTementa  ra- 
riéi  qni ,  pour  certaines  divicioD*  du  temps  ,  ofirent  let  pn^riétés  du  mou- 
vement uoiforme. 

685.  On  peut  énoncer  ainsi  la  propriété  fondamentale  du  mouvement 
uniforme:  «  la  ligne  parcourue  par  le  point  mobile  étant  supposée 
«  divisée  en  parties  égales,  les  temps  employés  à  parcourir  chacune  de 
«  ces  parties  seront  aussi  égaux  entr'eux,  quelque  soit  la  distance  entre 
«  deux  points  de  division  consécutifs  de  la  ligne  parcourue.» 

Cette  propriété  fondamentale  est  évidemment  énoncée  par  l'équation 
de  l'art.  680 

dans  laquelle  x  est  la  distance  à  laquelle  le  mobile  se  trouve,  au  bout 
du  temps  /_,  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  du  mouvement,  £  la  dis- 
tance de  ce  point  fixe  à  celui  06  se  trouve  le  mobile  lorsque  l'on  compte 
iero  temps  j  et  V  une  autre  constante. 

On  voit  en  effet  que  si,  par  exemple,  à  partir  du  point  ovi  x=.E ,on 
porte,  sur  la  ligne  des  x,  des  divisions  égales,  la  longueur  d'une  de  ces 
divisions ,  que  je  désigne  par  a ,  étant  arbitraire,  les  valeurs  de  a? ^ 
correspondantes  à  chacune  d'elles ,  de  part  et  d'autre  de  ce  point  où 
x  =  Ej  seront  jE+c?^  £  +  aûïj  E+Zoa  etc.  E — a^  E—s.b>j  etc.  et  les 

,  ,  ,  o  i.&         2c3  a 

valeurs  correspondantes  de  /  seront  —p-,  —y.—  j  •  ^^    j  etc. =-> 

-. Y)r~  p  etc.  de  manière  que  le  temps  employé  à  parcourir  l'une 

quelconque  des  divisions  a  aura  pour  valeur  numérique  -p-^quelque 

soit  la  valeur  particulière  de  ca.  On  arriverait  à  un  résultat  semblable  en 
plaçant  un  des  points  de  division  partout  ailleurs  qu'au  point  où  :r^£. 

686.  Les  valeurs  de  x  et  /  étant  quelconques  si  /  augmente  d'une, 
unité   de  temps,  ou  de   \"  ^  l'équation   x^=E  -^V  t  deviendra 
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X  +  a>=E  +  F(t+ 1")  en  désignant  par  a»  l'espace  parcouru  par  le 
mobile  pendant  i" j  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde 
on  a  a>=y,  d'où  on  conclut  que  la  constante  f  est  l'espace  que  le 
mobile  parcourt  pendant  chaque  unité  de  temps. 

Cette  constante  P^est  une  quantité  que  j'appelle  caractéristique,  parce- 
qu'elle  distingue  un  mouvement  uniforme  de  tout  autre  mouvement  du 
même  genre;  une  propriété. semblable  ne  peut  point  appartenir  à  la 
constante  Ej  vu  que  cette  constante  dépend  de  la  position  de  l'origine 
des  Xj  laquelle  origine  peut,  pour  un  même  mouvement,  être  placée-ar- 
bitrairement,  au  lieu  que  y  ne  peut  changer  qu'avec  le  mouvement. 

Par  cette  raison  on  a  donné  à  U  caractéristique  Vun  nom  particulier 
et  on  l'a  appelé  vîtessej  l'acception  de  ce  mot  est  parfaitement  con- 
forme à  celle  qui- lui  est  attribuée  dans  le  langage  ordinaire;  on  dit 
qu'un  mobile  se  meut  plus  ou  moins  vite  qu'un  autre,  lorsqu'il  par- 
court un  même  espace  dans  un  temps  plus  ou  moins  court,  ce  qui, 
en  présupposant  l'uniformité  du  mouvement,  revient  &  dire  qu'il  par- 
court, pendant  chaque  division  égale  du  temps,  un  espace  plus  ou 
moins  long. 

687.  Lorsque  l'espace  parcouru  pendant  chaque  unité  de  temps 
n'est  pas  immédiatement  donné,  mais  que  l'on  connnit  l'espace  total, 
X  parcouru  pendant  un  temps  T,  on  en  conclut  la  vitesse  F  en  subs- 
tituant ,  dans  l'équation  de  l'art.  685 ,  X  à  x — £  et  2*  à  /^  ce  qui  donne 

«  la  vitesse,  dans  le  mouvement  uniforme,  est  égale  h  l'espace  parcouru 
«  divisé  par  le  temps  employé  à  parcourir  cet  espace.» 

688.  L'équation  f  T^X  de  l'art,  précédent  sert  k  déterminer  l'une 
quelconque  des  trois  quantités  Vj  T  et  X  lorsque  les  deux  autres  sont 
connues;  ainsi ,  la  vitesse  et  le  temps  étant  les  données,  l'espace  par- 
couru se  calcule  en  multipliant  la  vitesse  par  le  temps;  «  lorsque  ces 
«  données  sont  l'espace  parcouru  et  la  vitesse  le  temps  se  calcule  en 
«  divisant  l'espace  parcouru  par  la  vitesse.  » 

Il  ne  faut  pas ,  relativement  k  ces  régies  de  calcul ,  perdre  de  souve- 
nir les  explications,  consignées  dans  rart.678 ,  sur  la  manière  d'envi- 
sager les  quantités  X  tt  T  lorsqu'elles  constituent  les  éléments  d'un  ' 
.  piéme  calcul. 
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689.  Sî  plusieurs  poiots  mobiles  se  meuvent  uniformément,  le  mou- 
vement de  chacun  d'eux  sera  exprimé  par  une  équation  de  la  formé 
a:'=E  +  F'tj  on  peut  supposer  que  tous  ces  mobiles  marchent  sur  une 
même  ligne  droite ,  et  chercher  leurs  distances  respectives  à  des  ins- 
tants déteriçinés ,  les  points  de  la  ligne  du  mouvement  oii  ils  se  ren- 
contrent deux  à  deux,  trois  k  trois,  etc.  les  instants  de  ces  rencontres 
etc.  ;  ces  problèmes  sont  connus  sous  le  nom  de  problêmes  des  cour- 
riers j  on  peut  encore  supposer  que  tous  ces  mobiles  circulent  autour 
d'une  même  courbe  fermée  (ce  cas  renferme  les  problèmes  des  aiguilles 
qui  parcourent  un  même  cadran)  ;  dans  ce  cas  les  phénomènes,  dont  je 
■viens  de  parler,  se  renouvellent  périodiqutment ,  et  leurs  époques 
donnent  lieu  à  des  déterminations  qui  s'obtiennent  généralement,  ainsi' 
que  les  solutions  des  problêmes  des  courriers  ,  par  des  combinaisons- 
d'équations  de  la  forme  a;:=£-(-  Vts  ces  problèmes  peuvent  fournir 
une  matière  d'exercice  aux  élèves ,  mais  )e  ne  m'y  arrêterai  poînC  vu 
leur  peu  d'utilité  ;  ils  trouveront  aux  art.  8  et  9  de  ma  Mécanique  phi- 
losophitjue ,  les  formules  générales  qui  le»  résolvent-. 

690.  J'ai  dit ,  art.  673 ,  à  propos  de  la  mesure  du'  temps,-  que  l'es  os' 
cillations  du  pendule  étaient  toutes  d'égale  durée  ,-  mais  que  les-  soûs' 
divisions  égales  de  l'arc  décrit  dans  une  oscillation  n'étaient  pas  par^ 
courues  dans  des  temps  égaux;  d'après  cela,  si  on  portait  sur  une  même' 
ligne  droite,  un  nombre  indéfini  de  longueurs  consécutives  et  contigues,- 
égales  k  l'arc  décrit  |)ar  le  point  inférieur  du  pendule,  dans  chaque  oscil- 
lation, et  qu'un  mobile  parcourut  successivement  ces  longueura,  ayant  ,- 
à  un  point  quelconque  de  l'une  d'entr'elles ,  précisément  le  même  mou- 
vement dont  est  doué  le  point  inférieur  du  pendule,  au  point  corres- 
pondant de  Tare  qu'il  décrit,  il  résulterait  de  ces  dispositions  que  des  divi- 
sions de  la  ligne  du  mouvement ,  égales  entr'elles  et  à  un  nombre  entier 
des  longueurs  dont  je  viens  de  parler,  seraient  parcourues  dans  des  tem|)S 
égaux,  ce  qui  offre,  pour  ce  mode  desous-divi^on,la  propriété  du  mou- 
vement uniforme ,  mais  cette  propriété  n'aurait  pas  lieu  pour  un  mode' 
quelconque  ou  arbitraire  de  sous-divîsion  de  la  ligne  du  mouvement. 

L'équation  du  symbole  de  mouvement  uniforme ,  dont  je  viens  de- 
'parler ,  en  ne  le  bornant  pas  au  cas  du  pendule ,  mais  en  l'étendant  &  tous- 
les  cas  qui  offrent  des  phénomènes  de  même  espèce,  est  x=  S  +  Ft^- 
2  et  /  ont  la  même  signification  que  ci  -  dessus  ^  V  est  une  conS'- 
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lante  ,  et   S   une  fonction  quelconque  ou  arbitraire  des  quantités 

A ,  B  siD.  — y-  j  C  COS.  — y —  j  A ,  a  et  C  étant  des  constantes,  jt 

la  demi  circonférence  dont  le  rayon  =  i  et  A  le  temps  constant  em- 
ployé par  le  mobile  k  parcourir  une  des  divisions  de  la  ligne  du  mou- 
vement qui  oiTce  la  propriété  de.  l'uniformité.  H  est  manifeste,  en 
effet,  que  G  a  une  valeur  constante  pour  toutes  les  valeurs  (-=^0, 
l  =  h  ,  l  =  s,k t^nh ,  rt:étant  un  nombre  entier  positif  ou  né- 
gatif On  trouvera  ,  dans  la  suite  du  cours  ,  quelques  exemples  de  l'es- 
pèce de  mouvement  dont  je  viens  de  parler. 

Pour  voir  les  relations  ^ui  lient  l'équation  x-=.  S-^Vt  à  l'équation 
a;  =  £+  Vt,  il  faut  observer  qu'on  satisfait  également  aux  conditions 

ddx 
cion  aiiierenueiie 

et  par  l'équation  aux  différences ^o^*  la  première,  par  une 

double  intégration  ,  conduit  purement  et  simplement  à  la  relation 
îi;^£+  Vt,  les  constantes  arbitraires  étant  £  et  V ^  mais  la  seconde, 
d'après  la  théorie  de  la  méthode  inverse  des  différences ,  conduit  i- 
une  équation  finie  qui  n'acquiert  toute  la  généralité  dont  elle  est  sus- 
ceptible, que  lorequ'on  y  introduit  la  fonction  arbitraire  Oj  or,  pour 
ramener  l'équation  finit,  fournie  par  l'équation  aux  différences ,  à  la 
forme  x  =  E-\-Vt ,  il  suffit  de  supposer,  dans  0,  l'incrément  du  temps 
infiniment  petit ,  c'est-à-dire  de  substituer  à  A  ^  la  quantité  -^  k  ^  m  é- 
tant  un  nombre  entier  infini ,  positif  ou  négatif;  dès-lors  on  a  ,  pour 

■  toutes  les  valeurs  possibles  de  /_,  sm.  —^—r  =o^'  co8. — ^-^-=1, 

et  0  devient  une  constante  absolue. 

De  U  vitesse  dans  le  tnouveinent  varié  en  généra). 

691.  D'après  les  principes  établis  dans  le  chapitre  précédent,  on 
ne  peut  concevoir  une  vitesse  dans  un  mouvement  qu'autant  qu'on 
peut  y  assigner  des  parties  cons^utives  et  contigues  d'espaces  parcou- 
rus, respectivement  proportionnelles  au  temps  que  le  mobile  employé 
/i  les  parcourir,  et  ces  relations  de  longueurs  et  de  temps  sont  incom- 
patibles 
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patibles  avec  la  défieiti*?!»  du  mouvement  varié  donnée ,  article  681 , 
lorsqu'on  y  compare  des  espaces  finis  avec  les  temps  finis  employés  à 
les  parcourir.  Il  e^iiste  cependant ,  dans  ce  genre  de  mouvement ,  une 
quantité  qui  a  une  valeur  déterminée  pour  chaque  instant,  mais  variable 
d'un  instant  k  l'autre ,  et  k  laquelle  on  peut  rigoureusement  appliquer 
tout  ce  que  j'ai  dit  de  la  vitesse.  Voici  comment  on  obtient  l'expres- 
sion de  cette  quantité,  par  la  considération  Ait  iiifiniment  petits j 
j'observe,  d'une  part,  que  la  notion  de  vitesse  est  tout-à-fait  indépen- 
dante de  la  grandeur  absolue  de  l'espace  parcouru ,  d'une  autre  part , 
que  d'après  la  théorie  des  équations  à  deux  variables ,  qu'on  peut  dési- 
gner par  X  et  t ,  SX  ^  est  la  différence  entre  deux  valeurs  consécutives 
d'une  des  variables,  de  x  par  exemple  ^  et  Tla  différence  entre  les  deui 
valeurs  correspondantes  de  l'autre,  l'équation  entre  f  et-X",  déduite  de 
celle  qui  existe  entre  les  deux  variables  et  qu'on  peut  représenter  par 
œ  =y(t) j  approchera  d'autant  plus  d'être  de  la  forrpe  a^  +  6x^=0 
(d  et  A  se  composant  de  constantes  absolues  et  de  quantités  rapportées 
à  l'origine  de  ^  et  ret  considérées  comme  constantes)  que  f  et  r  seront 
plus  petites.  De  manière  que  si  ^  et  r  deviennent  dx  et  dtj  la  a*,  partie 
de  dx  correspondra  à  la  a',  partie  de  d/^  quelque  soit  le  nortibre  nj 
ainsi  x  =y(/)  étant  l'équation  d'un  mouvement  varié  quelconque  et 
5  dx  étant  l'incrément  de  a;_,  5  dt  sera  l'incrément  correspondant  de  e 

dx        ,  dt 

et  on  aura,  entre  les  espaces  parcourus et  les  temps- — -     em  - 

ployés  à  les  parcourir,  les  relations  qui  constituent  un  mouvement 
uniforme  dans  lequel  la  vitesse,  désignée  par  v,  aura  pour  valeur 
dx        dt  dx 

n      '     rt  dt 

692.  L'équation  de  l'art.  684  conduit  immédiatement  au  résultat  que 
je  viens  d'obtenir  d'une  manière  d'autant  plus  satisfaisante  qu'elle  four- 
nit la  démonstration  que  j'ai  supposée  connue  du  théorème  sur  ta  li- 
mite du  rapport  de  ^  à  r.  En  effet,  on  déduit  de  cette  équation  la  re- 

lation-2- =y  (f) +ir/"(/+^r)  dans  laquelle  le  rapport  fini  de 

l'espace  parcouru  f  au  temps  r  approche  d'autant  plus  d'être  égal  à  la 
quantité^"'  (/)^  constante  par  rapport  à  ^,  que  r  est  plus  petit,  et  on 

peut  toujours  donner  à  t  une  valeur  telle  que -2 f  {t)  soit  plus 

1  3 
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petit  qu'aucune  quantité  assignable;  donc,  k  1^  limite,  l'équation  qiri 
t\prime  la  relation  entre  les  espaces  ijarçounis  ^  et  les  temps  r  em- 
ployés à  les  parcourir ,  est  celle  d'un,  mouvement  uniforme  dans  lequel 

dx 
la  vitesse  serait  égale  ^f  (;)  ou  à  la  valeur  déterminée  qu'a  — -j —  à 

l'origine  de  ^. 

693.  La  vitesse  n'est  plus  ici  comme  dans  te  cas  de  Part.  686  une  quan- 
tité caractéristique  qui  distingue  un  mouvement  varié  des  autres  mouve- 
ments du  même  genre;  c'est  une  variable  f,qui  apour  eicpression  générale 

et  qui  change,  par  conséquent,  &  chaque  instant.  On  peut' toujours 
assigner  dans  deux  mouvements  variés  quelconques,  très -différents- 
d'ailleurs,  les  instants  où  elle  a  une  valeur  commune. 

694.  Le  terme  ^  f"  (i-h  ^r)  renferme  toutes  les  parties  de  la  valeur 
de  ^  qui  constituent  le  mobile  dans  l'état  de  mouvement  variés  8' 
quelque  changement  k  cet  état  occasionnait  l'anéantissement  de  ce 
terme,  le  mobile  ne  cesserait  pas  de  se  mouvoir,  mais  sa  vitesse  ces- 
serait de*  varier  et  il  continuerait  son  mouvement  avec  la  vitesse  cons- 

d.v 
tante  f*  (;)  ou  — -t — ^  en  donnant  à  cette  expression  la  valeur  qu'elle 

doit  avoir  au  moment  06  le  changement  de  l'état  du  corps  s'est  opéré. 

695.  Les  élèves  trouveront,  dans  la  suite  du  cours,  quelques  exemples 
de  mouvements  qui,  par  leur  nature,  tendent  à  l'uniformité  et  l'atteignent 
par  fois,  sensiblement,  dans  un  temps  très-court.  Tels  sont  les  mouve- 
ments dans  lesquels  l'équation^  qui  donne  la  vitesse  à  chaque  instant,  est  de 

la  forme  v  =  V   ,  .       ,,    ,  a,  b  ,lq  .  e ,  a  et  V  étant  des  constantes  ; 
&-§-^/e"'  ^     ^    ■>  t  '    '  » 

les  valeurs  de  ces  constantes  peuvent  être  telles  qu'en,  supposant  /  égal 

ù  un  petit  nombre  d'unités,  le  terme  fractionnaire  multiplié  par  Kde- 

vienne,  sensiblement,  ou  l'unité  ou  un  nombre  déterminé,  et  /  pourra, 

dans  tous  les  cas  ;  acquérir  une  valeur,  qui  remplisse  cette  cpnditioD. 

Du  mouvcDieot  uniKtrmérarat  Tar!«. 

6^.  Je  dois,  avant  de  passer  aux  notions  qui  concernent  ia',^uce 
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considérée  rrlativement  à  la  production  d'un  mouwment  actuel,  joindre 
à  la  théorie  du  mouvement  uniforme  que  j'ai  exposée  dans  les  art.  685 
et  suivants,  celle  d'une  première  espèce  de  mouvement  varié,  dont  il 
est  important  que  les  élèves  se  rendent  les  formules  très -familières. 

Le  mouvement  dont  je  parle  et  qu'on  appelle  mouvement  unijorr 
mément  varié  est  celui  dans  lequel  il  existe  entre  les  augmentations  ou 
les  diminutions  de  vitesse  du  mobile,  et  les  temps  pendant  lesquels 
ces  changemens  de  vitesse  s'opèrent,  précisément  les  mêmes  relations 
assignées  ,  art.  685 ,  dans  le  mouvement  uniforme ,  entre  les  espaces 
parcourus  et  les  temps  employés  k  parcourir  ces  espaces,  relations  qui 
caractérisent  ce  dernier  mouvement  ou  le  constituent  ce  qu'il  est. 

Le  mouvement  uniformément  varié  est  désigné  particulièrement 
par  les  noms  de  mouvement  uniformément  accéléré  ou  uniformé- 
ment retardé,  respectivement,  suivant  que  la  vitesse  croit  ou  diminue 
lorsque  le  temps  augmente. 

697.11  s'agit  donc,  pour  exprimer  analytiquement  les  loix  du  mou- 
vement uniformément  varié ,  de  poser  une  équation ,  entre  les  vitesses 
V  et  les  temps  t ,  énonçant  que  les  variations  de  v  sont  proportionnelles 
aux  variations  correspondantes  de  ti  cette  équation ,  entre  v  et  t,  doit 
évidemment  être  de  la  même  forme  que  l'équation,  entre  x  et  t,  de 
l'art.  685,  c'est-à-dire  qu'on  a 

v=V±gti 
les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  rapportent,  respectivement,  aux 
cas  des  mouvements  uniformément  accéléré  et  Jiniformément  re  • 
tardé,  U  et  ^^  sont  deux  constantes;  la  première  est  la  vitesse  qui  a 
lieu  lorsque  l'on  compte  zéro  temps  de  la  même  manière  que  dans 
l'équation  de  l'art.  685 ,  E  était,  pour  le  même  cas  de  t=:Oj  la  valeur 
correspondante  de  as  oîi  la  distance  du  mcbile  a  un  point  fixe-  pris  sur 
la  ligne  du  mouvement. 

La  vitesse  acquise  dans  le  mouvement 'uniformément  accéléré  ou 
perdue  dans  le  mouvement  uniformément  retardé,  depuis  l'origine  du 
temps  tj  est,  respectivement,  v — U  où  U—^,  quantité  proportion- 
nelle à  /,  comme  l'était  x  —  E  dans  l'équation  de  l'art.  685. 

698-  I5e  plus  la  constante  g  est  la  caractéristique  d'un  mouvement 
uniformément  varié,  considéré  en  particulier,  c'est-à-dire  la  quantité 
qui  distingue  ce  mouvenient  de  tout  autre  mouvement  de  son  espèce. 
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comme  la  quantité  V*  était  la  caractéristique  du  mouvement  unîrorme. 
En  effet  ta  constante  f/ de  l'équation  v=^U+gt,  ou  la  vitesse  initiale 
peut  être  commune  à  une  infinité  de  mouvements  uniformément  variés, 
différents  les  uns  des  autres,  mais  g,  pour  chacun  de  ces  mouve- 
ments, ne  peut  pas  changer  sans  que  ce  mouvement  ne  change. 

La  propriété  caractéristique  dont  je  viens  de  parler  devient  mani- 
feste si  on  observe  que  cette  quantité  g  est ,  suivant  que  le  mouvement 
est  accéléré  ou  retardé,  l'augmentation  ou  la  diminution  de  vitesse  que 
ie  mobile  éprouve,  dans  le  cours  de  son  mouvement,  pendant  chaque 
unité  de  temps  ;  car  si  on  substitue  /  +  i"  à  t ^  ce  qui  donnera 
f':=  Z7  +  ^(f+i")j  et  qu'on  retranche  de  cette  équation  l'équation 
v=V-^gt  on  aura^=  +  (t^  —  v"),  les  signes  supérieur  et  inférieur 
se  rapportant  encore  ,  respectivement,  au  cas  du  mouvement  accéléré 
et  à  celui  du  mouvement  retardé. 

699.  J*ai  dit  art.  686  qu'on  avait  désigné,  par  un  nom  particulier,  la 
caractéristique  V  ;  on  en  a  aussi  donné  un  à  la  caractéristique  5  qui 
s'appelleyôrce  accélératrice.  Je  reviendrai  bientôt  sur  cette  expression. 

Lorsque  ^n'est  pas  donné  immédiatement,  et  qu'on  connait  la  vitesse 
^gagnée  ou  perdue  pendant  un  temps  T^  c'est-à-dire  ajoutée  à  celle 
que  ie  mobile  avait  déjà  au  commencement  de  ce  temps  T  ou  retran- 
chée de  cette  vitesse  initiale,  on  peut  déterminer  g  par  le  moyen  de  W 
et  T,  en  substituant,  dans  l'équation  v' —  Ï7=  "^gt,  ffk  v — Ï7et  T 

W 

à  /■_,  ce  qui  donne  fy=-+gT et  5=  +      j,    ' 

Au  moyen  de  cette  équation  ff^  -^gTVuDc  quelconque  des  trois 
quantités  PF',  g  et  Tse  détermine  par  les  deux  autres. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  l'analogie  qui  existe  entre  ce  que  je  viens 
de  dire  dans  cet  article  et  If  précédent  et  ce  que  j'ai  expliqué  dans 
les  art.  687  et  688  sur  la  quantité  f^j  sa  détermination  par  Véquation 
X=F'Tet  la  dépendance  mutuelle  des  quantités  X,  V  et  T. 

700.  Ainsi  l'analyse  des  lois  du  mouvement  uniformément  varié, 
considéré  quand  à  la  relation  entre  les  vitesses  et  les  temps,  est  abso- 
lument la  même  que  celle  des  lois  du  mouvement  uniforme,  les  for- 
mules de  l'un  devenant  celles  de  l'autre  par  le  simple  changement  de- 
V  en  X  et  de  la  signification  des  lettres  qui  reprî-sentent  les  constantes. 

L'eJtamcn  des  relations  eptre  les  espaces  parcouws  et  les  temps  va 
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nous  faire  découvrir  des  propriétés  qui  sont  particulières  au  mouvement 
uniformément  varié. 

Continuant  à  désigner  par  x  ta  distance  à  laquelle  le  mobile  se  trouve, 
au  bout  du  temps  tj  d'un  point  fixe  pris  sup  la  ligne  droite  de  son 
mouvement,  j'observe  que,  d'après  la  valeur  générale  de  la  vitesse 
donnée    art.  698  ,  je  puis  dans  l'équation  »»=£/+  ^/  substituer 

—j—  à  c  ce  qui  donne 

dx=Udt+gtdt (i) 

et  en  intégrant 

x=^E+Vt±igfi (a> 

les  signes  supérieur  et  inférieur  continuent  k  se  rapporter,  respective- 
ment, au  cas  du  mouvement  accéléré  et  à  celui  du  mouvement  retardé.- 
E  est  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration;  c'est  fa  dis- 
tance  à  laquelle  le  mobile  se  trouve  de  l'origine  lorsque  Ton:  compte' 
zéro  temps. 

701.  X — E  est  l'espace  parcouru  pendant  le  temps  /  et  cet  espace 
se  compose  i".  d'un  espace  Ut  proportionnel  au  temps  t  et  égal  it  celui 
que  le  mobile  aurait  parcouru  d'un  mouvement  uniforme  si,  depui» 
l'origine  de  t,  il  n'eût  été  animé  que  de  la  vitesse  constante  et  initiale 
Vj  a°.  d'un  espace  +t^''j  proportionnel  au  carré  du  temps  et  à  la 
caractéristique  g  :  c'est  l'expression  +  -f^'^  qui  détermine  la  variation 
du  mouvement,  lequel,  sans  cette  expression,  serait  uniforme. 

702.  Je  puis,  pour  simplifier  et  sans  nuire  â  la  généralité  des  résultats, 
supposer  que  le  mobile  se  trouve  k  l'origine  des  x  lorsque  l'on  compte 
irfro  rt/n/'jet  les  équations  du  mouvement  uniformément  variédevîenoenE 

"^Utge (») 

x  =  Ut±^gi' (a) 

Tous  les  problèmes  relatifs  au  mouvement  uniformément  varié  se 
résolvent  par  ces  deux  équations,  mais  on  peut,  pour  plus  de  facirîté, 
en  éliminant  t,  dédulpe  de  leur  combinaison  une  relation  immédiate^ 
entre  les  espaces  parcourus  et  les  vitesses,  relation-  donnée  par  l'équa' 
ttoD  suivante 

x=+  (3> 

—         ag  ' 
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703.  Si  on  suppose  de  plus  que  la  vitesse  initiale  V  est  égale  à  zéro,  les 
formules  applicables  au  mouvement  uniformément  accéléré  deviennent 

P  =  gtJ   X==ig/^J  !LgX=i'K 

la  vtlesse  absolue,  au  bout  du  temps  t,  est  proportionnelle  à  ce  temps, 
l'espace  parcouru  est  proportionnel  au  quarré  du  temps  employé  par 
le  mobile  k  parcourir  cet  espace,  ou  au  quarré  de  la  vitesse  acquise 
pendant  le  même  temps. 

704.  Dans  cette  dernière  hypotli^se ,  fà  )e  mobile ,  après  avoir  ac- 
quis la  vitesse  gt,  au  bout  d'un  temps  /  pendant  lequel  il  a  parcouiu 
l'espace  ~gt^  continuait  &  se  mouvoir  ,  pendant  un  second  intervalle 
de  temps  t,  égal  au  premier,  non  d'un  mouvement  accéléré,  mais  d'un 
mouvement  uniforme,  en  conservant  la  vitesse  gt,  il  parcourrait  art. 
668,  en  vertu  de  cette  vitesse ,  pendant  ce  second  temps  t^  un  espace 
égal  à  ^^  X  '  ou  à  gt*  double  de  l'espace  ^gl^  parcouru  d'un  mouve- 
ment accéléré  pendant  le  premier  temps  /. 

On  tire,  de  cette  propriété  du  mouvement 'uniformément  varié,  une 
conséquence  remarquable  relativement  à  la  valeur  de  la  caractéristique 
gj  si  le  premier  temps  /  est  égal  à  l'unité,  la  vitesse  acquise,  pendant 
ce  temps,  sera  g  et  l'espace  parcouru  \gj  d'où  on  déduit  le  théorème 
suivant  :  «  Xajbrce  accélértiirice ,  dans  le  mouvement  uniformément  ac- 
«  céléré ,  qui ,  art.  698,  est  la  valeur  de  la  vitesse  gagnée  par  le  mobile 
«  pendant  chaque  unité  de  temps,  est  aussi  celle  du  double  de  l'espace 
M  parcouru  pendant  la  première  unité  de  temps ,  la  vitesse  initiale ,  celle 
«  qui  a  lieu  lorsque  l'on  compte  zéro  temps  *  étant  supposée  nulle.  » 

yoS.  Dans  le  cas  du  mouvement  uniformément  rettirdé  dont  les 

f/a t,a 

équations  sont  v=.V — gt^  x-^^Ut — ^gt^^  et  37= ^  la 

caractéristique  g  prend  le  nom  de  force  retardatrice  j  t'équation 
g= fait  voir  que  cette  caractéristique  a  pour  valeur  la  vi- 
tesse perdue  pendant  chaque  unité  de  temps.  Si  on  veut  rapporter  ta 
valeur  de  cette  même  caractéristique  à  une  certaine  portion  de  l'es- 
pace parcouru  par  le  mobile,  dans  le  cours  de  son  mouvement,  ainsi 
qu'on  l'a  fait,  à  l'art,  précédent,  pour  le  cas  de  laforce  accélératrice,  il 
faut,  pour  plus  de  commodité,  prendre  l'origine  des  temps  à  l'instant  où  la 
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vlt«^  initiale   V  se  trouve ,  par  les  dimimitions  ^aduelles  qu'elle 

éprouve,  entièrement  épuisée,  c'est-à-dire  à  l'instant  où  c=  o,  ce  qui 

^1           u-i     .            !>.,,■                U^ 
arrive  après  un  temps j  le  mobile  étant  alors  a  la  distance 

de  son  point  de  départ,  et  déterminer  les  positions  de  ce  mobile  par 
ses  distances  au  point  où  il  a  ainsi  perdu  toute  sa  vitesse  ;  en  consé- 
.  quence  on  fera ,  dans  la  i«".  et  la  3*.  des  équations  ci-dessus  rappor- 
tées, f= T ,  a;  =: f  et  le»  relations  entre  ^^  r  et  r 

g  Zff 

seront  exprimées  par  les  équations 

v  —  gTj  ^=  —-  j  d'où^  =  i^r». 

dans  l'hypothèse  de  r=i"  on  a  v=get  ^  =  rgj  «^'où  on  conclut  que 
\aLjbrce  retardatrice  g  est  double  de  la  distance  à  laquelle  le  mobile 
se  trouve  du  point  où  sa  vitesse  initiale  est  anéantie,  lorsque  le  temps, 
qui  lui  est  nécessaire  pour  arriver  à  ce  point,  est  égal  à  l'unité. 

J'observerai ,  avant  d'aller  plus  loin ,  et  h  propos  de  \ajbrce  accélé^ 
ratrice  et  de  la^ree  retardatrice  j  dont  j'ai  donné  la  dé/inition  et  la 
Valeur ,  que  l'intelligence  de  la  signification  de  ces  deux  dénominations , 
quoique  le  mot /o/re  y  soit  introduit,  est  cependant  tout-à-fait  indé- 
pendante de  la  considération  de  la  cause  motrice,  et  porte  entièrement 
sur  la  considération  des  effets  ou  phénomènes,  ce  qui  est  une  consé- 
quence manifeste  de  tout  ce  que  j'ai  dit  depuis  l'art.  677. 

706.  Pendant  la  durée  du  mouvement  qui  suit  l'instant  où  la  vitesse 
initiale  s'est  trouvée  épuisée  ,  la  valeur  de  v=  V — gt  devient  néga- 
tive ,  parcequ'on  sgf^  Uj  et  cette  valeufr^st  continuellement  crois- 
sante ,  en  conservant  le  signe  négatif.  La  valeur  de  ^::=  — 

conserve  encore  le  signe  positif,  mais  ,  de  croissante  qu'elle  était ,  de- 
puis /^o  jusqu'à  l^ ,  elle  devient  décroissante,  tellement  que 

ïe  mobile  se  retrouve  ait  point  de  départ  lorsque  le  quarré  v*  est  re- 
redevenu égal  il  1/*,  ou  a  repris  la  valeur  qu'il  avoit  à  l'instant  où  on 
comptait  zéro  temps.  A  partir  de  ce  même  instant,  x  devient  négatif 
et  ses  valeurs  négatives  ont  deà  accroissements  sans  limites.  Je  revien- 
drai sur  ces  divers  phénomènes  de  mouvement  lorsque  je  traiterai  Ji» 
mouvement  des  corps  graves  considéré  avec  les  diverses  circonstances 
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piiysiquM.  par  lesquelles  il  est  modifié  dans  le  passage  de  ces  coq»  au' 

travers  de  l'atmosphère. 

Application  de  la  théorie  du  mouvement  uniformément  varié  au  mouvement 
vertical  des  corps  graves  dans  le  vide. 

707.  J'ai  dit  art.  667  que  Galilée  avait  posé  les  premiers  fondements 
de  la  {^nami/juej  ses  principales  découvertes  sur  cette  science,  ab- 
solument ignorée  avant  lui,  sont  les  lois  du  mouvement  composé ,  dont 
\e  parlerai  bientôt,  et  les  lois  du  mouvement  des  corps  graves  près  de  la 
surface  de  la  terre.  Il  a  reconnu ,  sans  le  secours  de  l'observation  et  par  la 
seule  force  de  son  génie,  que  ces  dernières  lois  étoienl  celtes  du  mouve- 
ment uniformément  varié ^  exposées  dans  le  chapitre  précédent;  et  il  a 
établi  àpriori  la  théorie  de  ce  mouvement  par  la  méthode  synthétique 
des  anciens.  Les  moyens  de  soumettre  les  phénomènes  de  la  chute  des 
graves  à  des  expériences  précises  n'ont  été  imaginés  qu'après  lui. 

708.  Je  vais  parler  des  lois  de  ces  phénomènes  comme  de  vérités  de 
fait,  parfaitement  constatées,  lesquelles,  d'une  part,  fourniront  des  quan  - 
tités  ou  des  nombres  absolus  qu'on  a  très -souvent  occasion  d'employer 
dans  les  formules  et  les  calculs  de  dynamique ,  et  d'une  autre  part  ser- 
viront de  confirmation  aux  principes  reçus  sur  la  mesure  des  forces. 

Si  on  suppose  qu'un  point  matériel  libre  et  pesant  est  abandonné 
à  la  pesanteur,  dans  le  vide,  sans  vitesse  initiale,  il  se  mouvra  dans 
ujie  ligne  verticale  ;  prenant ,  à  son  psint  de  départ,  l'origine  des  es- 
paces parcourus  Xj  comptant  zéro  temps  au  moment  de  ce  départ,  et 
désignant  par  v  la  vîtessQ  «cquise  au  bout  du  temps  t,  les  relations 
entre  les  espaces  parcourus ,  les  vitesses  et  les  temps ,  seront  celles 
qu'expriment  les  équations  de  l'art.  708. 

x=:^\gt*j   ç=gtsx=-~- 

On  pourra  donc,  dès  qu'on  connaîtra  une  seule  des  indéterminées  «> 
V  ou  /j  assigner  les  deux  autres  en  nombres  si  on  connait  la  constante 
ou  caractéristique  g.  Or  la  valeur  de  cette  caractéristique ,  déduite  de 
l'observation  et  du  calcul  par  les  moyens  que  j'indiquerai  dans  la  suite 
du  cours,  est,  au  niveau  de  la  mer  et  à  la  latitude  de  Paris,  égale  à 
9™ ,809.  Il  suffit,  dans  presque  tous  les  cas  d'application,  d'employer 
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le  nombre  9™,8i  et  on  le  fixera  dans  sa  mémoire  en  observant  que 
les  parties  de  ce  nombre  qui  se  trouvent  k  gauche  et  à  droite  de  la 
virgule  sont,  respectivement,  les  a",  et  4".  puissances  de  3. 

709.  La  caractéristique  ou  force  accélératrice  9" ,81,  constante  au 
niveau  de  la  mer  sous  le  parallèle  de  l'observatoire  de  Paris ,  varie 
avec  la  latitude  en  la  supposant  toujours  prise  au  niveau  de  la  mer; 
elle  a,  depuis  l'Equateur  jusqu'au  Pôle,  des  augmentations  proportion  - 
nelles  au  carré  de  la  latitude,  et  en  désignant  cette  latitude  par  L  on 
a  en  général. 

L'unité  d«  iemp.  «t  f        .        ,  _  g=  -  3oo58  +  o,o3863  sin.»  L  s 
une  partie    du    jour^  ' 

moyen  égal  a  (-»«iïr-  •  •  •  ^=  9t77^°  +  0,o5i74  sln.*  Lj 

le  terme  constant  du  a",  membre  est  la  valeur  de  g  sous  l'Equateur  ;  si 
on  veut  prendre  pour  type  la  valeur  de  g  sous  le  parallèle  moyen  on 
èmployera  les  deux  équations  suivantes  qui  ont  les  premiers  termes 
de  leurs  2'.  membres  égaux  à  la  valeur  de  g  sous  ce  parallèle  moyen. 

L'ui.Uédetemp.eslf_^  .  .  .  ^=7,31989  — o.oioSl.  cos.  aZ^* 

une  partie  du  jour^  1       ^   ^  y 

moyen  égale  i.  \~tUt7'  •  •   •   •  ^=9.8o567 — 0,02587  COS.  3  X^* 

tout»  ces  valeurs  sont ,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu ,  prises  à  la  surface  de 
1^  mer,  mais  à  partir  d'un  point  quelconque  de  cette  surface  la  valeur 
de  g  varie  encore  k  mesure  qu'on  s'élève;  je  donnerai ,  dans  la  suite  du 
cours,  la  loi  de  cette  variation  en  hauteur  quand  j'aurai  expliqué  la 
théorie  sur  laquelle  sa  loi  est  fondée. 

710.  Tous  ce  que  j'ai  dit  depuis  l'art.  707,  convient  particulièrement 
au  cas  du  mouvement  vertical  de  descente  d'un  corps  grave;  ce  corps, 
pour  se  mouvoir  verticalement  de  bas  en  haut,  doit  avoir,  au  point  de 
départ,  une'vîlesse  initiale  qui  diminue,  ensuite,  graduellement  jusqu'à 
ce  qu'elle  soit  éteinte;  lorsque  cette  vitesse  initiale  se  trouve  épuisée 
le  corps  est  parvenu  au  point  culminant  de  sa  marche  ;  à  ce  point  il 
se  trouve  dans  le  cas  d'un  corps  grave  libre  et  abandonné  sans  vîtesse 
îniliale  à  la  tendance  qu'il  a  à  descendre  et  à  laquelle  il  cède  pourse  mou- 
voir de  haut  en  bas  pendant  un  tem|)s  indéfini.;  toutes  ces  circonstances 
sont  exprimées  par  les  équations  du  mouvement  uniformément  retardé 
données  art.  705,  et  contenant  la  caractéristique  g  laquelle  conserve, 

I  .4 
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d'après  la  définition  de  ce  mouvement,  la  même  valeur  tant  dans  la 

marche  directe  que  dans  la  marche  rétrograde  du  mobile. 

Le  raisonnement  et  l'expérience  s'accordent  pour  prouver  que  les 
mêmes  équations  représentent  les  phénomènes  des  mouvements  suc- 
cessifs d'ascension  et  de  descente  d'un  grave  lancé  de  bas  en  haut  avec 
une  vitesse  initiale.  Je  ne  dois  en  ce  moment ,  d'après  la  manière  dont  je 
suis  convenu ,  art. 677 ,  d'envisager  le  mouvement,  donner  cette  propo- 
sition que  comme  l'énoncé  d'une  vérité  de  fait,  cependant  on  s'assurera 
aisément  que  le  mouvement  vertical  et  ascensionnel  des  graves  est 
uniformément  retardé  avec  une  caractéristique  négative  numérî  - 
quement  égale  à  celle  du  mouvement  uniformément  accéléré  de  ' 
leur  chute,  si  on  considère  que  la  cause  motrice  qui,  pendant  chacun 
des  éléments  égaux  de  temps  dt  de  la  descente  d'un  mobile,  ajoute  à 
sa  Vitesse  acquise  un  élément  de  vitesse  constant  d» ,  en  agissant  sur 
lui  dans  le  sens  de  son  mouvement,  doit,  lorsqu'elle  agit  dans  un  sens 
contraire  à  celui  de  ce  mouvement,  c'est-à-dire  lorsque  le  corps 
monte,  retrancher,  pendant  chaque  instant  dt  de  sa  vitesse  actuelle,  le 
même  élément  de  vitesse  qu'elle  y  ajoute  dans  le  cas  de  la  descente. 
Les  équations  de  l'art.  706  sont  donc  applicables  aux  mouvements 
successifs  de  montée  et  de  descente  d'un  grave  lancé  verticalement  de 
bas  en  haut  avec  une  vitesse  initiale ,  et  la  constante  g  doit ,  dans  l'ap  - 
plication  dont  je  parle,  avoir  pour  valeur  numérique  9°>j8i  k  la  la- 
titude de  Paris  et  au  niveau  de  la  mer,  les  valeurs  numériques,  au 
même  niveau  et  à  différentes  latitudes,  devant  se  calculer  d'après  les 
formules  de  l'art.  709. 

711.  D'après  le  contenu  de  l'art,  précédent  et  l'équation  x  = 

de  l'art.  706,  si  un  corps  pesant  est  lancé  dans  le  vide,  de  bas  en  haut, 
avec  une  vitesse  initiale  V ,  le  maximum  de  la  hauteur'à  laquelle  il 

s'élèvera    sera s  mais ,  d'après  l'équation  œ  = de  l'art.  708 , 

as  r  -1  2ff  ' 

ce  corps  grave  ,  supposé  libre  et  abandonné  à  lui  même  sans  vitesse 

initiale ,  aura  acquis  la  vitesse   1/  lorsqu'il  sera  tombé  d'une  hauteur 

■ ,  d'oii  on  conclut  «  qu'un  corps  pesant  lancé  de  bas  en  haut  avec 

«  une  certaine  vitesse  Uj  s'élève,  dans  le  vide,  à  la  même  hauteur  X 
«  de  laquelle  il  faudrait  qu'il  tombât  pour  acquérir  cette  vitesse  U. 
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V  est  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  due  à  la  hauteur  Xj  et  réci- 
proquement Xs'appelle  la  hauteur  due  à  la  vitesse  £7. 

ConiparaUofl  d'un  mourement  varié,  d'une  manière  quelconque,  avec  le  mou- 
vement UDiformément  varié.  De  la  quantité  qui,  dans  un  mourement  quel* 
conque,  a  le  nom  àv  force  accétércitrice. 

71a.  J'ai  expliqué,  art.  697,  698  et  699 ,  tout  ce  qui  était  relatif  à 
la  quantité  appelée ^orefi  accélératrice ,  dans  le  mouvement  uniformé- 
ment varié  ;  )e  vais  ,  maintenant ,  déterminer  une  quantité  analogue  , 
dans  le  mouvement  varié  d'une  manière  quelconque,  en  le  comparant 
avec  le  mouvement  uniformément  varié  et  en  employant  une  marche  de 
raisonnement  semblable  à  celle  par  laquelle  j'ai  déduit ,  art.  691  et  602 , 
la  notion  et  la  valeur  de  la  vitesse ,  dans  le  mouvement  varié  en  géné> 
rai  f  de  la  comparaison  de  ce  mouvement  avec  le  mouvement  uniforme. 

La  valeur  instantanée  de  la  vitesse  v ,  pour  un  mouvement  quel- 
conque, dans  lequel  x^fi^t)  exprime  la  relation  entre  les  espaces 

dx 
parcourus  et  les  temps,  est,  art.  693,  c^  —3 — =^J^'(^)j  j'appelle 

/  la  valeur  de  y  au  bout  du  temps  t  +  Tj  et  faisant  / — f=xVj  j'ob- 
serve que  plus  i»  et  r  seront  petits  ,  plus  le  rapport s'approchera 

d'être  constant  et  égal  k  —- —  ^  plus,  parconséquent ,  la  valeur  de  /  s'ap- 
prochera  d'être  égale  kj"'  (/)  +  ipTj  -p  étant  une  quantité  constante  pen- 
dant le  temps  tj  (la  quantité   ■■  -  appartient  à  l'origine  de  v  et  r  et 

doit  être  considérée  comme  une  constante  dans  l'équation  qui  exprime 
la  relation  entre  ces  variables  i>  et  t  )  ;  mais  /  =f  (')  +  ^r  est, 
art.  701,  l'équation  d'un  mouvement  uniformément  varié,  dans  lequel 
y  (/)  est  la  vitesse  initiale,  celle  qui  a  lieu  lorsque  r=o,  et  ^  X&carac- 
téristique  ou  force  accélératrice ,  art.  698  et  699,  la  vitesse  v  gagnée 
pendant  le  temps  rayant,  pour  valeur,  v  =  ipT.  On  rattache  donc,  de 
cette  manière ,  tes  phénomènes  d'un  mouvement  varié  en  général,  b  ceux 
du  mouvement  uniformément  varié,  et  l'identité  devient  rigoureuse  en 

supposant  r  infiniment  petit  ;  dans  ce  cas,  chaque  valeur' —  ,  répond 

k  une  valeur (n  étant  un  nombre  positif  quelconque  plus  grand  que 

l'unité)  et  l'équation  v  =  4>Tj  dans  laquelle»  et  r  deviennent  respec- 

,  ,       ,  ■  ,  dv  dd-T  f.,,  .   , 

tivcment  dv  et  dt ,  donne  .  .  .*  =  —-—  ^  — ■- —  =f"{t) 

'  ^       dt  de^       -^    ^  ' 

cette  quantité  remarquable^,  dont  nousaurwBà  faire  un  usage  conti- 
nuel dans  la  Dynamique,  doit  porter  le  même  nom  qu«  sonaoalogiie 
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dans  le  mouvement  imiformémenr  varié  ;  nous  l'appetterons ,  en  consé- 
quence,Jbrce  accélérai  rite.  Je  crois  devoir  ré  peler  ici  l'observation,  déjà 
consignée  à  l'arl.  700,  que  quoique  l'usage  ait  introduit  le  mot/orce 
dans  cette  dénomination ,  cependant  la  considération'  de  la  cause  mo- 
trice, peut  être,  relativement  k  l'objet  que  j'ai  en  vue  dans  ce  chapitre 
et  le  précédent,  séparée  de  la  notion  de  \»  force  accéléralrice-  qui  ne 
porte  que  sur  les  phénomènes  de  mouvement  dont  les  lois  sont  censées 
données  par. le  fait.  Le  signe  ^  représente  ici  un  effet  analogue  à  celui 
que  j*ai  désigné,  art.  698,  par  le  si^e^,  en  traitant  du  mouvement  uni- 
formémuet  varie  ;  cet  ellet  est  le  changement  de  vitesse  du  mobile  , 

=  —j—  X  dv  (la  seconde  est  prise  pour  unité  de  temps)  qui  aurait  lieu 

si ,  pendant  l'unité  de  temps,  le  rapport  — —  ^  ou  l'une  des  quantités 

équivalentes  —3 —  ^^f"  (')  >  demeurait  constante.  La  différence,  entre 

le  cas  général  actuel  et  le  cas  particulier  du  mouvement  uniformément 
varié,  consiste  en  ce  que,  dans  celui-ci ,  1'^^/ est  réellement  produit,' 
au  lieu  que,  dans  le  cas  général,  il  est  simplement  hypothétique. 

713.  Il  résulte  des  rapprochements,  précédemment  faits,  entre  les 
mouvements  uniforme  ,  uniformément  varié  et  un  mouvement  varié 
suivant  une  loi  quelconque  et  formant  un  cas  particulier  de  l'équation 
gém'rale  x^f(i),  que  dans  le  développement  de  la  valeur  d'e  (voyez 
pour  la  notation  l'art.  683). 

t=  ry  (;) +T«-"/"(0  +  ^V»^/"'(')  +  «c- 
1".  Les  coefficients  de  ret  de  7T"  sont,  respectivement,  la  vitesse  et  la 
force  accélératrice  à  l'origine  de  f  ou  à  la  (in  de  /  ;  s.°.  le  mouvement, 
dont  il  s'agit  ne  diffère ,  pendant  ia  durée  de  r,  d'un  mouvement  itnifor- 
mémentvariéf  dont  le  double  du  coèlïicient  de  t"  est  la  caractéristique 
an  force  accélératrice ,  que  par  les  termes  contenant  les  puissances  de  t 
égale  et  supérieures  à  la  troisième,  et  ne  diffère  d'un  mouvement  uni- 
forme,  dont  le  coefficient  de  r  est  la  caractéristique  ou  la  vitesse, 
que  par  les  puissances  de  r  égale  et  supérieures  à  la  seconde. 

Ainsi  le  mouvement  qui  a  lieu  pendant  le  temps  rapproche  d'autant 
plus  d'être  un  mouvement,  soit  uniformément  varié ,  soit  uniforme , 

3 ne  T  est  plus  petit,  ce  qui  est  sur-tout  sensible  lorsqu'on  met  ia  valeur 
e  e  sous  l'une  des  formes  finies  e=^Tf'  (t)  +71"/""  {t  +  Xt)  ; 
f=r/'(0+Tr"/"M  +  -.'r/":('  +  -'.'O;. 
X  et  /.'  étant  deux  nombres  positifs  plus  petits  que  l'unité  ;  il  fiiut 
seulement  remarquer  qu'en  général  la  valeur  rigoureuse  de  e  converge 
plus  rapidement  vers  celle  qui  convient  au  mouvement  uniformément 
■varié  que  vers  celle  qui  convient  au  mouvement  uniforme ,  ou  ,  en 
d'autres  termes,  que,  pour  une  petite  valeur  déterminée  de  t,  on  com- 
met une  plus  grande  erreur  en  calculant  e  dans  l'Iivpolhèse  du  mou- 
vement utiiforme  qu'en  le  calculant  dans  celle  du  mouvement  unijor- 
mémeut  varié. 
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Ces  r^ultats,  ramenés  à  des  considérations  géemétnques,  se  trouve - 
roient  liés  à  la  théorie  des  oscillations  de  difFérents  ordres. 

Claiieinent  dei  efTeta  tfynamitfues  produits  par  une  forco  sur  un  corps.  Ca» 
où  la  force,  après  la  génération  instantanée  d'une  yiteise  fiuie,  cesse  d'a- 
gir sur  le  mobile.  Phénomènes  qui  ont  lieu  lorsque  ce  mobile  est  ainsi  abau' 
donné  à  lui  même.  De  la  force  tf  inertie. 

714.  Les  notions  et  les  principes  établis* dans  les  deux  chapitres  précé- 
dents, sur  les  différentes  espèces  de  mouvement,  sur  les  quantités  carac- 
téristiques qui  entrent  dans  leurs  équations,  ou  qui  s'en  déduisent, 
étaient  indispensables  pour  l'intelligence  de  ce  qui  me  reste  k  dire  sur  la 
comparaison  et  la  mesure  des  forces,  envisagées  sous  le  point  de  vue  qui 
intéresse  la  Dynamique  }  je  vais  faire  un  premier  usage  de  ces  notions-, 
pour  rapporter  à  des  idées  nettes  et  classer  les  divers  effets  dynamiques 
d'une  force  sur  un  corps  qui  sera  d'abord  censé  être  un  point  matériel. 

Ce  mobile ,  mis  en  mouvement  par  la  force  ,  se  meut ,  à  un  instant 
quelconque,  avec  une  certaine  vitesse  et  dans  une  certaine  direction;  or, 
on,  peut  imaginer  qu'il  a  acquis  cette  vitesse  par  l'action  instantanée* 
d'une  cause  motrice  qui.après  la  lui  avoir  imprimée,a  cessé  d'agir  sur  lui, 
ou  qu'il  l'a  acquise,  par  l'action  prolongée  et  soumise  à  la  loi  àe  conti/iu- 
ité  d'une  puissance  de  direction  et  d'intensité  constantes  ou  variables. 

Il  résulte  ,  de  ces  divers  modes  d'action,  des  états  très-différents  du 
corps  à  l'instant  où  il  commence  à  être  mis  en  mouvement  ;  dans  le 
premier  cas  ,  il  est  dès  ce  premier  instant ,  par  hypothèse ,  animé  d'une 
vitesse  finie  ,  dans  le  second  il  a  une  simple  vitesse  naissante  qui  ne 
devient  une  vitesse  finie  qu'au  bout  d'un  temps  fini ,  après  avoir  acquis , 
en  suivant  la  loi  de  continuité j  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre 
zéro  et  sa  valeur  au  bout  de  ce  temps.  Je  vais  d'abord  m'occuper  du 
premier  cas ,  celui  de  la  génération  instantanée  d'une  vitesse  finie  par 
une  force  qui  ,  après  l'avoir  imprimée ,  cesse  d'agir  sur  le  mobile ,  et 
l'abandonne  à  lui-même. 

Je  commence  par  observer  que  cette  génération  subite  et  instantanée- 
d'une  vitesse  finie  dans  un  corps  n'existe  pas,  selon  toute  apparence, 
dans  )a  nature ,  où  la  communication  et  les  modifications  du  mouve- 
ment sont ,  en  général ,  soumises  à  la  loi  de  continuité  ;  quelques  phé' 
nomênes,  il  est  vrai,  semblent  contredire  cette  assertion ,  tels  sont  ceu» 


b;GoogIe 


?.0  D  T  K  A  M  I  Q  U  E    é  I.  É  M  E  N  T  A  I  R  E. 

(jui  accompagnent  les  chocs  j  les  explosions  de  gaz  ,  etc.,  cependant 
en  examinant  les  choses  de  près,  on  recoimait  aïst'ment  que  la  loi  de 
continuité  n'est  violée  dans  ces  phénomènes  qu'en  apparence;  on  s'as- 
sure que  les  modilrcations  successives  et  nuancées  du  mouvement  existent 
réellement ,  mais  qu'elles  échappent  à  nos  sens  par  leur  rapidité.  D'après 
ces  observations,  il  faut  considérer  la  durée  inOniment  petite  de  la  géné- 
ration d'une  vitesse  finie  comme  une  limite  qui  n'est  jamais  atteinte , 
et  dont  les  durées  effectives  des  phénomènes  de  ce  genre  s'approchent 
plus  ou  moins  ;  je  n'en  résoudrai  pas  moins  des  questions  importantes 
de  dynamique  dans  l'hypothèse  d'une  pareille  génération ,  et  ce  n'est  pas 
la  seule  circonstance  oU  ,  pour  se  préparer  ,  avec  avantage  ,  à  des  ap- 
plications  physiques,  il  faut  d'abord  traiter  des  cas  extrêmes,  ou  abs- 
traits, qui  ne  sont  jamais  rigoureusement  ceux  de  la  nature. 

7i5.  Les  questions  à  faire  sur  les  phénomènes  résultants  de  l'impul- 
sion ,  ainsi  donnée  au  mobile,  portent  sur  la  direction  initiale  ,  sur  la 
ligne  qu'il  suivra  dans  l'espace,  et  sur  la  loi  de  son  mouvement  le  long 
de  cette  ligne,  c'est-à-dire  sur  la  relation  entre  les  longueurs  qu'il  par- 
courra et  les  temps  qu'il  employer»  à  parcourir  ces  longueurs. 

Lri  réponse  à  la  première  question  est,  que  la  direction  Initiale  du 
mobile  sera  celle  suivant  laquelle  la  cause  motrice  aura  agi  sur  lui, 
proposition  qu'on  peut  regarder  comme  évidente  par  elle-même  ;  les  deux 
autres  questions ,  relatives  h  la  ligne  parcourue  et  à  la  loi  du  mouve- 
ment le  long  de  cette  ligne ,  se  résoudront  par  le  raisonnement  déjà 
employé  en  plusieurs  endroits  de  ce  cours,  et  particulièrement  à  l'art. 
43 ,  par  lequel  on  s'assurera  que  le  corps  doit  suivre  la  ligne  droite- 
suivant  laquelle  sa  direction  initiale  a  lieu  ,  et  se  mouvoir  d'un  mou- 
vement uniforme;  en  effet,  si  on  fait  passer,  pitrla  ligne  dont  je  viens 
de  parler,  un  plan  qui  peut  avoir,  d'ailleurs,  une  position  quelconque, 
et  qu'on  imagine,  d;tns  ce  plan,  deux  lignes  courbes  quelconques,  dé- 
crites de  part  et  d'autre  de  la  ligne  de  direction  initiale  du  mobile  , 
"  parfaitement  semblables,  égales,  placées  symétriquement  par  rapport 
à  cette  ligne  de  direction  ,  l'une  de  ces  courbes  étant  supposée  devoir 
être  parcourue  par  le  mobile,  les  mêmes  raisonnements,  par  lesquels  on 
voudrait  prouver  que  le  mobile  doit  suivre  cette  dernière  courbe ,  prou- 
verait également  qu'il  doit  suivre  l'autre  ;  d'où  on  conclut  qu'il  n'en 
suivra  aucune  des  deux ,  et  qu'il  ne  s'écartera  pas  de  ta  ligne  droite  de 
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direction  initiale ,  qui  divise  en  deux  parties  égales  les  distances  entre 
les  points  homologues  des  deux  courbes. 

Pareillement ,  si  on  dit  que  le  mobile  ne  se  mouvra  pas  uniformément 
sur  ta  ligne,  il  faudra  prouver  que  son  mouvement  sera,  ou  accéléré  , 
ou  retardé;  mais,  à  un  instant  quelconque  de  ce  mouvement,  dont  l'équa- 
tion est  x=y(/),  on  n'a  pas  plus  de  raison  pour  posery^  (')=  —j — 


f  (/)  =  o  ,  c'est-à-dire  que  le  mouvement  est  uniforme. 

716.  Tous  les  raisonnements  qui  précèdent  peuvent  aussi  être  appli- 
qués à  un  corps  qui ,  après  avoir  acquis  une  vîtesse  finie  par  des  gra- 
daffons  nuancées,  et  soumises  à  la  loi  de  continuité,  est  ensuite  aban- 
donné à  lui  même,  tes  puissances  qui  l'ont  mis  en  mouvement  cesF,ant 
d'agir  sur  lui  ;  à  l'instant  où  celte  cessation  d'action  a  lieu ,  il  suit  néces- 
sairement une  certaine  direction  qu'il  conserve  dans  les  instants  suivants, 
en  se  mouvant  uniformément  le  long  de  la  droite  qui  a  cette  direction, 

717.  Les  preuves  des  propositions  énoncées  dans  les  deux  articles 
précédents  tirent  essentiellement  leur  force  de  cette  loi  de  la  nature, 
déjà,  citée  à  l'art.  6 ,  par  laquelle  «  un  corps  ne  passe  jamais  de  l'état 
«  de  repos  k  celui  de  mouvement,  et  réciproquement ,  sans  que  le  cban- 
«  gement  d'état  ne  soit  la  suite  d'une  action  exercée  sur  ce  corps  par 
«  un  agent  qui  ,en  est  indépendant.  >» 

Cette  inaptitude  d'un  corps  à  changer  de  lui-même  son  état  de  repos 
ou  de  mouvement  a  été  nommée  yù/re  d'inertie.  Je  conserverai  cette 
dénomination  ,  quoique  le  moi  force  n'y  soit  pas  placé  avec  plus  de- 

raison  qu'il  ne  l'est  dans  la  dénomination  du  rapport  —5 —  ,  qu'on  a 

appelé,  art.  'Jït., force  accélératrice }  je  me  bornerai  à  observer  que 
l'existence  de  celte  force  d'inerlie  est  constatée,  tant  par  les  observa- 
tions des  phénomènes  de  mouvement  qui  se  passent  à  chaque  instant 
autour  de  nous ,  que  par  les  observations ,  dont  les  conclusions  sont 
encore  plus  rigoureuses,  des  mouvements  des  corps  célestes.  Vainement 
voudrait-on  conclure  de  l'action  réciproque,  constatée  par  ces  observa- 
tions ,  des  molécules  de  matière  les  unes  sur  les  autres,  -qu'il  existe 
dans  les  corps  un  principe  de  mouvement  incompatible  avec  \a  force 
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tl' inertie;  celte  objection  aurait  toute  la  force  dont  elle  est  susceplïhle 
clans  le  cas,  purement  idéal,  d'un  point  matériel  agissant  par  attraction 
sur  un  autre  point  matériel ,  qui  n'agirait  pas  sur  lui ,  et  vers  lequel  il  de- 
vrait se  mouvoir,  comme  je  le  ferai  voirpar  lasuile;et  cependant,  même 
dans  ce  cas  idéal ,  Xa  force  d'inertie  n'en  subsisterait  pas  moins  dans 
le  point  matériel  attirant,  puisque  son  mouvement  n'est  pas  le  résuliat 
d'une  action  qu'il  exerce  sur  lui -même  ,  mais  exige  la  présence  d'un 
autre  corps  ,  hors  de  lui ,  saris  lequel  ce  mouvement  n'aurait  pas  lieu  ; 
pour  rendre  les  propositions  relatives  à  \ajbrce  d'inertie^  absolument 
indépendantes  de  la  considération  des  forces  de  la  nature  qui,  très- 
probablement,  tiennent  toutes  les  parties  de  la  matière  dans  un  mou- 
vement perpétuel,  il  faut  appliquer  ces  propositions  à  un  point  matériel 
dans  l'hypotbése  où  il  n'y  aurait  pas,  dans  t'espace,  d'autre  matièr^ue 
ta  sienne. 

Dïreries  manières  d*agir  de»  forces  dont  l'action  est  toumise  à  la  loi  de  con- 
tinuité, eu  égard  au  mouvement  actuel  des  corps  qui  éprouvent  cette  action. 
Principes  sur  la  comparaison  de  ces  forces  entr'elles.  Définition  de  la  force 
motrice. 

718.  Les  forces  dont  l'action  est  soumise  à  la  loi  de  continuité  %ont , 
trt-s- probablement,  ainsi  que  je  l'ai  observé  dans  le  chapitre  précédent, 
les  seules  qui  existent  dant  la  nature  quoique,  eu  égard  à  l'imperfection 
de  nos  organes,  les  phénomènes  sensibles  paraissent  souvent  contredira 
cette  assertion  ;  et  il  faut  d'abord  poser,  sur  leur  comparaison  et  leur 
mesure,  des  principes  qui  pourront  ensuite  s'appliquer  aux  cas  hypo- 
thétiques des  changements  brusques  dans  l'état  dynamique  des  corps. 
Avant  d'entrer  en  matière  sur  ces  objets,  je  dois  faire  remarquer  quelques 
particularités,  dans  les  actions  cominues  des  forces,  qui  établissent, 
entr'elles,  une  distinction  remarquable. 

Ces  particularités  sont  relatives  à  l'influence  qu'a  la  vitesse  actu- 
elle d'un  corps,  ou  point  matériel  mis  en  mouvement,  sur  l'intensité 
de  l'action  qu'exerce  sur  lui  la  cause  motrice;  pour  citer,  sur  cette 
influence,  un  exeinple  bien  fapiilîer,  je  supposerai  qu'on  veut  aug- 
menter par  une  impulsion ,  donnée  avec  la  matn,  la  vitesse  d'un  corjjs 
déjJ»  en  mouvement;  on  sait  par  expérience  que  pour  produire,  dans  ce 
corps,  une  accélération  déterminée,  la  vitesse  de  la  main  qui  le  suit, 

doit 


y  Google 


Sectionpbemière.  33 

doit  surpasser  la  sienne  d'une  quantité  pareillement  déterminée,  et 
que  sans  cet  excès  de  vitesse  le  corps  édiapperait  entièrement  à  l'action 
de  la  main. 

La  même  remarque  a  lieu  pour  l'impulsion  donnée  par  un  ressort,  par 
un  fluide  etc.  le  point  matériel ,  mis  en  mouvement ,  éprouve  d'autant 
moins  l'actiofi  du  corps  moteur  que  sa  vitesse  approche  davantage  de 
celle  du  point  de  ce  corps  moteur  avec  lequel  il  est  en  contact;  les 
valeurs  de  Tune  et  l'autre  de  ces  deux  vitesses,  k  un  instant  quelconque, 
ont  donc, sur  la  variation  de  la  vitesse  du  mobile,  au  même  instant, 
une  influence  qui  doit  entrer  en  considération  dans  le  calcul  de  son 
mouvement. 

719.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  certaines  forces  de  la  nature,  dont 
la  plus  généralement  connue,  par  ses  efîets,  est  la  pesanteur;  leur  action 
est  indépendante  de  la  vitesse  actuelle  du  mobile  dans  te  sens  de  cette 
action.  Ainsi  un  grave  étant,  à  partir  de  l'état  de  repos ,  abandonné  à 
la  pesanteur ,  il  en  recevra  un  certain  élément  de  vitesse ,  ou  une  vitesse 
naissante  drj  au  bout  du  premier  instant  tit^  égal  à  l'inccémeot  que  la 
pesanteur  aurait  ajouté  à  une  vitesse  finie  quelconque  dont  il  aurait  pu 
être  doué^dans  le  sens  vertical,  au  commencement  de  ce  même  instant. 

La  pesanteur  ou  l'atraction  universelle  ne  possède  pas  exclusivement 
cette  pro'priété  ;  d'autres  forces  de  la  nature  telles  que  les  attractions 
magnétiques ,  les  attractions  et  répulsions  électriques,  en  jouissent  dans 
l'étendue  de  leur  sphère  d'activité  ;  elle  parait  s'étendre  à  toutes  les 
forces  dont  le  mode  matériel  d'action  sur  les  corps  échappe  à  nos  sens  ; 
les  calculs  faits  dans  l'hypothèse  de  son  existence  sont  généralement 
confirmés  par  l'observation. 

On  peut  donner  une  explication  de  la  propriété  dont  je  viens  de 
parler  en  disant  que  la  propagation  des  actions  des  forces,  auxquelles 
elle  appartient,  a  lieu  avec  une  vitesse  ou  infinie,  ou  si  grande  qu'ori 
peut  la  regarder  comme  infinie,  (*)  de  manière  que  les  corps  en  mouve- 

(•)  H  paraît,  en  effet,  que  le>  actions  de  la  pesanteur,  et  des  autres  forcca 
de  même  nature  ,  De  sont  pas  rigoureusement  indépendantes  dei  vitesses  des 
corps  soumis  à  ces  actions  ;  voici  comment  s'explique,  à  cet  égard,  l'illustre 
auteur  de  L'Exposition  du  système  du  monde  et  de  la  Mécanique  céleste  : 
m  Nous  n'avons  aucun  moyen  pour  mesurer  la  durée  de  la  propagation  de  U 
«  pesanteur;  parceque , l'attraction  du  soleil  ayant  une  fois  atteint  les  plauètcs, 
I  5 
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ment,  dans  le  sens  de  ces  actions,  en  reçoivent  des  impulsions  aussi  ' 
énergiques  que  s'ils  étaient  en  repos.  On  ramène  k  ce  cas  les  actions  des 
forces  qui  y  échappent  en  introduisant  dans  les  expressions  analytiques 
de  leurs  impulsions,  ou  pouvoirs  moteurs,  les  vitesses  relatives  comme 
on  le  verra  dans  la  suite  du  cours. 

730.  Ayant  ainsi  réduit  les  diverses  espèces  de  forces  à  un  mode 
commun  d'aclion,  il  s'agit  de  voir  comment  on  peut,  par  des  considéra  • 
tions  déduites  des  phénomènes  du  mouvement,  comparer  leurs  inten- 
sités. Un  moyen  simple  d'arriver,  sur  cet  objet,  aux  résultats  générale- 
ment adoptés,  est  de  supposer  que  plusieurs  forces  impriment,  pendant 
un  même  instant  Jtj  1°.  différentes  vitesses  élémentaires  k  une  même 
masse  ou  point  matériel ,  2°.  la  même  vitesse  élémentaire  à  différentes 
masses  ou  points  matériels.  Après  avoir  examiné  ces  deux  cas  dans  l'hypo- 
ihèse  des  générations  des  vitesses  élémentaires  pendant  un  même  instant 
àt,  je  rendrai  les  résultats  indépendants  de  cette  hypothèse,  et  je  les 
appliquerai  ensuite  k  des  productions  instantanées  de  vitesses  finies.  Or, 
dans  le  premier  cas ,  les  rapports  entre  les  forces,  qui  agissent  sur  une 

■  cet  aslrc  continue  d'agir  sur  elles  comme  >î  la  force  attractive  se  commu- 
••  niquail ,  dant  un  instaDt ,  aux  extrémités  du  tystême  planétaire ,  on  ne  peut 

■  donc  pas  savoir  eo  combien  de  temps  elle  se  transmet  à  la  terre  j  de  même 
ti  <[u'il  eût  été  impossible  ,  sans  les  éclipse*  des  satellites  de  Jupiter  ,  et  sans 

•  l'aberration  ,  de  reconnaître  le  mouvement  successif  de  la  lumière.  Il  n'en 
K  est  pas  ainsi  de  la  petite  différence  qui  peut  exister  dans  l'action  de  la  pe- 
«  santeur  sur  les  corps ,  suivant  la  direction  et  la  grandeur  de  leur  vitesse.  Le 
«  calcul  m'a  fait  voir  qu'il  en  résulte  une  accélération  dans  les  moyens  mouve- 
«  menis  des  planètes  autour  du  soleil  et  des  satellites  autour  de  leurs  planètes. 

•  J'avais  imaginé  ce  moyen  d'expliquer  l'éijuatibn  séculaire  de  la  Lune,  lors- 
«  que  je  croyais,  avec  tous  les  géomètres,  qu'elle  était  ioexplicable  dans  les 

■  hypothèses  admises  sur  l'action  de  la  pesanteur.  Je  trouvais  que  ,  si  elle  pra- 

■  venait  de  cette  cause  ,  il  fallait  supposer  à  la  Lune ,  pour  la  soustraire  en- 
«  tiïrerrteni  à  sa  pesanteur  lers  la  terre ,  une  ttiesse  vers  le  centre  de  cette  pla- 
»  nète ,  au  moins  sept  millions  défais  plus  grande  que  celle  de  la  lumière.  La 

■  vraie  cause  de  l'équation  séculaire  de  la  lune  étant  aujourd'hui  bien  connue , 
«  nonj  soTnmes  certains  que  tactivité  de  la  pesanteur  est  beaucoup  plus  grande 

■  encore.   Cette  force  agit  donc  avec  une  vitesse  que  nous  pouvons  considérer 

•  comme  infinie  ;  et  nous  devons  en  conclure  quf  raltraction  du  Soleil  se  com- 
m  muniijue  ,  dans  un  instant  presqu'indiiisible  ,  aux  extrémités  du  sysHntà 
«  solaire. 
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même  masse,  ne  peuvent  être  assignés  qu'au  moyen  des  effets  produits 
sur  cette  masse,  et  ces  effets  se  réduisent  absolument  aux  vitesses  élémen- 
taires engendrées  ;  il  est  donc  bien  naturel  de  regarder  les  forces  comme 
proportionnelles  à  ces  éléments  de  vitesses ,  et  il  serait  peut-être  impos  - 
s'iiAe,  à  priori,  dedonner  des  raisons  pour  prouver  qu'elles  sont  dans  une 
proportion  plus  grande,  qui  ne  s'appliquassent  également  à  prouver 
qu'elles  sont  dans  une  proportion  plus  petite;  mais  à  celte  considération, 
qui  est  du  plus  grand  poids,  se  joint  l'accord  de  tous  les  phénomènes 
avec  le  principe  qui  rend  la  force  proportionnelle  k  la  vitesse ,  la  masse 
étant  constante  ;  ce  principe  est  donc  une  loi  de  la  nature;  je  ferai  voir 
dans  la  suite  du  cours  comme  elle  se  trouve  pleinement  confirmée  par 
les  phénomènes  du  mouvement  des  graves. 

Dans  le  second  cas,  celui  d'une  même  vitesse  élémentaire  imprimée 
par  diférentes  forces  à  différentes  masses,  on  a  encore  la  réunion  et  de 
la  simplicité  du  principe  et  de  son  accord  avec  tous  les  phénomènes, 
pour  afïîrmer  que  les  forces  dont  il  s'agît  sont  enlr'elles  comme  les 
masses  auxquelles  elles  impriment  une  vitesse  élémentaire  commune. 
r.^es  phénomènes  du  mouvement  des  graves  nous  offrent  ,  pareil  - 
lement ,  une  preuve  ,  aussi  concluante  que  remarquable,  de  celle  se- 
conde loi  et  qui  est,  même,  plus  immédiate  que  celle  de  la  première, 
quoiqu'au  fond  l'une  et  l'autre  soient  également  bien  confirmées  par 
des  observations  qui  ne  laissent  rien  k  désirer  et  dont  je  parlerai,  suc- 
cessivement ,  à  mesure  que  les  élèves  connaîtront  les  théories  propres 
à  les  leur  faire  bien  concevoir  et  apprécier. 

731.  Puisque,  d'après  la  première  des  deux  lois  posées  dans  l'article 
précédent,  la  puissance  est  proportionnelle  k  l'élément  de  vitesse, 
lorsque  la  masse  est  constante ,  et  à  la  masse ,  pour  un  même  incrément 
de  vitesse ,  cette  puissance  est  en  général  proportionnelle  au  produit  de 
la  masse  pour  l'élément  de  la  vitesse.  J'ai  rapporté  les  actions  des 
diverses  puissances  à  une  même  durée  infiniment  petite  ^£  ;  pour  arri- 
ver à  des  résultats  indépendants  de  celte  hypothèse ,  considérons  d'abord 
les  rapports  des  puissances  qui  impriment  aux  mobiles  des  mouvements 
uniformément  variés.  Dans  un  de  ces  mouvements  pris  en  particulier, 
la  masse  du  mobile  étant  constante,  l'intensité  de  la  puissance  motrice 
est  aussi  constante  d'après  la  i".  loi  de  l'arlitle  précédent,  puisque, 
art.  697,  dans  tout  le  cours  du  mouvement,  à  une  même  durée  dont 
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];i  valeur  est  arbitraire  et  peut  être  ou  finie  ou  infiniment  petite, 
correispond  une  même  variation  de  la  vitesse  ;  si  une  autre  masse 
t'gale  à  celle  dont  je  viens  de  parler  se  meut  aussi  d'un  mouvement 
uniformément  varié  mais  difTérent  du  précédent,  les  puissances  mo- 
trices, dans  ces  deux  mouvements,  seront  entr'elles,  d'après  la  même 
première  loi,  comme  les  éléments  différentiels  de  vitesses  qu*elles  en- 
gendrent pendant  un  même  élément  de  temps  dtj  mais,  d'après  la 
propriété  fondamentale  du  mouvement  uniformément  varié,  art.  698, 
les  rapports  de  ces  éléments  de  vitesses  sont  ceux  des  incréments  fini» 
de  vitesses  engendrés  pendant  l'unité  de  temps  ,  c'est  -  à  -  dire  ceux 
des  caraclérisliques  ou  forces  accélératrices  respectives  des  deux 
mouvements  ;  or  dv  étant ,  dans  le  premier  mouvement ,  l'élément 
de  vitesse  engendré  pendant  l'élément  de  temps  dt  ^  et  dv'  l'élément 
de  vitesse  engendré  pendant  Tinstant  dl'  dans  le  second  mouvement, 
les  forces    accélératrices   respectives  ont  article'  699  pour  valeur 

—3 —  et  -- ,  ■—  ^  le  rapport  de  dt  à  dl^  étant  quelconque  ;  ainsi  lorsque 

différents  mouvements  uniformément  variés  sont  imprimés  à  des  masses 
égales,  une  des  puissances,  qui  engendre  un  de  ces  mouvements,  est, 

en  général,  dans  ses  relations  avec  les  autres,  rcprt-sentée  par  —-} — ^ 

ou  par  gf  l'équation  du  mouvement  dâ  k  cette  puissance  étant 
œ=^E  -^  Ut  •\-  ~  gt^  {  voyez  l'art.  700  pour  la  notation). 

Supposant  ensuite  que  les  mobiles  ainsi  soumis  à  des  puissances 
constantes  ont  des  masses  différentes,  une  des  puissances  serait  d'après 
la  a«.  loi  de  l'article  précédent  proportionnelle  à  la  masse  sur  laquelle 
elle  agit,  et  que  je  désigne  par  m,  si  les  quantités  g  étaient  égales 
entr'elles,  et  dans  le  cas  contraire  cette  puissance  est  par  lu  réunion 

des  deux  lois  proportionnelle  au  produit  —-i —  ot,  ou  au  produit  gm, 

722.  Passant,  maintenant,  à  un  mouvement  varié  suivant  une  loi 
quelconque,  il  faut  se  rappeler  ce  qui  a  été  dit  art.  71a  que  dans 
lin  pareil  mouvement  l'élément  de  vitesse  dv  ^  engendré  depuis  la 
fin  d'un  temps  quelconque  jusqu'à  la  fin  du  temps  t  +  dt _,  pou- 
vait   toujours  être   considéré    comme  appartenant  à  un  mouvement 

.      df>        , 
uniformément   varié   dont  la   caractéristique   serait  — r—  ;  donc,  au- 
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bout  d'un  temps  quelconque  /,  quelle  que  soit  la  loi  du  mouvement  D'u  - 

ne  masse  m^la  puissance  est  proportionnelle  au  produit  de  cette  masse 

,     /.  ,,■       ■        ^^  ,     dv 

m  par  la  lorce   acceleratnce  -j —  ^  ou  a  -^ —  m, 

dv 

723.  On  a  donné,  h.  cette  expression  remarquable— j—  m  qui  repré- 
sente l'intensité  momentanée  de  la  puissance,  le  nom  A^  force  motrice  y 
je'snis  parvenu  à  sa  détermination  générale  par  une  marcbe  de  ratsun  • 
nement  semblable  à  celle  que  j'ai  suivie,  art.  71a  et  suivants,  pour  déduire 
de  la  notion  de  \&  force  accélératrice  j  dans  le  mouvement  uniformé- 
ment varié,  celle  de  la  quantité  qui  lui  correspond  dans  un  mouvement 
quelconque,  en  profitant  ain»i  de  la  clarté  que  répand,  sur  tes  raison- 
nements et  les  démonstrations,  !e  passage  du  mouvement  uniforme 
au  mouvement  uniformément  varié,  et  de  celui-ci  au  mouvement  varié 
en  général,  par  des  considérations  de  phénomènes  et  de  quantités  analo- 
gues dans  ces  divers  mouvements  ;  mais  on  arrive',  ordinairement ,  k  la 
notion  de  Xa  force  motrice ^  par  un  raisonnement  beaucoup  plus  courte 
en  disant  que,  pour  une  masse  constante,  la  puissance  doit- être  en  raison 
directe  de  l'élément  de  vitesse  engendré,  et  en  raison  inverse  de  la  durée 
de  cette  génération,  ce  qui  la  rend  immédiatement  proportionnelle  k- 

—. —  j  et  comme  son  intensité  doit  être,  toutes  ctioses  égales  d'ailleurs, 

d'autant  plus  grande  que  la  masse  mise  en  mouvemenircst  plus  considéra- 

dv 
ble,  cette  puissance  est,  généralement^ représentée  par  le  produit  -^  m.- 

724. 11  est  manifeste  que  —7—  ou  —5 —  dv  est  la  valeur  d'une  vitesse 

finie,  celle  qui  serait  engendrée  pendant  Tunlté  de  temps,  si  à  l'instant 
oïl  dv  a  lieu  le  mouvement  était  modifié  de  manière  que  dans  lè 
développement  de  la  valeur  de  x  j  donnée  par  l'équation  x=f{t),  les 
termes  du  3*.  ordre  et 'des  ordres  supérieurs  disparussent.  La  force  mo- 
trice est  donc  le  produit  de  la  masse  par  une  vitesse  finie. 


Introduction  ,  dans  la  mesure  de»  forces  ,  en  dynamique  ,  des  mêmes  quantités 
absolues  qui  ont  servi  à  la  mesure  des  forces  en  staiiquc.  Equations  fonda- 
mentales du  mouvement  varié  avec  tes  principales  formules  qui  s'en  déduisent. 

7a5.  Le  résultat  de  ce  qui  a  été  dit,  dans  la  première  partie  du  cours. 
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8ur  la  comparaison  des  intensités  des  forces  et  l'expression  de  ces  Inten- 
sités en  nombres  absolus  peut  être  ramené  à  l'cnoncé  suivant  :  «  si 
«  une  force  quelconque  est  supposée  agir  verticalement  de  bas  en  haut 
«  sur  un  corps  grave,  d'une  matîcre  homogène  celle  qui  est  choisie  pour 
«  fournir  une  base  aux  mesures  de  poids,  et  que  le  corps,  qu'on  suppose 
«  n'avoir  encore  pris  aucun  mouvement,  perde,  par  cette  action,  toute 
«  tendance  à  descendre  de  manit^re  à  céder  au  plus  petit  excédant  d'efibrt 
if  qui  tendrait  k  le  faire  monter,  |e  nombre  d'unités  cubiques  rapportées 
«  à  une  mesure  déterminée  de  longueur,  contenues  dans  le  volume  du 
«  corps,  est  l'expression  numérique,  en  unités  de  poids,  de  l'intensité 
«  de  la  force,  n  Voyez  les  art.  16  et  suivants, 

Ce  mode  de  comparaison  et  de  mesure  des  forces  détermine  parfaî» 
tement  ia  nature,  le  mode  d'action  et  l'cspt-ce  de  celles  dont  la  com- 
position, la  décomposition  et  l'équilibre  ont  été  les  objets  des  théories 
exposées  dans  la  première  partie  du  cours  ;  mais  les  principes  posés , 
depuis  le  commencement  de  celte  seconc!e  partie,  ajoutent  quelque 
chose  aux  connaissances  de  détail  qui  les  concernent.  Si  on  a  plusieurs 
niasses  m',  ;«",  i7i"'j  etc.  de  la  matière  dont  il  est  question  dans  la 
règle  précédenle ,  et  que  les  poids  de  ces  masses  soient  les  mesures 
respectives  d'autant  de  forces  i^,  F",  F"'}  etc.  Il  est  évident  que  les 
tendances  à  descendre  de  m',  m" ,  m'" ,  etc.  sont  uniquement  dues  à 
la  vitesse  élémentaire  gdt  que  leur  imprime  la  pesanteur,  et  les  rap- 
ports enire  les  efforts  exercée  par  ces  corps  contre  les  puissances  qui 
annulent  leurs  tendances  à  descendre,  ou  entre  les  nombres  d'unités  de 
poids  qui  représentent  les  valeurs  numériques  de  ces  puissances,  sont  aussi, 
art.  yaa,  ceux  des  forces  motrices  imprimées  à  m' ,  m" ,  m'"^  en  vertu 
de  la  pesanteur,  on  voit  donc,  par  des  rapprochements  auxquels  la 
peule  considération  du  mouvement  pouvait  conduire ,  que  la  pondéra- 
tion,  à  laquelle  la  mesure  de  \h.  force  ou  puissance  a  été  ramenée  en 
statique,  n'est  autre  cliose  que  l'évaluation  des  rapports  entre  diverses 
farces  motrices ,  ou  ,  art.  72a  et  724,  entre  di\''ers  produits  de  masses 
par  des  vitesses  finies ,  et  une  quantité  déterminée  de  même  espèce 
prise  pour  type  ou  terme  de  comparaison  général. 

726.  Les  poids  et  \csJorces  motrices  étant  ainsi  des  quantités  homo- 
gènes ,  la  pesanteur  peut  fournir,  en  dynamique  comme  en  statique, 
les  quantités  absolues  qui  entrent  dans  la  mesure  des  forces.  Soit  fi 
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la  force  motrice  qui  a  lieu  en  vertu  de  l'action  d'une  puissance  quel- 
conque sur  une  masse  m,  à  l'instant  où  cette  puissance  engendre,  dans 

cette  masse,  un  élément  de  vitesse  dv,  on  a,  art.  733,  u  =  — j—  m. 

dt 

si  p  est  le  poids  d'un  grave  de  même  masse  que  m,  on  aura,  d'après 

ce  qui  précède ,  p  =gin  ou  m  ^  J—~    d  ou  «  =  -^— -  .  ■ — ~  .  rt'va- 

^      ^  '^  g  '  g  dt 

luation  de/£se  trouve,  par  là,  rapportée'^  celle  d'une  quantité  ^1;^  qui 
se  détermine  par  des  moyens  et  des  instruments,  connue ,.  et. à  une 

longueur  ^=  9™,8t  à  la  latitude  de  Paris.  —3 —  dépend  de  la  loi  du 

mouvement,  c'est  \z  fonction  seconde  de  la  valeur  de  x  dans  l'équa- 

lion  x=:J'{t)  qui  exprime  cette  loi. 

737.  Voici  un  tableau  des  équations  fondamentales  du  mouvement 

varié  et  des  formules'principales  qui  s'en  déduisent  ; 

Le  temps  = tf 

La  distance  à  laquelle  le  mobile  se  trouve,  au  bout 
du  temps  t ,  d'un  point  fixe  pris  sur  la  ligne  droite 

dcson  mouvement  = xj 

Sa  vitesse  au  bout  du  temps  f  = - vj 

La  force  accélératrice  au  bout  du  temps  t  ■= ^j 

La  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur  = jS'=9"j809; 

La  masse  du  mobile  =: m  j 

Le  poids  d'un  grave  de  même  masse  que  lui  =  ...  .  pj 
\jà  force  motrice  au  bout  du  temps  t  = /t. 

J'ai  démontré  les  équations  fondamentales 

<^>  ■  •  '  "  =  -^-'  (=^)  •  ■  •  -^  =  -^^'  (3)  ■  .  ■  /^  =    -^— 
ainsi  que  l'équation 

<4)- --—^-^ 

Combinant  (1)  avec  (3)  et  (3)  avec  (3)  et  (4)  on  a 

(.î)  .  .  .  vdv  ~4)dvs  (6)  .  .  .  ft  =m<pj  (7)  .  .  .  ^  =  -^  ^. 

on  déduit  de  (r) ,  dv  =  ——7 —  ;  cette  valeur  àe  dt-j  substituée  dans  (a) 
(3)  et  (4),  donne 
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L'intégrale  de  (5),  dans  l'hypothèse  des  valeurs  simultanées  f  =:/K 
eX.J'^dx  =  o,  donne 
(il) '.  .  .  c»=  W^^iLf^dxi 

et  en  substituant  pour  é  sa  valeur a 

.         P 

<i2) xt^=  ^»+    -^ffidx. 

Lois  du  mouTcmeat  rectilignc  et  vertical  d'un  point  matériel  pétant,  en  ayant 
égard  aux  variatiooi  que  subit  la  pesanteur  à  diOerentcs  distances  du  centre 
de  la  terre.  {*) 

728.  J'ai  donné,  art.  707  et  suivants,  les  équations  du  mouvement  des 
graves,  près  de  la  surface  de  la  terre,  qui  renferment,  avec  les  lois  de  ce 
mouvement  découvertes  par  Galilée,  les  termes  dûs  à  la  variation  de  la 
pesanteur  à  dilTérentes  latitudes.  Ces  équations  satisfont  aux  phéno- 
mènes, avec  toute  l'exactitude  désirable,  à  des  hauteurs  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer ,  ou  à  des  profondeurs  au-dessous  de  ce  niveau ,  très- 
petites  par  rapport  aux  dimensions  de  la  terre  ;  mais  cette  exactitude, 
suffisante  d^ns  une  infinité  de  cas,  n'est  pas  rigoureuse,  ta  force  accé- 
lératrice, au  lieu  d'être  constante,  comme  je  l'ai  supposé,  dans  une 
même  verticale ,  change  aux  différents  points  de  cette  verticale  ,  et  ce 
changement  est  déjà  sensible  au  sommet  des  montagnes  élevées.  La  loi 
à  laquelle  il  est  soumis  n'est  pas  la  même  au-dessus  et  au-dessous  de  , 
la  surface  de  la  mer  sgpjiosée  sphérique  ;  dans  le  premier  cas  la  force 
accélératrice  suit  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances  du  mobile  au 
centre  de  la  terre,  et  cette  raison  inverse  devient  la  raison  directe  des 

(*)  Tout  ce  que  je  dis,  dana  ce  chapitre  et  dans  le  suivant,  (c'eit-à-diro 
depuis  l'art.  728  jusqu'à  l'art.  74S  )  sur  le  mouvement  vertical  des  corps  graves, 
tant  dans  le  vide  que  dans  un  milieu  résistant,  aurait  pu,  d'après  la  méthode 
d'exposition  que  j'ai  adoptée,  être  placé  à  la  suite  de  l'art.  711;  l'ordre  des 
éludes  de  l'Ecole  Polytechnique  a  nécessité  la  transposition  de  ces  deux  cha- 
pitres qui ,  d'ailleurs ,  n'a  pas  le  plus  léger  înconvéoient  pour  la  clarté  et  la 
rigueur  des  démonstrations. 

distances 
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^iptances  simples,  dans  l'iménieur  de  la  terre.  Cependant  les  fornaules 
différentes  qui  se  rapportent  k  l'une  et  à  l'autre  loi ,  s'accordent  pour 
donner  les  mîmçs  valeurs  approctiées ,  ainsi  que  je  le  ferai  bientôt  voir, 
lorsqu'on  y  introduit,  pour  condition,  que  le  mobile  est  à  une  petite 
distance  de  la  surface  de  la  mer,  d'où  il  suit  que  sa  force  motrice 
«'éprouve  que  des  changements  insensibles  dans  une  verticale  qui  tra- 
verse cette  surface,  la  condition  dont  je  viens  de  parler  étant  supposée 
remplie ,  mais  ces  cliangemenls  ,  quoiqu'insensibtes ,  n'en  sont  pas 
moins  réels. 

Les  équations  données,  depuis  l'art.  707  jusqu'à  rart.7.11  ne  sont 
Jonc,  au  fond,  que  des  équations  empiriques;  nous  pouvons  mainte - 
îiant  leur  en  substituer  d'autres  fondées  sur  les  véritables  lois  des  forces 
de  la  nature,  lois  dont  la  théorie  est  aussi  curieuse  par  elle-même 
«qu'importante  par  ses  conséquences.  Les  résultats  de  l'analyse  suivante, 
^■tablie  d'après  ces  lois,  seraient  encore  susceptibles  de  quelques  modi- 
fications ,  si  on  avait  égard  à  la  figure  sphéroïdique  de  la,  terre  ;  mais, 
«ette  considération  est  tout-à-fait  inutile  pour  les  applications  que  j'ai 
h  faire  de  ces  résultats  dans  la  suite  du  cours  ;  elle  intéresse  particu- 
lièrement et  exclusivement  l'Astronomie  physique.  . 

739.  Je  suppose  d'abord  que  le  mobile  part  d'un  point  donné  d'une 
verticale  élevée  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  à  l'instant  où  on 
compte  zéro  temps  s  «ju'à  cet  instant  sa  vitesse  est  nulle,  et  qu'aban- 
donné à  la  pesanteur  il  va  se  mouvoir  de  haut  en  bas  le  long  de  cette 
verticale.  Je  désigne  par  a  sa  distance  initiale  au  centre  de  la  terre, 
par  X  la  hauteur  dont  il  est  descendu  au  bout  du  temps  t,  par  ^  et  v, 
respectivement  la  force  accélératrice  et  la  vitesse  au  bout  du  même 
temps,  par  g  la  force  accélératrice  à  la  surface  de  la  mer  dans  la  ligne 
verticale  du  mouvement,  et  par  r  le  rayon  de  la  terre  =  6366198™. 
La  masse  du  mobile  est  supposée  égale  à  l'unité. 

On  a,  d'après  la  loi  de  la  variation  de  la  force  accélératrice  énoncée 
dans  l'erticle  précédent,  l'égalité  de  rapport 

(O  .      J_  = '1—, 

^bstituant  pour  ^  sa  valeur-^  (art.  71a),  multipliant,  après 
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la  substitution,  le  premier  membre  par  c  et  le  second  par  la  vafeur 


,   ,  ,  dx 

(a) çdv  =  gr*.  - 


{a~xY 

cette  équation  a  pour  intégrale  v*  = 1-  C ,  et  comme  on  a, 

par  hypothèse,  les  valeurs  simultanées  f  =  o  et  a7  =  o,  l'intégrale  devient 


(3). 


d'où  on  déduit     (4)  .  .  .  .x  =        „  ,    . 

780.  Telle  est  la  relation  entre  les  vitesses  successives  et  les  espace» 
parcourus  correspondants  ;  et  pour  comparer  ce  résultat  avec  celui  qu'on 
iiurait  en  supposant,  comme  je  l'ait  fait  art.  707  et  suivants,  la  force 
accélératrice  constante,  on  peut  d'abord  en  tirer  la  valeur  de  la  vitesse 
au  point  où  le  mobile  arrive  au  niveau  de  la  mer  ;  à  ce  point  on  a 
a  —  œ  =  r,  et  cette  condition,  introduite  dans  réquation  (3)  de  l'art, 
précédent ,  la  réduit  à 

r 

V*  = •   2gX  . 

a 

l'équation  de  l'art.  708  donne  simplement  v*  =:2gXj  ainsi,  dans  le  cas 
de  la  nature,  la  vitesse  acquise  est  plus  petite  que  dans  le  cas  hypothé- 
tique auquel  se  rapporte  l'équation  de  J'art.  cité,  vu  que <i.  cette 

conclusion  pouvait,  d'ailleurs,  se  déduire  immédiatement  de  la  loi 
annonctc  par  l'équation  (i),  d'après  laquelle  la  valeur  de  la  force 

accélératrice  g  surpasse  celle  que  ^,  ou  -j—  ^  peut  avoir  à  un  point 

quelconque,  plus  élevé  que  la  mer,  de  la  verticale  parcourue. 

•y'di.  Pour  avoir  la  relalion  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps, 

d-r 
vn  substituera  à  Cj  dans  l'équation  (3)  de  l'art.  729,  sa  valeur —  — 

et  cette  équation  (lovlonïlra 


(■ 


)• (^P'-C^f 
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Tïiultipïîant  le  a*,  membre,  haut  et  bas,  par  (a  —  x)t,  ajoutant  et  re- 
tranchant ensuite p-  de  ce  second  membre  j  (i)  devient 

(^)  ....  ;    f^^Kdc=  -A^i^=^±-  +  ïtÈt . 

y    a   J  \x{a~x)\k  \j:{a~x)\k 

Si  sur  la  verticale  a ,  comme  diamètre,  on  construit  un  demi  cercle , 
dont  X  soit  une  abscisse  à  compter  de  l'extrémité  supérieure,  s  l'arc 
correspondant,  compté  de  la  même  origine,  et  y  l'ordonnée,  les  valeurs 
At  dy  etds  seront,  respectivement  le  i".  et  le  a*,  terme  du  2'.  membre 
de  l'équation  ci-dessus;  d'où  on  déduit,  en  observant,  relativement  à 
la  détermination  de  la  constante,  qu'on  a  les  valeurs  simultanéesx=o, 
j'=o  et  j^Oj  l'une  ou  l'autre  des  deux  intégrales 

<3} (-~)"''=J'+-^' 

(4)  .  .  .    .  i  •~^\'rt=\x{a—x)\'  ■\-^a.Si'[ciccii.=  '  -^    ^  ■  j. 

En  substituant,  dans  cette  équation ,  la  valeur  de  x  donnée  par  (4) , 
art.  729,  on  aura  la  valeur  du  temps  en  fonction  de  la  vitesse  ;  mais 
celte  vitesse  ainsi  que  l'espace  parcouru  ne  peuvent  s'exprimer,  en 
ibnctioo  du  temps,  que  par  les  séries. 

ySa.  Si  la  loi  de  l'accélération  sur  laquelle  toute  l'analyse  précédente 
est  établie  se  conservait  la  même  sur  la  longueur  entit-re  de  a,  c'est-à- 
dire  depuis  le  point  de  départ  du  mobile  jusqu'au  centre  de  la  terre  ^ 
le  temps  employé,  par  ce  mobile,  pour  parcourir  la  ligne  a  serait 

(équation  (4)  de  l'art,  précédent)  égal  à^^  ■  — r^=  >  expression  dont 

nous  retrouverons  l'analogue  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  des 
planètes;  la  valeur  de  la  force  accélératrice  et  celle  de  la  difTérentielle  du 

quarré  de  la  vitesse  prendraient  les  formes  respectives  — j-  et  ^  ;  la 

vitesse  serait  elle-même,  infinie,  et,  déplus,  aurait,  ainsrquc  le  temps, 
des  valeurs  imaginaires  pour  tous  les  points  de  la  ligne  du  mouvement 
qui  se  trouveraient  au-delà  du  centre  de  la  terre  par  rapport  au  point 
de  déparf. 
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Ces  esjwces  de  paradoxes  s'expliqueront  lorsque  j'aurai  exposé  I» 
]ois  du  mouvement  d'un  point  matérie)  sollicité  par  une  force  qui,  éma* 
nant  d'un  centre  fixe,  agit  en  raison  inverse  des  carrts  des  distances.  Si 
ce  corps  a  reçu  une  impulsion  suivant  une  direction  qui  ne  passe  pas 
par  fe  centre  fixe ,  il  écrira ,  dans  le  plan  qui  renferme  cette  direction 
et  ce  centre,  une  section  conique,  dont  le  cenlre  d'aclion  sera  un  des 
foyers,  ïeqml  foyer  se  trouvera  d'autant  phrc  rapproché  du  sommet  de 
la  courbe  décrite  que  l'impulsion  aura  été  plus  foible  ;  dans  le  cas  oCi 
elle  serait  nulle,  le  foyer  et  le  sommet  «le  ta  courbe  se  confondraient^ 
la  frnjecloire  serait  une  ligne  droite. 

Mais  l'Itypothèse,  que  je  viens  de  faire  par  la  conservation  de  la  loi  du 
mouvement  dans  l'étendue  entière  de  a  ^  se  rapporte  W  un  cas  purement 
idéal  ;  dans  le  cas  de  la  nature,  le  point  matériel ,  placé  hors  de  la  masse 
de  la  terre,  doit,  avant  d'arriver  à  son  centre,  parcourir  la  moitié  de 
son  rayon  ,  et  dès  qu'il  a  commencé  à  pénétrer  dans  son  intérieur,  la 
loi  de  l'accélération  change  ,  ainsi  que  }e  l'ai  annoncé  art.  728  ,  et 
devient  telle  que  la  force  accélératrice  ne  peut  jamais  être  infinie. 

Voici  l'analyse  par  laquelle  on  détermine  tous  les  phénomènes  du 
mouvement  entre  la  surf;-ce  de  ta  nïer  et  le  centre  de  la  terre. 

733.  L'origine  des  espaces  parcourus,  désignés  par  x ,  élant  prise  au 
niveau  de  la  mer  ,  c'est-à-dire  k  la  distance  r  du  centre  de  la  terre,  et 
à  un  point  où  la  force  accélératrice  =g,  le  mobile  est  supposé  com- 
inencer  à  se  mouvoir  sans  vitesse  initiale  et  partir  de  cette  origine  , 
lorsqu'on  compte  zéro  temps )  abandonné  ainsi  à  la  pesanteur,  et, 
se  mouvant  dans  l'intérieur  de  la  terre,  la  force  accélératrice  est,  art. 
728,  à  chaque  instant,  proportionnelle  à  la  tjtstance  à  laquelle  il  se 
trouve  du  centre  de  la  terre,  c'est-à-dire  k  r — Xj  on  a  donc 

g  r 

substituant  pour  ^  sa  valeur  -~-r~  j  multipliant,  après  la  substitution, 

dx 
le  1".  membre  par  v  et  le  a.*,  par  la  valeur  — -,  ■  de  v^  on  a 

vdv=^S.  (r~x)dxj 

dont  l'intégrale  est,  en  observant  que  y  et  x  sont,  par  hypothèse, 
nulles  ensemble. 
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(2)   . v»  =  -^.x(2r—ir)j 

d'oîi  on  déduit 


(3) 


.=.±y3EI 


(gr—") 


Si  sur  'le  diamètre  2r  de  la  terre ,  comme  grand  axe,  on  construit  une 
ellipse  dont  le  demi  petit  axe  soit  l^ gr  ,  l'ordonnée  à  cette  ellipse, 
correspondante  à  l'espace  parcouru  Xj  sera  la  vitesse  c  du  mobile. 
Cette  vitesse,  supposée  nulle  au  point  de  départ,  ou  à  une  des  extré- 
mités du  diamètre  terrestre ,  8e  trouvera  encore  nulle  à  l'autre  extré- 
mité du  même  diamètre,  le  mobile  étant  censé  avoir  traversé  le  globe 
terrestre.  "Le  maximum  de  la  vitesse  aura  Heu  au  centre  de  la  terre  oJ» 
sa  valeur  y^r  sera  à  ta  valeur  l^Tgr  qu'elle  aurait  eu ,  si  ta  force  ac- 
célératrice g,  qui  a  lieu  à  la  surface  de  la  mer,  se  fut  maintenue  cons* 
tante  dans  Tintérieur  de  la  terre ,  comme  i  :  l^. 
734.  Je  substitue ,  dans  l'équation  (s.)  de  IWt.  précédent  -,  pour  r 

sa  valeur  -^ —  et  cette  équation  devient 

'  X  (ar — X) 

Si ,  sur  le  demi  cercle  circonscrit  à  la  demi  ellipse  dont  j'ai  donné 
la  construction  dans  l'article  pécédent ,  on  prend  un  arc  s  qui  ait  la 
même  origine  que  l'espace  parcouru  -t,  et  dont  l'abcissesoit  ce  même 
espace  x,  le  second  membre  de  l'équation  précédente  sera  la  valeur  de 
ds  ,  d'où  on  conclut  ,  en  observant  que  t  et  s  sont  nuls  ensemble  , 
l'une  ou  l'autre  des  valeurs 

(M ]        ^ 

(  '  ygr  =  '■  ârc 

et  réciproquement 

(3) .^  = 


■■{'\^)\^ 


égalant  cette  valeur  â  celle  que  fournit  l'équation  (3)  de  l'art,  précé- 
dent ,  fm  obtient  les  deux  équations 
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(4) p.  =  („'r)Tsin.^/|/XV. 

(5)  . 

et  tous  les  phénomènes  du  mouvement  se  trouvent  complètement  dé- 
terminés par  les  équations  de  cet  article  et  du  précédent. 

735.  Le  mobile,  qui  est  censé  pouvoir  parcourir  le  diamètre  entier 
de  la  terre,  a,  d'une  extrémité  k  l'autre  de  ce  diamètre,  un  mouve- 
ment oscillatoire ,  qui  est  exprimé  très-clairement  par  l'équation  (3)  de 
l'art,  précédent;  en  effet,  si  dans  cette  équation  on  attribue  à /les  valeurs 


'=(7)'"4'"=(l^)i'' 


successives 


..,.^^,,.|/^,,.j/^.,.j/^., 


(;«■  étant  la  demi  circonférence  qui  a  l'unité  pour  rayon  )  les  valeurs 
correspondantes  de  x  seront,  respectivement,  o^  r,  2r,  r,  etc. 
et  se  reproduiront  continuellement  dans  ce  même  ordre,  si  les  valeurs 
successives  de  /j  à  compter  de  t^o,  croissent  par  intervalles  égaux 

mobile,  après  avoir  parcouru  le  diamètre  de  la  terre. 


.|/^.,e 


reviendra  donc  ù  son  point  de  départ ,  retournera  ensuite  à  l'autre  ex- 
trémité du  diamètre,  etc.  j>ar  des  oscillations  qui  ne  peuvent  cesser 
qu'en  vertu  de  causes  étrangères  à  la  loi  du  mouvement.  Chaque  allée 

et  retour,  a  une  durée  égale  â  a^rl/   — ^  et  voilà  un  premier  exemple 

des  symboles  de  mouvements  uniformes  dont  j'ai  parlé  à  l'art.  690;  le 
temps  constant,  désigné  dans  cet  article  par  A,  a,  pour  valeur,  dans 

Je  cas  actuel ,  a  .-ri/  —  ,  ensorte  que  — ; —  représente ==  , 

valeur  identique  avec  celle  de  tî/ —  qui  entre  dans  l'équation  (3) 

de  l'article  précédent. 

Application  dci  lois  du  mouTcmcnt ,  exposées  dans  le  chapifre  précédent ,  au 
cas  où  le  mobile  te  meut  près  de  la  surfare  de  la  terre. 

736.  Désigant  par  ^  l'élévation  d'un  mobile  au-dessus  du  niveau 
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de  la  mer  et  éliminant  x  de' l'équation  (i)  de  l'art.  7S9  au  moyen  de 
l'équation  r  +  f  +  x  =  *ï,  la  valeur  de  ^^  donnée  dans  le  même  ar- 

ticlej  devient  ^  =    .     ,  „^a    J  on  voit  par  cette  équation  et  par  l'é  - 

quation  (i)  de  l'art.  ySS  ^= (r — x)  que,  dans  une  même  ver- 
ticale et  à  partir  de  la  surface  de  la  mer,  la  force  accélératrice,  due  k 
la  pesanteur,  va  en  diminuant  à  mesure  qu'on  s'éluigne  du  point  de 
départ,  tant  au-dessus  qu'au-dessous  de  cette  surface.  Ainsi  un  mobile 
tombant  d'un  certain  point  supérieur  à  la  mer  aura  une  force  accélé- 
ratrice toujours  croissante  jusqu'au  moment  ou  il  sera  arrivé  au  niveau 
de  la  mer;  à  ce  moment  si  on  supjiose  qu'il  peut  continuer  son  mou' 
vement  vertical  dans  l'intérieur  de  la  terre,  la  force  accélératrice  de 
croissante  qu'elle  était  deviendra  décroissante,  et  ia  loi  de  continuité 
sera,  sous  on  certain  point  de  vue,  violée  dans  ce  changement.  En  efiet 

1  équation  à  =  —, -r —  donne  en  gênerai  — ,.—  = ^ —    , 

valeur  qui,  à  la  surface  de  la  mer,  c'est-â-dire  dans  l'hypothèse  de 
S  =  o,  devient  —~  = ;  dans  l'équation  à  =  —(r" — a-)  , 

on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  ■  .--  = j  ainsi  \a  fonction 

prime  de  la  valeur  de  a:  en  ^  est  subitement  doublée  au  point  où  l'on 
passe  de  l'extérieur  à  l'intérieur  du  globe  terrestre. 

737.  L'expression     .    ■  g\3    étant  développée,  et  ^  n'étant  pas  censé 

excéder  les  plus  grandes  hauteurs  auxquelles  l'homme  peut  s'élever,  on 
pourra  négliger  les  terme»  du  développement  qui  contiènent  les  sfi.  3*- 

etc.  puissances  de  ^j  et  cette  expression   deviendra  (  1  : — — —  \g. 

La  quantité  i  —  — ^^  est  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplîei:  les 

diverses  valeurs  de  g  que  j'ai  données  art.  709 ,  lorsqu'on  veut  avoir 
égard  à  la  variation  do  la  pesanteur  dans  le  sens  vertical  à  une  hauteur  ^ 
au-dessus  du  niveau  de  la  nier.  S'il  s'agit  des  variations  de  la  pesanteur 

à  des  profondeurs  x  au-dessous  de  ce  niveau  le  facteur  sera  i '■ — , et 
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on  observera  que  ce  dernier  facteur  est  figoureusement  applicable  a. 

une  profoDtleur  quelcooque,  au  lieu  que  le  premier  ne  convient  qu'à 

des  hauteurs  trH- petites  par  rapport  au  rayon  de  la  terre.  Ces  facteurs 

seront  employés  utilement  dans  l'exposition  de  la  théorie  du  nivellement 

barométrique. 

ySS.  Si  on  veut  examiner  comment  les  équations  du  mouvement  des 
graves  données  depuis  l'art,  yaç  jusqu'à  l'art.  734  s'accordent  avec 
celles  dans  lesquelles  on  suppose  la  force  accélératrice  constante,  il  faut, 
dans  les  premières,  introduire,  pour  condition,  que  l'espace  parcouru  a; 
est  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  les  termes  multipliés  par  sa 
»'.  puissance.  On  aura  ainsi  pour  le  mouvement  au'dessus  de  la  trier, 

(,).,..  =  -î-K5î-.-    W...=  ^j/f. 

et  pour  le  mouvement  dans  Tintérieur  de  la  terre 

pour  ce  second  cas,  la  seule  condition  delà  petitesse  de  a;  fait  coïncider 
les  équations  (a)de  l'art. ySS  et  de  l'art.  734  avec  celles  de  l'art.  708. 

Pour  le  premier  cas  les  relations  entre  x,  v  et  t  dépendent  de  la 
distance  â  ^  ou  de  la  position  initiale  du  mobile  j  mais  si  on  veut  éten  - 
dre  l'usage  des  équations,  qui  se  rapportent  à  ce  premier  cas,  au  mou- 
vement de  descente  dans  l'intérieur  de  la  terre,  à  partir  du  niveau  de 
la  mer,  elles  deviendront  identiques  avec  les  équations  du  a«.  cas,  parce, 
qu'alors  on  aura  la  distance  initiale  au  centre  de  la  terre  =az=r. 

Loia  du  mouvement  vertical  d'un  point  mttériel  pctant ,  en  ayant  égard  Jt  la 
résistance  du  milieu  traversé  par  ce  mobile,  qu'on  suppose  proportionnelle 
au  ijnarrc  de  la  vitesse. 

739.  La  théorie  du  mouvement  vertical  des  corps  pesants ,  exposée 
dans  le  chapitre  précédent,  ne  laisserait  rien  à  désirer  si  ce  mouvement 
avait  lieu  dans  le  vide  ;  mais  la  résistance  du  milieu  traversé  par  le 
mobile,  en  change  tellement  les  lois,  qu'il  est  indispensable  d'y  avoir 
^•gard  si  on  veut  obtenir  des  résultats  conformes  aux  phénomènes  réels. 

La  résistance  dont  je  parle  peut  être  considérée  comme  une  force 
retardiifrice  j  ej  une  particularité, qui  caractérise  cette ^èree^  consiste 
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en  ce  que  son  sens  d'action  est  détermina'  par  le  sen$  du  mouvemenc 
du  mobile  auquel  elle  est  toujours  directement  opposée  ;  de  plus,  elle 
n'a  d'eflet  qu'autant  que  ce  mobile  a  une  vitesse  Hnie  dont  elle  lui  en- 
lève ,  à  chaque  instant ,  une  portion  infiniment  petite. 

On  a  conclu ,  et  d'un  grand  nombre  d'expériences  et  du  raisonne  - 
ment  (je  reviendrai  sur  cette  matière  quand  je  traiterai  de  la  résis- 
tance des  fluides)  que,  les  cas  extrêmes  des  très-petites  et  des  très- 
grandes  vttesses  exceptés  ,  si  le  mouvement  a  lieu  dans  un  liquide  ou 
dans  un  gaz  aeriforme ,  de  même  densité  par  toute  sa  masse ,  l'élé  - 
ment  de  vitesse  détruit  k  chaque  instant,  par  la  résistance  du  mi- 
lieu {dt  supposé  constant)  est  sensiblement  proportionnel  au  quarré 
de  la  vitesse  du  mobile ,  au  même  instant  ;  ainsi  le  mobile  pesant,  se 
mouvant  dans  une  verticale,  la  variation  instantanée  de  sa  vitesse,  est 
duc,  I".  à  la  pesanteur  qui  change  cette  vitesse  c  en  v^gdtj  s.°.  k. 
la  résistance  du  milieu  par  laquelle  cette  dernière  valeur  devient 
f  +  gdt  —  kt>*dt  f  en  désignant  par  k  une  constante  à  déterminer  j>ar 
l'expérience  ;  ensorte  qu'on  a  (/f  :=  +  gdt —  hv^dtj  et  la  force  motrice 
a  pour  valeur  +^  —  ^c*,  la  masse  étant  =1.  Les  signes  supérieur 
et  inférieur  de  gdt  j  sont  respectivement  applicables  aux  mouvemenla 
verticaux  de  descente  et  d'ascension, 

740.  Je  vais  d'abord  traiter  le  cas  du  mouvement  d'ascension ,  et  pour 
rendre  les  expressions  homogèneset  la  suilcde  l'analyse  plus  facile,  jesubs* 

tituerai  à  la  constante  Aune  autre  constante  a*  en  faisant  k  =  — ,  et  i'aurai' 

dv  f      ^  \ 

on  tire"  immédiatement  de  cette  équation 
dv 


Le  2*.  membre  est  la  difTérentielle  d'un  arc  qui  a  pour  tangente  tri  - 
^onométrique j  ce  qui  donne 


-e^  C — arc. 


|'™8.=  v| 
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Le  mouvement  vertical  d'ascension  ne  peut  avoir  ïieu  sans  une  vît«se 
initiale;  soit  U  cette  vitesse,  dont  on  suppose  que  le  mobile  étoit 
animé  à  l'instant  où  on  comptait  zéro  temps ,  l'état  initia)  donnera 


o  =  C  —  arc.  <  tang.  = ?  et  on  aura  pour  intégrale  ultérieure' 

=  arc.  I  tang.  =  ~  |  _  arc.  |  tang.  =  ^  |  " 
équation 
=  a  .  tang.  |arc.  [tang.  =  ^]-  A  ,  |  . 


on  déduit  de  cette  équation 

(3)  .  .  .  r  = 

Pour  avoir  la  relation  entre  l'espace  parcouru  et  la  vitesse  on  multi- 
pliera le  premier  membre  de  (i)  par  v  et  son  second  membre  par  la" 

valeur  — i — de  v^  en  désignant  par  x  la  distance  à  laquelle  le  mobile 

se  trouve  au  bout  du  temps  t,àa  point  où  il  avait  la  vitesse  initiale  Z/^et 

cette  équation  (i  )  pourra  se  mettre  sous  la  forme  dx= .  —     ■  ■  - 

a* 

ayant  pour  intégrale  x=:  C log.  («"  +  v*^j 

l'hypothèse   des  valeurs  simultanées  a!=Oj  et  c^  Z7_,  donne 
C  =  -^  log.  (fl>  +  U*),  d'où 

(4) X  =  .  log.  I       ,  .    ,     I  . 

on  déduit  de  cette  équation,  en  désignant  par  c  le  nombre  dont  le 
logarithme  népérien  =  i  j 

(^) -={^^":iAïïr'--'y 

en  substituant  cette  valeur  dans  (2), ou  en  l'égalant  au  a«.  membre  de 
l'équation  (3),  on  aura  la  relation  entre  les  temps  et  les  espaces  parcourus. 

741.  Je  passe  au  cas  du  mouvement  de  descente  verticale  et,  v  étant 
Ja  vitesse  au  bout  du  temps  t,  je  suppose  qu'on  tf  én'mêmc  temps  c=o^ 
i  =  o_,  et  qu'au  premier  instant  le  mobile  se  trouve  à  l'origine  des 
distances  .v  qui  déterminent  sa  position  sur  la  ligne  du  mouvement. 

L'équation  fondamentale,  dans  ce  cas,  est  art.  739, 
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on  en  déduit 


dt 

dv  ,  dv  dv 


— î^  V'  +  v 


et  on  a  pour  intégrale,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  a,    ■ 

(2)  .  .  .  .  i= log.  ( I. 

La  constante  arbitraire  est  nulle  d'après  l'hypothèse  des  valeurs 
simultanées  f  =  0  et  t^o.  On  déduit  de  cette  équation 

Pour  obtenir  une  équation  finie  entre  les  vitesses  et  les  espaces  parcourus 
on  multipliera  le  i*'.  membre  de  (i)  par  v  et  le  s',  membre  par  la  valeur 
dx 
— j~  de  V }  et  on  aura 

,  vdv 


multipliant  les  deux  membres   par  — —  et  intégrant 

(4)....a,  =  ^l06.(-^^).- 

)a  constante  est  encore  nulle  parce  qu'on  a ,  en  même  temps ,  par  hy  r 
pothèse,  f  ^  o  et  a;  =  0. 

Résolvant  cette  équation  .par  rapport  à  c  on  a 

(^) •■■•-=  ^^^:::;::-^'  ■ 

Si  on  substitue  cette  valeur  datis  (2)on  aura  /  en  x s  et  si  on  l'égale 
à  celle  qui  est  donnée  par  l'équation  (3)  on  obtiendra  l'équation 

<f,\  .'""■ — ■   =  ("•"'"-■)■ 
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74a.  La  quantité  a  est  constante  pour  un  milieu  et  un  ftiobile  don- 
nes, mais  quoique  le  mobile  reste  le  même,  elle  varie  d'un  milieu  k 
l'autre,  et  réciproquement  dans  le  même  milieu  elle  varie  avec  la  masse 
du  mobile.  Je  reviendrai  sur  ces  observations  avec  quelque  détail,  lors- 
que je  parlerai  de  la  résistance  des  guides.  Je  me  bornerai  à  dire, 
en  ce  moment,  que  les  équations  des  deux  articles  précédents  peuvent 
être  employées  utilement  à  la  détermination  de  a  par  l'expérience.  En 
effet  dans  le  cas  de  l'art.  740 ,  connaissant  la  vitesse  initiale  U  et  la 
plus  grande  hauteur  H  k  laquelle  le  mobile  s'est  élevé,  l'équalion  (4) 


jle  inconnue 


de  cet  article  donnera  ff^ loe.  |  1  + I  j  la  seule 

restante  sera  a  qui  pourra  se  calculer  par  des  méthodes  d'approxima- 
tion. Si  au  lieu  de  la  plus  grande  élévation ,  on  comiaîc  le  temps  T  de 

cette  élévation,  on  tirera  de  Téquation  (s) , =  tang.  I  —  3"  |  ; 

a  \  a        J 

enfin  ,  sans  connaître  la  vitesse    initiale  ,  si   on  a  observé   la  plus- 
grande  hauteur  de  l'ascention  et  sa  durée  ,  on  aura  l'équation 

;.  ^  t  +  tang."  (  —   ^  )  (  ■'  voilà  donc  trois  moyens  de 


calculer  à  par  des  données  expérimentales. 

Dans  le  cas  de  l'art.  741  ,  H  étant  la  hauteur  totale  de  la  chute  et 
T  sa  durée ,  on  substituera  ces  valeurs  observées  k  ar  et  /  dans  l'équa- 
tion (6)  de  cet  article,  et  on  aura  encore  une  équation  qui  ne  contien- 
dra d'autre  inconnue  que  a.  On  peut  aussi  employer  le  temps  total 
d'une  ascension  et  d'une  descente ,  en  combinant  les  équations  qui  se 
rapportent  à  ces  deux  cas,  équations  dans  lesquelles  on  introduira  la 
condition  de  l'égalité  des  deux  espaces  totaux  parcourus,  et,  en  général, 
quelque  soit  le  choix  qu'on  fasse  des  données,  avoir  recours  à  diffé- 
rents artifices  d'analyse  pour  simplifier  le  calcul  de  a;  mais  ces  détails  ,. 
que  je  trouverai  l'occasion  de  placer  ailleurs,  me  mèneraient  trop  loin, 
et  il  mesuffit,encemoment,d'avoirsim'pIement  fait  connaître  la  possi- 
bilité de  l'emploi  des  formules  des  art.  74a  et  741  dans  la  détermina- 
tion de  la  résistance  du  milieu. 

748.  Les  équations  (3)  et  (5)  de  l'art.  741  off'rent  une  propriété  re- 
marquable du  mouvement  de  descente  verticale  dan«  un  milieu  résistant 
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comme  le  quarré  de  la  vîtes«  ;  on  y  voit  que  la  valeur  de  cette  vitesse 
ne  peut  jamais  être  plus  grande  que  a  ,  quelle  approche  sans  cesse  de 
cette  limite  et  qu'elle  ne  l'atteint  rigoureusement  que  lorsque  le  temps 
ou  l'espace  parcourus  sont  infinis;  mais,  dans  un  grand  nombre  de  cas 
les  quantités  exponentielles  peuvent  prendre  un  accroissement  très- 
rapide  de  manière  que  le  nombre  qui  multiplie  a^  dans  la  valeur  de  v  j 
devienne  promptement  presque  égal  à  l'unité,  et  que  le  mouvement 
parvienne  sensiblement  à  l'uniformité  avec  la  vitesse  a.  C'est  un  premier 
exemple  des  espèces  de  mouvements  variés  ^  dont  j'ai  parlé  à  l'art.  6g5. 
744.  Le  mobile  lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  initiale  Z7  séléve, 

comme  ona  vu  précédemment,  à  une  hauteur -tog.  <  i  +  tang.'l  — ^  K» 

(i  cette  hauteur,  sa  vitesse  se  trouvant  entièrement  éteinte,  il  prend 
un  mouvement  rétrograde  e.t  une  des  forces  qui  font  varier  son  mou- 
vement, subit,  ainsi  que  je  l'ai  observé  art.  739^  un  changement,  brus- 
que en  prenant,  tout-à-coup,  une  direction  diamétralement  opposée 
à  celle  qu'elle  avait  pendant  l'ascension  du  mobile.  Les  équations  du 
mouvement,  dans  ce  second  cas,  ne  peuvent  pas  se  déduire  de  celle 
(jui  se  rapportent  au  premier  cas,  les  relations  entre  /  et  c  sont  dif- 
férentes. Cependant  on  peut  ramener  l'expression  de  ces  relations  à  des 
considérations  géométriques  qui  établissent  la  loi  de  continuité  entre 
les  phénomènes  du  mouvement  de  montée  et  de  descente.  Du  rayon 
AC  =  a  traçons  un  arc-de-cercle  AB  dont  la  tangente  AT,  menée  „. 
au  point  A^  soit  égale  à  la  vitesse  initiale  V)  prenons  sur  celte  tangente 
la  longueur  ^Ç=  v ,  et  traçons  les  sécantes  CT  et  CQ  }  on  verra  très - 
aisément,  en  rapprochant  cette  construction  de  l'énoncé  de  l'équation 
(2)  art.  740,  que  cette  équation  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

2  X  aecteur  CBn 

"  ""S 

Soit  maintenant,  C  le  centre  et  A  le  sommet  d'une  hyperbole  équi- 
lalère  AMHj  prolongeons  la  tangente  TAj  commune  aux  deux  courbes, 
jusqu'à  sa  rencontre  R  avec  .l'assymptote  CHN j  prenons  sur  AR  une 
longueur  At^  v  (celte  indéterminée  v  étant  celle  qui  entre  dans  l'équa- 
tion (3)  art.  741  ),  et  une  longueur  Ar'  dont  l'excès  sur  la  première 
soit  censé  une  partie  infiniment  petite  TT'=dvj  menons  enfin  les 
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rayons  vecteurs  CtM,  Ct'M'.  On  trouvera  sans  difficulté  que  le  sec- 

teur  élémentaire  CMM  ==  -^ =  — £ — dou  dt=^- 


as 


,  cette  équation  pouvant  remplacer  l'équation  (2) 
— e  ' 

de  l'art.  741. 

Ainsi  comptant  les  vitesses  sur  la  ligne  RT j  de  part  et  d'autre  de 
Torigine  A  y  savoir  les  vitesses  qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  d'as- 
cension du  côté  de  T ^  et  celles  qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  de 
descente  du  cûté  de  ^^  les  temps  correspondant  à  ces  vitesses  seront 
représentés  par  les  aires  comprises  entre  le  rayon  CB  la  courbe  com- 
posée BnAMHf  et  un  autre  rayon  vecteur  quelconque,  Cn  ou  CM , 
mené  Ji  cette  courbe  composée  ,  et  coupant  RT  à  l'extrémité  de  la 
partie  AQ  ou  At  qui  représente  la  vitesse.  On  comptera  zéro  temps 
au  moment  oii  le  mobile  sera  lancé  de  bas  en  haut  avec  ta  vitesse  ini- 
tiale AT=i  V  j  \t  rayon  vecteur  Cr  ou  CQ  se  confondant  alors  avec 
CT 3  et  celte  origine  du  temps  sera  commune  à  la  montée  et  à  la 
descente. 

La  propriété  énoncée  à  l'art.  748  est  manifeste  dans  cette  construc- 
tion; on  voit  que  la  vitesse -^r  ne  peut  jamais  excéder  la  longueur  AR 
du  demi-axe  aj  elle  n'atteint  cette  longueur  que  lorsque  CM  se  con- 
fond avec  l'asymptote  CR j  auquel  cas  l'aire  CAM  qui  représente 
le  temps  est  infinie  ;  mais  le  point  r  peut  être  promptement  assez 
rapproché  du  point  R  pour  que  les  lignes  Ar  et  AR  ne  diflerent 
qu'extrêmement  peu  l'une  de  l'autre,  et  dès-lors  la  vitesse  At  devient 
sensiblement  invariable  et  égale  à  AR. 

745.  Les  équations  des  art.  740  et  741  doivent  donner,  comme  cas 
particuliers,  celles  des  art.  708  et  suivants,  lorsqu'on  suppose  que  la 

résistance  est  nulle,  ou  que  — ^ — ^o,  ce  qui  revient  à  dire  que  «=:»; 

mais,  pour  mettre  cette  relation  en  évidence,  il  faut  développer,  en 
séries,  les  fonctions  circulaires  et  logarithmiques  qui  entrent  dans 
■les  équations  des  art.  740  et  741.  Ces  séries  peuvent  être  obtenues 
Jrès -simplement  par  le  procédé  même  de  l'intégration,  et  il  suffit. 
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Comme  on  peut  s'en  assurera  l'aspect  des  équations  (i)  des  art.  cités,  de 
développer  la  fonction =  i  +  + 1 ^  +etc. 

Iç  signe  supérieur  est  applicable  au  cas  du  mouvement  d'ascension  et  le 
signe  inférieur  au  cas  du  mouvement  de  descente. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas  on  intègre  le  produit  de  la  série  par  dv  ou 
par  vdv t  respectivement,  pour  obtenir  la  valeur  du  temps  ou  celle  de 
l'espace  parcouru  et  on  a. 

Dans  le  cas  du  mouvement  d'ascension 

i73_(,3                  î/5_„5  i/?  — C7 

gt=k{U-.)^k -^^h—^, T— ^6— «^- 

6  IjZ—^ 


Dans  le  cas  du  mouvement  de  descente 
(,3  (.5  v7 


Lorsque  la  résistance  du  milieu  est  nulle  ou  que  a  =  so^  le  a*. 
membre  de  chacune  de  ces  équations  se  réduit  à  son  premier  terme, 
et  on  obtient  alors  les  relations  entre  tjvetx  qui  doivent  avoir  lieu 
dans  le  vide. 

On  peut  aussi  employer  utilement  ces  valeurs  en  série  dans  les  calcula 
relatifs  k  la  détermination  de  la  quantité  a,  ou  de  la  résistance  du  fluide  ; 
je  supprime  ces  détails  par  les  motifs  donnés  à  la  fin  de  l'art.  742. 


D«  la  dureté,  de  l'état  de  mollesse,  d«  Vélasticité  et  des  dîrer*  degrés  de  ces 
qualiléa  dana  les  corps.  Mesura  de  Vélasticité. 


'  746.  La  dureté  est  la  propriété  des  corps  par  laquelle  ils  résistent 
plus  ou  moins  aux  efforts  qui  tendent  à  séparer  les  différentes  parties 
de  leurs  masses  ,  ou ,  en  général ,  à  changer  les  positions  respectives 
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de  CM  parlifs ,  et  par  conséquent  les  formes  des  corps  ;  un  corps 
yaifailcment  dur  est  celui  dans  la  forme  duquel  aucun  effort  ne  peut 
produire  le  plus  léger  changement.  On  a  tout  lieu  de  croire  qu'il 
n'existe  pas  de  corps  pareils  dam  la  nature ,  et  je  considère  la  par- 
Jaite  dureté  comme  une  qualité  purement  abstraite  ,  mais  dont  l'in- 
troduction ,  dans  certaines  branches  de  théorie  générale,  est  indispen- 
sable ,  comme  on  le  verra  dans  la  suite  du  cours. 

Lorsqu'un  corps  n'est  pas  parfaitement  dur  et  que  sa  forme  est  par 
conséquent  susceptible  de  changement,  si  une  force,  après  avoir  optré 
un  pareil  changement ,  cesse  d'agir  sur  lui ,  ou  ce  corps  conservera  la 
nouvelle  forme  qu'il  a  été  obligé  de  prendre,  ou  il  reviendra  complè- 
tement à  la  première ,  ou  enfin  il  changera  sa  nouvelle  forme  mais  sans 
regagner  entièrement  la  première.^ 

Le  corps  qui  est  dans  le  premier  cas  s'appelle  un  corps  mou  j  il  doit 
£tre,  à  certains  égards,  quartt  aux  phénomènes  de  mouvement,  assimilé 
aux  corps paifattemcnt  durs i  le  second  cas  est  celui  des  corps /^<zr- 
Jailement  élastiques ^  on  peut  si  l'on  veut,  considérer  encore  la 
parfaite  élasticité  cpmme  une  propriété  abstraite,  quoique  la  nature 
nous  offre  beaucoup  de  corps  qui  en  jouissent  à  un  degré  éminent, 
enfin  le  3*.  cas  est  celui  des  corps  imparfaitement  élastitjues. 

747.  On  a  tenté  d'établir,  entre  les  différents  degrés  de  dureté 
drs  corps,  quelques  modes  de  comparaison  ,  utiles  dans  les  arts,  mais 
étrangers  aux  recherches  qui  vont  suivre  ,  et  qui  ne  sont  pas  d'ail  - 
leurs  susceptibles  d'une  rigueur  mathématique.  II  n'en  est  pas  de  même 
des  différents  degrés  d'élasticité,  leur  mesure,  que  j'aurai  occasion 
d'introduire  dans  des  problèmes  importants  de  dynamique,  se  rapporte 
h  un  terme  t'e  comparaison  fixe  et  rigoureux  déduit  d'une  propriété  de 
^élasticité  parfaite  j  voici  en  quoi  consiste  cette  propriété.  Si  un 
corps  parf;iitement  élastique  {  pour  fixer  les  idées ,  je  le  supposerai 
sphérique)  animé  d'une  certaine  vitesse  et  se  mouvant  suivant  une  ligne 
droite,  rencontre  un  plan  immobile  et  parfaitement  dur  perpendiculaire' 
à  sa  ligne  de  direction,  il  le  choquera  et,  par  une  propriété  de  l'élasticité, 
unie  à  celle  du  rétablissement  complet  de  la  forme,  ce  corps,  après 
le  choc,  retournera  en  arrière  et  se  mouvra,  en  sens  contraire  de  son 
premier  mouvement,  avec  une  vitesse  égale  à  celle  dont  il  jouissait  dans 
le  sens  direct,  quelle  qu'ait  été  cette  vitesse. 

Soit 
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Sort  maintenant  un  autre  corps  imparfaitement  élastique  se  trouvant, 
d'ailleurs,  dans  des  circonstances  parfaitement  semblables  à  celles  que 
je  viens  de  décrire,  à  la  valeur  prts  de  sa  vitesse  avant  le  choc,  qui  peut 
être  ou  ne  pas  être  la  même  que  celle  du  premier  corps  ;  après  le  choc  ce 
corps  retournera  aussi  en  arriére  sur  la  ligne  de  direction  de  son  premier 
mouvement,  mais  sa  vitesse  sera  moindre  qu'elle  n'était  avant  le  choc 
.dans  un  rapport  qu'on  peut  supposer  ^  i:  n,  l'unité  représentant  la 
vitesse  antérieure  au  choc,  et  n  un  nombre  positif  <  i  ;  ce  nombre  n. 
donnera  la  mesure  l'élaslicilé  du  second  corps  lorsqu'on  fera  l'élasticité  , 
parfaite  :^  i, 

DéfiDÎlîon  d«  Ib  gaantité  de  mouvement.  Dittitictîon  entre  la  pression  et  le  choo* 
La  rigueur  de»  théories  d'équilibre  eat  indépendante  des  coDsidcrattoni  sur 
les  furcei  particufièret  à. la  Dynamique.  Reprétentatiou  des  forces,  dans 
l'analyse  des  phénomènes  du  mouvement  d'un  corps  ou  d'un  système  de 
corps,  par  des^^rcM  motrices  on  des  tjuantités  de  mûtivement,àet farces ac- 
eéléralriies ,  ou  des  vtlesses,  ObservatioD  sur  la  décomposition  des  vitesses.  On 
peut  toujours  ramener  les  expressions  qui  représentent  les  forces  appliquées 
k  va  système  à  ne  contenir  que  desjhrces  accéUratrices  ou  des  t^itesses, 

748.  On  a  vu  par  les  détails  dans  lesquels  je  suis  entré  art.  774  et 
suivants  sur  la  comparaison  et  la  mesure  de»  forces, que  les  effets  mé- 
caniques dont  les  corps  en  mouvement  sont  capables  dépendent  essen-- 
tiellement  de  leurs  masses  et  de  leurs  vitesses  ;  m  désignant  la  masse  et 
c  la  vitesse ,  le  produit  //ïc  qu'on  employé ,  à  chaque  instant ,  dans  les 
problèmes  de  dynamjque  a  été  désigné  par  le  nom  particulier-dé  quan~ 
•  tité  de  mouvement. 

J'observPfaijk  propos  de  cette  défitiilion,  que  le  mode  decomparaisoii 

des  forces  entr'elles,  établi  art.  718  et  suivants,  se  réduit  à  assigner 

des  rapports  entre  des  quantités  de  mouvement  j  en  effet  \ajbrce 

de 
motrice  —y—m,k  laquelle,  art.  72a,  ]a puissance  est  proportionnelle, 

n'est  autre  chose  qu'une  quantité  de  mouve/rfent  hypothétîqiie,  qui 
aurait  lieu  au  bout  de  l'unité  de  tenips,  $i,ii  partir  de  l'état  de  repos,  le 
corps  se  mouvait,  pendant  cette  unité  de  temps,  d'un  mouvement  unifor- 

dv 
ipément  accéléré  avec  la  f&rce  accélératrice  —j--  supposée  constante, 

■  ,  '      ■  8 
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749.  J'ai  fait  connaître  ,  aux  articles  cités,  que  le»  forces  dont  la 
composition,  la  décompœitîcMi  et  l'équilibre  constituaient  les  objets  de 
la  première  partie  du  cours  ,  étaient  <^IIes  quty  dans  le  premier  ins- 
tactt  de  leurs  actions  sur  les  masses  m,  leur  impriment  des  quantilés 
de  mouvement  vlémentaires  mdf  ou  m^dtj  (en  d^i^iant  respective- 
ment par  Vf  p  et  dt ,  la  vitesse ,  ia  furre  a€o''lératrice  et  l'élément  du 
temps)  ou  qui,  k  un  instant  quelccKique  de  ces  actions  fn-olongées,  font 
varier  de  mdv  ou  trupdi  la  tfuantiic  de  mouvement  actuelle  mv  du 
corps.  Or  les  effets-  mécaniques  dont  est  capable  une  masbe  lorsqu'elle 
jouit  de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire  m^dt ,  ou  qu'elle  est 
animée  d'une  quantité, de  mouvement  finie  mv ,  étant  d'ordres  diffé- 
rents ,  et  tels  qu'on  ne  peut  établir  ni  rapports  de  quantités,  ni  condi- 
tions d'équilibre  entre  les  actions  des  masses,  prises  dans  l'un,  et  les 
actions  des  mf-mes  masses,  prises  dans  Tautre  de  ces  cas,  (je  donnerai 
bientôt,  sur  cet-objet,  des  développements  appuyés  d'exemples )on  adis- 
tingué  ce»  effets  par  des  noms  différents.  On  appelle  pression  l'action, 
contre  un  obstacle  d'une  masse  m,  animée  d'une  quantité  de  mouvement 
élémentaire  iH^dt^  celle  que  lui  communique,  dans  le  i".  instant,  une 
puissance  continue  ^  la  ma&se  m  étant  à  cet  instant  supposée  en  état  de 
repos ,  et  l'effet  de  l'obstacle  qu'elle  presse  étant  d'empêcher  les  accrois- 
sements successifs  de  ïa  vttesse  naissante  ;  et  on  désigne  par  le  nom  de 
chocj  l'action  contre  un  obstacle  de  la  même  masse  m,  lorsqu'elle  a 
acquis  soit  par  l'action  continuée  de  la  puissance,  soit  d'une  autre  ma- 
nière quelconque  la  tjuantilé  de  mouvement  finie  m,v. 

jBo.  Ces  détails,  ceux  qui  les  ont  précédé  depuis' l'art.  714,  et 
d'autres  qni  ne  tarderont  pas  à  être  exposés,  doivent,  ainsi  que  j'en 
avais  prévenu ,  jeter  un  jour  satisfaisant  sur  la  nature  des  forces  qui 
ont  été  l'objet  de  la  première  partie  du  cours ,  et  sur  leurs  relations 
avec  celles  auxquelles  on  peut  supposer  un  mode  d'action  quelconque  ; 
la  connaissance  qu'ils  donnent  des  éléments  ou  principes  constituants 
de  l'effet  d'une  puissance  ne  pouvait  s'obtenir  que  par  des  considéra- 
tions de  dynamique  ;  on  ne  doit  cependant  pas  conclure  de-tà  que  cette 
analyse  di'élëments  fut  indispensable  ou  même  nécessaire  pour  assurer 
la  rigueur  des  démonstrations  de  la  Statique;  toutes  les  conditions  exi- 
gibles à  cet  égard  sont  complètement  remplies  ,  lorsqu'après  avoir 
plis  un  t)pe  de  puissance ,  tel  que  la  pesanteur ,  et  déterminé  exac- 
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tnnrat  les  circonstances  auxquelles  od  rapporte  son  action,  on  ne 
compare  à  celte  force ,  et  entr'elles ,  que  d'autres  forces  qui ,  par  la 
Jait,  ont  des  modcg  d'actions  tels  qu'elles  peuvent ,  dans  les  conditions 
et  dans  les  circoBstances  assignées,  contre -balancer  les  eftbrts  résultants 
de  l'action  de  la  puissance  prototype,  cç  qui  suppose  qu'elles  sont,  néces  - 
sairement.tlemème  nature  et  de  même  o«/re  qu'elle i  dès-lors  l'expres- 
sion d'une  force,  pour  la  Statique,  n'est  que  le  nombre  indiquant  le  rapport 
entre  cette  force  et  son  unité  convenue ,  sans  aucun  égard  aux  facteurs  de 
cette  expression  que  des  considérations  de  dynamique  ont  fait  découvrir. 
761 .  D«  puissances  p',  p" ,  etc.  capables  d'imprimer,  respectivement, 
à  des  mastes  m' ,  m," j  etc.  des  quastitéa  de  mouvement  élémentaires 
m' ^'  dt  j  m" 4>" dt ,  etc.  doivent  donc,  d'après  les  explications  fort  éten- 
dues qui  précédent,  si ,  pour  ne  6'attacber  d'abord  qu'au  cas  le  plus 
simple,  leurs  directions  concourent  en  un  même  point,  être  sujettes  aux 
mêmes  lois  de  compositioa,  de  décomposition  et  d'équilibre  qui  ont 
été  établie:»  dans  la  première  partie  du  cours.  Qu'on  suppose  maintenant 
que  chacune  de  ces  puissances  soît  capable  d'imprimer,  dès  le  premier 
instant  de  boo  acticm,  au  lieu  de  l'élément  m^dt  de  quantité  de  mouve- 
ment, la  quantité  de  nniuvement  finie  ni^  qui  représente  \a  force 
motrice  j  les  équations  posées  dans  le  premier  cas  devront  encore  sub  - 
sister  dans  celui-ci,  puisque  les  rapports  entre  les  puissances  resteront 
les  mêmes.  Les  cb^igements  opérés  dans  les  termes  de  ces  équations 
consistent  en  ce  que  les  nombres ,  qui  représentoient  d'abord  les  inten  - 
sites,  se  trouvent  ensuite  multipliés  par  le  facteur  infini  mais  commun 

—t — j  les  données  et  les  inconnues  passent  d'un  ordre  de  quantité 

k  l'autre  mais  conservent  les  mêmes  relations. 

En  générât  si  un  point  matériel  reçoit,  dans  des  directions  quelconques, 
les  impulsions  simultanées  de  plusieurs  puissances  dont  chacune  pourrait 
lui  donner,  dès  le  premier  instant  de  son  action ,  une  vitesse  soit  élémen- 
taire soit  l^nie,Ia  vitesse  et  la  direction  résultantes  de  toutes  ces  impulsions 
se  détermineront  d'après  les  vitesses  et  les  directions  que  le  corps  pom'rait 
recevoir  des  différentes  forces,  en  substituant  purement  et  simplement  ces 
vitesses  et  ces  directions  aux  intensitéset  aux  directions  des  forces  dans 
tes  formules  de  composition  fournies  par  la  statique,  ce  qui  est  évidem^ 
ment  applicable  aux  décompositions  et  am  canditious  d'équilibre. 
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Ces  propositions ,  qui  sont  des  conséquences  immédiates  ou  plutât  les 
c-nonciatioDs,  en  d'audTS  termes,  de  celles  qui  sont  consignées  dans  les 
art.  714  et  suivants,  pourroîent  se  démontrer  immédiatement  par  une 
Suite  de  raisonnements  absolument  semblables  k  ceux  que  j'ai  employés 
depuis  l'art.  41  jusqu'à  l'art.  74.  On  commencerait  par  le  t;a8  de  deux 
forces  capables  d'imprimer  des  vîtesses  égales  f  dans  des  directions  dif- 
férentes faisant  entrVlles  un  angle  aa,  et  on  trouverait  la  vitesse  résul- 
tante c=2^  COS.  oLj  imprimée  suivant  une  ligne  qui  partagerait  l'angle 
2x  en  deux  parties  égales,  etc. 

75a.  La  décomposition  d'une  vitesse  f^  ea  plusieurs  autres  peut  élre 
considérée  sous  un  point  de  vue  purement  géométrique  ;  si ,  par  exemple, 
un  corps  ^/,  animé  de  celte  vitesse^,  se  meut  d'un  mouvement  uniforme, 
dans  une  direction  déterminée  faisant  les  angles  respectifs  ajS,y  avec 
trois  directions  rectangulaires  suivant  lesquelles  la  décomposition  est 
censéeavbir  lieu,  les  composantes  ^cos.  a,  ^cos.  if,  F'cos.y,  seront  les 
valeurs  des  projections  orthogonales,  sur  les  droites  auxquelles  se  rappor- 
tent flj  ffet  y,  de  l'espace  parcouru  pendant  chaque  unité  de  temps  par 
Jl/sur  salignede  mouvement,  et  les  produits/^cos.a,/fcos.  iT, /f  cos.y 
seront  les  projections  orthogonales,  sur  les  mêmes  droites,  de  l'espace 
total  parcouru  par  M.  pendant  te  temps  t. 

ySS:  En  résultat  si  l'un  quelconque  M  des  points  matériels  composant 
un  système  est  sollicité  par  des  forces  dont  chacune  serait  capable  de 
lui  imprimer  une  vitesse  finie  V  aa  premier  moment  de  son  action, 
toutes  les  forces  appliquées  au  sj'stême  seront  dans  l'analyse  relative  à 
la  détermination  des  phénomène»  du  mouvement,  représentées  par  des 
termes  de  la  forme  MV,  et  si  toutes  les  masses  M.  sont  égales  les  forces 
auront  pour  expression  les  simples  vitesses  V~ 

Si  les  forces  sont  soumises,  dans  leur  actionna  la  loi  de  continuité, 
ce  qui  est  le  cas  général  de  la  nature  ainsi  que  je  l'ai  fait  remarquer 
art.  714,  les  forces,  dont  l'effet  sera  réduit  à  modifier  le  mouvement  du 
système  par  degrés  insensibles,  n'en  seront  pas  moins  représentées  per- 
des produits  dont  les-  facteurs  sont  des  masses  et  des  vitesses  finies; 
(  voyez  l'observation  consignée  à  la  fin  de  l'art.  748  )  ces  produits  et 
les  vitesses  qui  y  entrent  comme  facteurs  étant,  respectivement,  les 
quantités  qu'on  est  convenu  d'apjjclcr^we.î  molrlces  qI  forces  accvlé- 
raiiiçes  et  sur  lesquelles  j'ai  donné  toutes  les  notions  et  les  explications. 
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ni-cfssaires.  Dans  le. cas  où  tes  masses  sont  égales  les  puissances  sont 
rcpK'sentérs  pr  les  seules  forces  accélératrices. 

7Ô4.  J'observerai ,  en  fînissant  ce  chapitre  ,  (]ue,  dans  l'analyse,  des 
pht'nomènes  de  mouvement  d'un  système  de  corps  sollicité .  psr  de» 
puissances  quelconques,  on  peut  toujours  ramener  les  signes  qui  repré- 
sentent les  forces  k  n'exprimer  que  de  simples  vitesses.  En  effet,  une  force 
étant  capable  de  donner  k  une  masse  M  dans  le  i  "'.  instant  de  son  action 
soit  une  vitesse  Hnie  V,  soit  un  élément  de  vitesse  duquel  on  déduise 
une  force  accélératrice  ^,  ce  qui,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  lui  assigne 
parmi  les  forces  de  même  ordre  ou  l'expression. MF"]  ou  reapression* 
M0  j  si  on  suppose  que  cette  force  agisse  sur  un  autre  corps  M'  on 
devra  toujours  pouvoir  déduire  de  l'efliet  produit  sur  ce  second  corp» 
la  quantité  qui  assigne  à  la  cause  motrice  une  relation  déterminée  avec 
les  autres  puissances;  cet  effet  se  réduit  k  la  producticm  d'une  vitesse 
V  ou  d'une  force  accélératrice  <P',  la  puissance  devra  donc  être  repré' 
Eentée  dans  le  1".  cas  par  Mf^  ou  par  T^fV  et  dans  le  second  cas  par 
M0  ou  M.'  0'j  c'est-à-dire  qu'on  aura  M'  V  ^MF et  M' 0'  =  M0y 

MF  M0 

d'où  V  ^  — T^—  ,  0*  =  '-^t-  i  et  comme.on  peut  poser  pour  cha- 
que force  du  système  une  équation  semblable  dans  laquelle  entre  U 
même  masse  Jlf^  on  voit  qu'en  divisant  tous-  les  produits  MF  ou  M^t 
qui  représentent  les  forces  appliquée»-à  uh  système,  par  une  quantité 
commune  M' ,  représentant  une  masse  déterminée ,  les  quotients  F'  ou 
ii^j  qui  repn'-sentent  ou  des  vitesses  ou  des  forces  accélératrices,  pour- 
ront, dans  l'analyse  des  phénomènes  du  mouvement,  être  substitués  aux 
produits  MF  ou  M0  pour  représenter  les  forces. 

CouditioDS  de  l^équilibre  dan*  le  choc  de  deux  corps  parfaîteraeat  d'un  qui  ee 
meuvent  en  sens  directemcut  opposés. 

755.  Les  principes,  sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  in- 
distinctement applicables  tant  à  la  théorie  de.  l'équilibre,  traitée  dans- 
la  première  partie  du  cours,  qu'aux  ^énomènes  du  mouvemept,  étant 
établis  comme  je  l'ai  fait  dans  les.  chapitres  précédents,  )e  vais  les  ap- 
pliquer à  un  cas-  fondamental  d'équilibre  entre  les  corps  en  mouve- 
ment ,  dont  rejtaraen  ,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu  art.  668  ,  appartient 
proprement  à  la  Dynamique. 

Une  force  qui  agit  sur  un,  corps  libre  et  en  repos  (considéré  d'abord 
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comme  un  point  matériel  parîaitement  dur  )  et  qui ,  dans  le  premier 
moment  de  son  actitHi,  lui  imprime  une  certuoe  vîtease,  ou  finie,  ou 
naisssDte,  met  ce  corps  en  état  d'agir  lui-mfme  contre  un  obstacle 
qui  s^opposerait  à  iob  mouvement.  Supposons  que  l'obstacle  soit  un 
plan  matériel  immobile,  perpendiculaire  k  la  direction  du  mouvement 
imprimé  ;  te  mobile  fera  éprouver  k  ce  plan,  ou  un  choc,  ou  une  pres^ 
sion  j  art.  749  ;  mais  quelle  sera  la  mesure  de  cette  impulsion  quel- 
conque, ou  plutât  quel  sera  son  rapport  avec  l'impulsion  que  l'obstacle 
aurait  reçu  de  la  force  ,  si  celle-ci  eût  exercé  immédiatement  sur  lui 
l'action  qu'elle  a  exercé  sur  le  mobile?  d'abord  les  seuls  éléments  dont 
se  compose  la  faculté  qu'a  le  corps  d'agirsur  l'obstacle,  étant  la  mass& 
et  la  vitesse  j  la  loi  ta  plus  naturelle  et  la  plus  simple  qu'on  puisse  as> 
signer  aux  relations  existantes  entre  les  actions  pareilles  de  plusieurs 
corps  est  de  dire  qu'elles  suivent  éntr'elles  les  raisons  composées  des 
masses  et  des  vitesses,  c'est-à-dire  qu'elles  ont,  les  unes  avec  les  autres, 
les  rapports  «testants  entre  les  forces  qui  ont  donné  aux  corps  la  facul- 
té d'agir  ;  mais  on  peut ,  indépendamment  de  celte  considération,  af- 
firmer que  le  rapport  de  l'efTet  immédiat  de  la  force  contre  l'obstacle, 
à  l'efflet  correspondant  du  corps  qui  lui  doit  sa  faculté  d'agir,  est  celui 
de  l'égalité ,  pui^u'on  ne  saurait  nier  cette  proposition  sans  nier' tout 
ce  quiiest  connu  et  adopté,  comme  incotttestable,  sur  la  comparaison 
et  la  mesure  des  forces  dont  le  mode  d'action  échappe  k  nos  sens  ;  nous 
ne  pouvons  lier  k  la  notion  de  ces  agents  invisibles  l'idée  de  çMan  - 
tité ,  que  par  les  phénomtnes  obsM-vés  sur  les  corjw  auxquels  ils  ont 
communiqué  le  pouvoir  de  produire  des  elièls  sensibles j  ainsi  c'est 
Il  la  connaissance  de  ces  pbénomènr»  que  se  réduit  tout  œ  que  nous 
savons  sur  la  pesanteur  j  l'intensité  de  son  action  sur  un  corps  est  tou- 
jours considérée  comme  identique  avec  l'eflbrt  que  ce  corps  exerce 
contre  un  obstacle,  représentée  par  cet  effort  lui-même,  et  comme 
c'est  la  pesanteur  qui  nous  a  fourni  le  terme  général  de  comparaison 
et  de  mesure  des  forces ,  celles-ci  se  trouvent  k  tous  égards  dans  le 
même  cas  que  leur  prototype  commun. 

706.  Des  points  matériels  m',  m"^  etc.  à  qui  des  forces  f^J^',  etc. 
ont  donné  des  vitesses  élémentaires  «f(/_,  dv"  etc.  peuvent  donc  esercer, 
contre  un  obstacle,  dans  les  circonstances  énoncées^  l'art,  prcédent,  des' 
efforts  qui  ont  des  mesures  m'dif  ^  m"4i^'j,  etc.  communes  avec  lïS  forces 


y  Google 


Sectiompremièhe.  63 

/*jj''j  eticUcimraitde  même,  art.  761 ,  si  lesvitessM  engendrées, au 

</«<'       dit/' 
lieu  d'être  infiniment  petites,  étaient  les  vitesses  finies  —3—  ,— t— ,etc. 

c'est-à-diwsi  dœ  ^u^ndtés -de  moù-vem€Mt  é)giJes  voit  forces  mo - 

m'dt/          m"  dv"         '       ,    .         -  ... 

trices  -; —  i  -j —  j  etc.   etoient   instantanément  imprimées 

aux  corpe.  Dans  tous  ces  cas,  si  leg  masses  animées  de  cjuantités  Ue 
mouvement  élémeataires  ou  fiiûes  soat  supposés  agir-simultanémeat 
sur  UB  point  >  leur  équilibre  stra  soumis  aux  mêmes  lois  que  celui  tles 
forces  auJH}uelles  elW-doivent  leurs  facultés  d'agir. 

On  déduit  inamédiatemeal  de  ces  considérations  le  théorème  suivant. 
«  Si  deux  corps  parfaitemeot  durs  M'  et  M" j  que  J'on  peut,  pour  fixer 
«  les  idées»  considérer  comme  deux  sphères  finies  ou  infiniment  petites, 
*  se  meuvent  uniformément  avec  les  vitesses  respectives  f'ei  f^'j  et  en 
«  sens  directement  opposés,  le  long  de  la  ligne  droite  qui  renferme  leurs 
«  centres,  et  qu'on  ait  l'équation  Af'^:=  M" F"  (qui  est  renonciation  de 
«  l'égalité  entre  les  ^an/f/aFdSejiiAJ«j'ejn£/iJ)ces£orps  resteront  juxta- 
«  posés  et  immobiles  à  compter  du  moment  où  il  se  seront  rencontrés. 
767.  Quelques  auteurs,  apxès  avoir  établi  les  principes  posés  précé- 

.demmeat  sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  ont,  cependant, 
cru  devoir  assujettir  la  démonstration  du  théorème  sur  l'équilibre,  dans  le 
rhoc  direct  des  corps  durs,  à  des  raisonnements  particuliers,  sans  la  dé- 
duireimmédiatement,  commeje  viens  de  le  faire.de  l'identité  entre  l'effet 
'  dont  un  corps  en  mouvement  est  capable  et  celui  qu'on  doit  attribuer 
à  la  force  qui  a  mi$  ce  corps  en  mouvement.  Voici  .à,  quoi  se  réduisent 
ces  raisonnements  :  le  rapport  de  masses  de  3r  à  M"  étant  supposé  celui 
de  ï  ;  71  et  le  rapport  des  vitesses  P^  et  V"  celui  de  n  :  i  ;  (on  suppose 

.  d'abord  que  les  masses  sont  commensuràbles  entr'eUes ,.  ainsi  que  les 
vitesses ,  et  quand  on  a  tr^ib^-ce  cas  celui  de  l'incommensurabilité  n'a 
aucune  ^iiBculté)  et.  op  dit  4  °.  que  l'eQet  de  la  masse .  M"  ^gale  ^  n  fois 
la  masse  M'  et  aqîpiée  de  la  vSfesse  V",  est  le  même  que  celui  de  n 
massés  M' ,  unies  ou  agglomérées  ensemble ,  et  animées  chacwie  de  la 
vitesse  ^'^' 2».  queJ'effetdelainasseJlf' jouissant  de  la  vitesse/^  égale 
à  n  fois  la  vitesse  F" ,  est  le  même  que  celui  qu'on  obtiendrait  si  en 
faisalt^ur^'lamèmesops-divisjori  en«  parties,  .précédemnïsnt  opérée 

y' 

sur  M' y  «'qu^  imprimât  -chacime  de  ces  n  vitesse»  partielles  — — 
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il  autant  de  masses  M'  qui ,  réunies,  agiraient  ensemble. On  ramène  ainsi 
le  cas  de»  masses  et  des  vitesses  différentes  à  celui  des  masses  et  des  vites- 
ses égales.  J'observe  que  la  première  des  propositions  par  lesquelles  on 
arrive  à  ce  résultat  est  incontestable  et  même  évidente,  mais  que  la 
seconde,  quoique  vraie,  n'est  point  du  tout  dans  la  classe  de  celles  qui 
doivent  être  accordées  sur  le  simple  énoncé,  et,  avec  une  légère  réfle- 
xion, on  reconnaîtra  qu'elle  renferme  une  pétition  de  principe ,  c'est- 
k- dire  qu'elle  présuppose  la  vérité  de  ce  qu'on  veut  démontrer.  Or  cette 
même  proposition  est  une  conséquence  immédiate  des  principes  relatifs 
à  la  mesure  des  forces  et  aux  effets  dont  les  corps  mis  en  mouvement 
par  ces  forces  sont  capables ,  la  liaison  de  ces  principes  avec  le  théorème 
de  l'article  précédent  est  donc  également  immédiate  et  on  tombe  dans 
un  cercle  vicieux  en  voulant  établir  cette  liaieoh  par  des  raisonnements 
intermédiaires. 

Loi>  du  choc  direct  des  corps  parfaitement  durs,  et  des  corpa  qui  jouîneul 
d'un  degré  quc1con<{Ue  dVIasticilé. 

ySS.  Deux  mobiles  qui  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite ,  ou 
directrice ,' %o\it ,  pour  fixer  les  idées  ,  supposés  être  des  sphères  de 
grandeurs  finies  ou  infiniment  petites,  ayant  constamment  leurs  centres 
sur  la  directrice,  et  un  mouvement  de  translation  générale  de  tous  les 
points  de  leurs  masses  parallèlement  à  cette  ligne  sans  rotation  autour 
du  centre.  Ces  mobiles  désignés  par  Af  et  3/"  sont  animés  des  vitesses 
i-espectiVes  V  ^X  -^  V'j  les  signes  respectifs  de  ces  vitesses  se  déter- 
minent d'après  les  mêmes  règles  auxquelles  sont  soumis  les  signes  des 
puissances  qui  les  ont  engendrées  (voyez  les  articles  aS  et  26)  ;'ainsi, 
en  atti-ibuant  k  V  \t  signe  positif,  V  aura  te  signe  positif  ou  le  signe 
négatif,  'respectivement,  suivant  que- Jtf'  et  M"  se  mouvront  dans  le 
intme  sens  ou  dans  des  sens  contraires  ;  enfin ,  dans  le  cas  de  V  et  V" 
positives  ,ïr  faudra  ,  pour  que  le  choc  puiss'e  ■  s'effectuer  ,  supposer 

r'>r".      ■■■■■:-''     ■.    ■•-     ■■-.>': 

Ces  préliminaires  posés,  lorsque,  pour  une  combinaison  quelconque 
des  signes  de  ■^'  et  /"'j  la  rencontre  des  deux  corps  aura  eu  Hpu  ,  il 
est  évident,  d'après  leur  incompressibilité  et  Itur  parfaite  dureté,  qu'ils 
(■esterflut  jjixtp-pwsésj  se  qutuvant  avt,'c  yne  vîtwse  çpmmune  j'précisé- 

ment- 
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ment  commele  ferait  un  corps  unique  M"'  dont  la  masse  serait  ^gale 
à  JW+  M"j  mais,  à  l'instant  de  la  génération  de  cette  vitesse  com- 
mune ,  les  choses  se  passait  exactement  de  la  m^e  manière  que  si  le 
système  de  deux  masses  juxta- posées  M'  et  M"j  ou  la' masse  unique 
M"'j  recevait  tout-à-coup  une  impulsion  donnée  par  une  force  dont  l'in- 
tensit^  serait  représentée  par  la  somme  des  quantités  de-  mouvement 
Af'f  +  M"y"j  après  l'impulsion,  ce  corps  AT"  doit,  conformément 
aux  principes  ci-dessus  établis,  être  en  état  de  produire ,  contre  un  obs- 
tacle, précisément  le  même  eflet  que  la  force  à  laquelle  il  doit  sa  fa- 
culté d'agir,  et  les  effets  de  ce  genre  sont  entr*eux  comme  les  quanti- 
tés de  nKHivemenf  ;  M'"  acquerra  donc,  par  l'impulsion ,  une  quantité 
de 'mouvement  égale  k  M' f^  -^  M"V"  j  désignant  sa  vitesse  par  c 
on  aura  M"' v^=^M.' V  ^ M" V"  et  en  substituant  pour  M"'  sa  valeur 
W  -(-  M" 

_    M'V±M"V" 
*'  M.'  -H  M" 

759.  Le  raisonnement  par  lequel  cette  équation,  est  obtenue  n'est, 
au  fond,  que  celui  qui  a  conduit  au  théorème  de  l'art.  fhS  relatif  à 
la  condition  d'équilibre  dans  le  choc  des  corps  durs  ;  ce  raisonnement 
peut  être  employé,  pour  arriver  au  même  but,  d'une  manière ,  plus  éx- 
pt'ditive  encore,  qui  a  l'avantage  de  donner  la  première  idée  d'une 
méthode  générale  indistinctement  applicable  à  la  mise  en  équation 
de  tous  les  problèmes  de  dynamique ,  et  dont  nous  ferons  le  plus  grand 
usage.  Puisque  ,  par  l'état  de  la  question,  le  système  "MS  -)•  M"  ou  le 
corps  JM'"  se  trouve  soumis  à  l'action  de  la  puissance  M' V "^M" V" 
et  que,  par  hypothèse,  ce  système  ou  corps  doit,  en  vertu  de  cette  ac- 
tion ,  acquérir  la  quantité  de  mouvement  (3f -H  AT')  v  ou  M!"  v  ,  si 
à-  l'instant  de  la  production  de  cet  effet,  un  autre  corps  M" ,  animé 
de  la  vîteese  '^  c  et  se  mouvant  sur  la  même  ligne  de  direction  que  le 
premier  corps  M'" ^  venait  choquer  ce  premier  corps,  la  quantité  de' 
mouvement  M"' v  3era*it  évidemment  détruite;  ce  nouveau  corps  M"' 
ou  la  nouvelle  puissance — 3^"  v  annulerait  donc  l'effet  de  la  puissance 
qui  a  pour  mesure  M'f'^rh  M"  y'',  c'est-à-dire  ferait  équilibre  à  cette 
puissance,  ce  qu'on  énonce  par  l'équation  Jlf''f"j;  M"  ^". —  M'"  v  =  o 
donnant,  pour  c,la  valeur  trouvée  dans  l'art,  précédent. 

On  observera  que  l'équation  par  laquelle  le  problême  est  résolu  est 
I  9 
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une  équation  d'équilibre  renfermant  les  inconoues  qui  'se  rapportent- 

au  mouvement, 

760.  Voici  une  autre  manière  d'obtenir  cette  équation  que  j'expose 
ici  pour  servir  de  préparation  k  la  théorie  du  choc  des  corps  élastiques. 
Puisque  les  deux  corps,  après  le  choc,  doivent  se  mouvoir,  juxta-posés, 
avec  une  vjtpsse  commune  c^  on  peut,  sans  rien  changer  ^l'état  des 
choses,  imaginer  qu'avant  !e  choc  il  sont  supportés  par  un  plan,  qui  se 
meut  parallèlement  à  leur  ligne  de  mouvement  avec  cette  même  vitesse 
vj  les  vitesses  de  AF  et  M"j  sur  ce  plan,  étant,  respectivement ,  F' —  v 
et  v^L  V" ,  les  vitesses  absolues  dans  l'espace  seront  f  +  {V'  —  c)  et 

V  —  (f  4I  V"^  ou  f^  et  +  V" .  Or  c'est  uniquement  eiT vertu  des  vitesse» 

V  —  V  et  <-  +  V"  sur  le  plan,  que  M'  et  M"  peuvent  se  joindre  et  agir 
]*un  sur  l'autre  dans  le  choc,  celle  qui  leur  est  commune  avec  le  plan 
n'étant  d'aucun  effet  pour  changer  la  distance  qui  les  sépare  et  déter- 
miner leur  rencontre.  On  peut  donc ,  sans  égard  au  mouvement  du 
plan,  considérer  M'  et  M"  comme  deux  corps  qui  vont  à  la  rencontre 
l'un  de  l'autre  sur  ce  plan ,  avec  les  vitesses  respectives?^'  —  cet  v'^V" 
et  qui  se  choquent  avec  les  quantités  de  mouvement  M' (V'  —  v)  et- 
M"(v'^F").  Mais,  par  hypothèse,  la  vitesse  que  chacun  d'eux  doit 
avoir  après  le  choc  est  celle  du  plan  qui  les  entraine,  et  pour  que  cette 
condition  soit  remplie  il  faut  que  ces  corps  restent  immobiles,  par  rapport 
au  plan, au  point  de  ce  plan  oii  ils  se  rencontreront,  et,  par  conséquent, 
que  les  quantités  de  mouvements  M'{V  —  v)^t  M"  (v'^V)  se  détrui-  ■ 
sent  ou  se  fessent  équilibre,  ce  qui  suppose,  art.  756,  l'égalité  de  ces 
quantités  de  mouvement,  et  fournit  l'équation  H' {F' —  c)=M"(cIpf"') 

M'F'-\-M"F" 
de  laquelle  on  déduit  c= Âf''Z^'M'' comme  à  l'art.  768. 

■  761.  Dans  le  cas  du  choc  des  corps  mous  (voyez  sur  ces  corps  l'art,^ 
746)  il  faut ,  entre  l'instant  où  les  corps  commencent  à  se  toucher  et 
celui  où  ils  ont  une  vitesse  commune,  distinguer  deux  époques;  pendant 
]a  première  les  corps,  en  vertu  des  pressions  qu'ils  exercent  l'un  sur 
l'autre,  changent  graduellement  de  forme,  et  leurs  vitesses  varient  en  ; 
suivant  la  loi  de  continuité;  la  seconde  époqoe  commence  au  moment  > 
où  ces  vitesses  étant  devenues  égales  les  corps  cessent  de  se  presser  et 
se  meuvent,  juxta- posés,. en  conservant  les  nouvelles  formes  qu'ils  ont 
acquises  par  la  comp?ession.  La  vitesse  finale  commune  aux  deux  corps- 
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pst ,  comme  dans  le  cas  du  choc  des  corps  parfaitement  durs ,  î'gale  k  ta 
sbmme  des  quantités  de  mouvement  primitives  divisées  par  la  somme 
des  masses,  mais  le  cas.du  choc  des  cotps  mous  a  cela  de  particulier  que 
chacune  des  vitesses^' et  FT' ne  devient  pas  brusquement  la  vitesse  c^  et 
n'y  arrive  que  pac  des  nuances  continues  en  passant  par  toutes  les  vitesses 
intermédiaires.  Le  changement  s'opère  pendant  un  temps  ordinairement 
fort  cour^  ce  qui  le  fait  paraître  instantané  (voyez  l'art .  7 1 4);  ce  tems  varie 
suivant  la  nature  des  corps.  Le  i  «'.volume  de  mon  architecture  hydrau- 
tique,  contient ,  (art.  438  et  suiv.)  beaucoup  de  détails  sur  cette  mat'iëre. 

762.  Je  passe  au  cas  du  choc  direct  des  corps  parfaitement  élastiques ^ 
en  conservant,  pour  les  masses  et  les  vitesses,  la  même  notation  em- 
ployée dans  les  articles  précédents,  et  j'observe  i*.  que  depuis, l'instant 
où  les  corps  commencent  à  être  en  contact  jusques  et  y  compris  celui 
où  ces  corps,  par  suite  de  leurs  actions  réciproques,  ont  acquis  une 
vitesse  commune,  les  phénomènes  qui  ont  lieu  sont  comparables  à  ceux 
que  présente  la  première  époque  du  choc  des  corps  mous,  dont' il  a 
été  question  dans  l'article  précédent,  et  la  vitesse  commune ,  à  l'instant 
qui  commence  la  seconde  époque ,  a  la  valeur  trouvée  art.  768  ;  i".  qu'à 
ce  même  instant  où  JW  etM" ,  en  vertu  de  la  vitesse  commune,  cesse- 
raient de  se  presser  et  se  mouvraient  juxta  -  posés ,  s'ils  n'étaient  pas  élas  - 
tiques,  ils  doivent,  d'après  la  propriété  de  l'élasticité  (voyez  l'art.  747) 
exercer  encore, l'un  sur  l'autre,  des  actions  réciproques  desquelles  résul- 
tent la  séparation  des  corps  et  des  changements  dans  leur  vitesse  com  - 
mune  v,  différents,  en  général,  pour  chaque  corpa,  et  qu'il  s'agît  de 
déterminer. 

On  arrivera  aisément  à  cette  détermination  en  employant  l'hypothèse 
de  l'art.  760.  Dans  cette  hypothèse,  vu  l'égalité  des  quantités  de  mouve- 
ments M'{V'-~v)  et  M" (^vjiiV")  <\\xe  les  deux  corps  ont  sur  le  plan 
qui  les  transporte ,  et  Péquilibre  qui  a  lieu  ,  sur  ce  plan,  au  moment 
où  leur  choc  y  est  effectué  à  la  manière  des  corps  durs,  et  considérant 
de  plus  que  ces  phénomènes  se  passent  comme  si  le  plan  transportant 
était  immobile,  chacun  des  corps  élastiques  est  dans  le  même  cas  que 
s'il  avait  consommé  la  quantité  de  mouvement,  avec  laquelle  il  opère 
le  choc ,  contre  un  plan  inébranlable  perpendiculaire  à  la  droite  suivant 
laquelle  il  se  meut  et  passant  par  le  point  où  il  rencontre  l'autre  corps  ; 
il  doit  donc,  art.  747,  en  ve;rtu  de  son  élasticité  prendre  un  mouve- 
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ment  rétrograde  et  s'éloigner  du  plan  choqué  avec  la  même  vîtesse  dont 
il  jouissait  en  s'en  approchant;  ainsi  après  le  choc.  M'  et  M"  jouiront 
sur  le  plan  qui  les  transporte,  des  vitesses  respectives  —  {V  —  c)  et 
(c^  f  "  )  lesquelles  auront  lietl  en  sens  directement  opposés,  puis - 
qu'en  vertu  de  ces  vitesses  ils  s'éloignent,  sur  ce  plan,  du  point  où  ils 
s'y  sont  rencontrés;  et  leurs  vitesses  absolues,  dans  l'espace,  seront» 
V — {f^  —  c}ou  2.V — V  pouritf'j,et  c+(f4l^")ou2f +  F"poUr  Jl/"; 
désignant ,  par  /  et  r"j  respectivement ,  ces  vitesses  finales  de  M'  et  M" 
on  aura 

on  eh  substituant  pour  v  sa  valeur  trouvée  art.  ySS^ 
,_    M'y'^-M"{±s.V"—F') 

"  '■        M'  +  M" 

~~  M'  +  Af 

équations  qui  peuvent  se  mettre  soui  la  forme 

."=^+(^+r")( 


-       ^  M'  +  M"         J 

On  se  rappellera  que  le  signe  supérieur  se  rapporte  au  cas  où  les  corps, 
avant  le  chisic,  se  nrouvaient  dans  le  même  sens ,  et  le  signe  inférieur 
au  cas  contraire. 

763.  Si  les  corps  Af'_,  M"  n'ont  qu'une  élasticité  imparfaite  laquelle, 
d'après  le  mode  de  comparaison  que  j'ai  donné  art.  747,  soit  repré- 
sentée par  le  nombre  n  plus  petit  que  l'unité,  lorsque  l'élasticité  par- 
faite est  l'unité,  les  vitesses  rétrogrades  F* — c  et  c+f"  deviendront 
— «  (F' —  c)  et  n  (f^  F") ,  ce  qui  donne ,  pour  les  valeurs  de  9'  et  v"  , 
/=(«+!)»' — nV 
v"  =  {n+i)f'^nF" 
,_    VM'-YM"\±{n-\-\)V"—nV'\ 
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„^    ±F"M"  +  M'\(n  +  i)F'+nF" \ 
"  ■"  A/'  +  A/" 

équations  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(.'=;:(/  — 77  (F*— t^n 

/'=^H-«(<'+^")j 

Jli'  +  JM"              I 
y'-H-r-/'.   J^+ZK^O^   I 

Ces  formules  générales  reproduisent,  comme  ras  particuliers,  celles 
qui  ont  rapport  au  choc  des  corps  durs  en  y  faisant  «  =  o,  et  celles  qui 
ont  rapport  au  choc  des  corps  parfaitement  élastiques  en  y  faisant  n  =  i. 

Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  dans  le  choc  drs  corps  durs 
el  dans  celui  des  corps  jouiisant  d'un  degré  quelconque  d'éS<itlicîté.  Défir^- 
tion  de  Xifiirce  vive.  Évaluation  de  la  peito  Aefnrce  wVe  qui  a  lieu  ôans  le 
choc  des  corps,  ou  laTaitement  durs,  ou  jouissant  d'up  degré  qiietconqjs 
d'élaeticité.  Celte  yôts  tive  se  ponsurve  ,  sans  aUérEiloii  ,  dii:iB  le  clioc  des 
corps  pa- fa  ^tentent  clr  ïjques.  Cha^gemc  it  de  signe  et  valeur  do  la  vitesse 
relative  ap  es  le  choc  des  corps  de  nature  nuelcoaque.  Propr!Û;<-g  liées  au 
principe  de  la  mnindre  action  et  au  priucipe  des  ahes.  Conserr^iion  dc^ 
mnmenis. 

764.  Les  lois  de  la  commimi cation  da  mouvement,  dans  le  clioc  des 
corjjs,  onl  élé  trouvées,  après  les  découvertes  de  Galilée  sur  les  mou  - 
vements  ro/nposc  et  HniJuir'émeTit  ■parié j  par  Wallis,  Hu'gcns  et 
Wren.  Descaries  s  e:ait  aussi  occupé  de  la  rechei^he  de  ces  lois,  mais  trom- 
pé par  des  vues  systématiques,  qui  tenaient  à  la  philosophie  des  causes 
Jinales,  il  était  tombé  dans  de  grandes  méprises.  Une  de  ses  prl.icî  - 
pales  erreurs  a  été  de  ci'oire  que  la  même  somme  jde  qitanilics  Je 
mouvement  se  conservait  invariablement  dars  l'univers,  et  cette  con- 
servation lui  paraissait  nécessaire  pour  prévenir  toute  chance  d'une  ces- 
sation générale  de  mouvement  dans  le  système  du  m^ndc,  qui  entrai  - 
rerait  sa  désorganisation  complète.  La  théorie  du  choc  des  corps,  établie 
dans  le  chapitre  précédent,  prouve  que,  lorsque  les  corps  agissent  les 
uns  sur  les  autres,  ta  somme  absolue  des  produits  des  mi<sse9  par  les 
vitesses,  ne  se  conserve  que  dans  des  cas  particuliers;  je  dis  la  somme 
absolue  pour  la  distinguer  de  la  somme  algébrique  prise  dans  l'ac- 
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cej>lion  générale ,  sans  avoir  égard  aux  signes.  Ainsi  en  multipliant  par 
M'  et  M" ,  respectivement,  la  i".  et  la  a""»,  des  équations  (2)  de  l'art, 
précédent  et  faisant  la  somme  des  équations  produits,  on  a 

M' tZ  +  M"  t/'  =  M'  y-\-M"  V" 
les  termes  dépendants  de  l'élasticité  ont  disparu,  et  on  voit  que,  dans 
une  hypothèse  quelconque  sur  !e  degré  de  cette  élasticité,  la  somme 
algcùri^ueAçi  quantités  de  mouvement  est  la  même  avant  et  après  le 
choc.  -  ' 

Si  les  corps  se  mouvoient  dans  le  même  sens  avant  le  choc,  la  somme 
algébriques^  confondrait  avec  la  somme  absolue  et,  pour  ce  cas,  l'asser- 
tion de  Descartes  serait  vraie ,  mais  elle  est  erronnée  datu  le  cas  contraire. 

La  théorie  fait  reconnaître  d'autres  conservations  de  produits,  dans 
lesquels  entrent  les  masses  et  les  vitesses,  dont  la  connaissance  est  d'autant 
plus  intéressante  qu'elle  est  liée  à  plusieurs  grands  principes  de  la  mé- 
canique ,  que  je  démontrerai  dans  la  suite  du  cours,  en  les  considérant 
sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  et  qui  fournissent  d'importants 
secours  pour  la  solution  des  problêmes  de  dynamique. 

765.  Le  premier  de  ces  principes  est  celui  de  la  conservation  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  j  il  a  une  analogie  assez  remarqua- 
ble avec  celui  de  Descartes,  en  ce  qu'il  établit,  dans  le  choc  des  corps, 
une  conservation  de  produrts  de  masses  et  de  vîtesses ,  indépendant?  de 
)a  solution  de  continuité  qui  peut  avoir  lieu  dans  la  communication 
du  mouvement,  et  applicable  indistinctement  tant  aux  corps  parfaite- 
ment durs  qu'aux  corps  mous  et  aux  corps  jouissant  d'un  degré  quel  - 
conque  d'élasticité. 

Deux  masses  M'  et  M",  jouissant  d'un  degré  quelconque  d'élasticité 
et  se  mouvant  sur  une  même  ligne  droite,  si ,  à  un  instant  quelconque, 
on  désigne  par  a/  et  x"  leurs  distances  respectives  à  un  point  fixe  pris 
sur  la  ligne  commune  du  mouvement,  et  par  ^  la  distance,  à  ce  point 
fixe ,  prise  au  même  instant ,  du  centre  de  gravité  de  ces  masses ,  on  aura 
art.  278, 

^~      Af+M"       ^'^ 

diflTérentiant  cette  équation  et  divisant  par  l'élément  de  temps  dt,  on  a 

, .  W 
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d£        dx'  da/'  ,  „.  ,  .,,      » 

■■■7    }  — ; —  Pt  — ; — sont,  à  1  rastant  ou  on  considère  fe  mouvement 
tk         di  dt 

de  M'  et  M" ,  la  vitesse  du  centre  de  gravite  et  celles  de  AT  et  M"  quel- 
que soient  d'ailleurs  les  relations  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps, 
ainsi  M'  et  M"  ayant  des  mouvements  i^ctitignes,  assujettis  &  des  lois 
quelconques,  on  aura  la  vîtesse  de  leur  centre  de  gravité  à  un  instant 
déterminé  «  en  divisant  la  somme  des  quantités  de  mouvement,  dont 
«  elles  jouissent  au  même  instant,  par  la  somme  de  ces  masses  »  cette 
règle  est,  de  plus,  indépendante  des  positions  respectives  des  corps  et 
s'applique  sans  modification  tant  au  cas  de  leur  séparation  qu'à  celui  de 
leur  contiguïté. 

•jdS.  Si  on  considère  les  mouvements  de  M'  et  M" ,  après- le  choc, 
leurs  vitesses  respectives  étant,  jwur  un  degré  quelconque  d'élasticité, 
/  et  f/'  on  aura  la  vitesse  du  centre  de  gravité 

■  d£     "        Ai'  4-  M" 
on  aurai  t  eu ,  avant  le  choc       '  • 

d^    _    F'^+P^'M" 

"JT  ~  M'-\-M"    ' 

mais ,  art.  764 ,  t/  TlT  +  /'  J»f  '  =  V  M' ^  V"  M",  donc  la  vitesse  du- 

centre  de  gravité  qui  avait  lieu  avant  le  choc  se  conserve  lorsque  le  choc 

est  consommé ,  quelque  soit  le  deigré  d'élasticité  -des  corps. 

767.  Le  second  principe  est  celui  de  là  conservation  des  forces 
vi)>es  i  on  entend  ç»t force  vive  d'un  corps  en  mouvement  le  produit 
de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse;  ainsi  les  corps  AP  et  JSP'  se 
mouvant  avec  les  vitesses  respectives  F!  et  +  F^',  la  somme  de  leurs  forces 
vives  est  J^  V*-\-M"  F"^\  si  ces  corps  se  trouvent  dans  le  cas  des 
art.  768  et  suivants ,  ils  devront  se  rencontrer,  et  une  question  impor- 
tante est  de  savoir  quel  changement  subira  la  somme  initiale  dfsforces 
vives.  Pour  résoudre  celte  question,  je  vais  chercher  la  somme  de  ces 
forces  vives, après  le  choc,  en  employant  les  valeurs  des  vîtesses  don- 
nées par  les  équations  (2)  de  l'art.  768,  qui  sont  indistinctement  ap-î 
plicables  aux  corps  parfaitement  durs  et  aux  corps  jouissant  d'un  degré 
quelconque  d'élasticité.  On  a,  par  ces- équations,  eit  élevant  tous  leurs 
membres  au  carré,  multipliant  ensuite  la  r*".  par  M'^  la  s.",  par  M"j 
et  faisant  enHn  la  somme  des  équations  prodaits. 
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effectuant  U  r^uction  (lu  a*,  terme  on  a 

il  y  a  donc  en  général  une  perte  de  force  vive,  après  le  choc  qui  a  pour 

3rM" „ 

valeur(i — «=)  ■  n,fi'r'Mf~  i.^ -^^  Y>  ^^  *!"'  augmente  k  mesure 

que  l'élasticité  diminue,  son  maximum  ayant  lieu  dam  le  cas  des  corp» 
parfaitement  durs  qui  donne  n  =  o  ;  mais  cette  perte  devient  nulle  dans 
le  cas  de  la  parfaite  élasticité,  ou  de  n=  i  ;  ainsi  une  propriété  remar- 
quable du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques  est  la  conservation 
des  forces  vives. 

Je  parlerai ,  quand  il  en  sera  tems,  du  principe  de  cette  conservation  - 
en  te  considérant  sous  le  point  de  rue  le  pluïgénéral,  et  je  démontrer^ 
un  théorème  général  sur  l'évaluation  de  la  perte  de  force  vive,  dans  le 
cas  d'un  système  quelconque  de  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autm, 
théorème  curieux  et  important  dû  à  M.  Carnot. 

768.  Un  3".  principe  générât  de  la  Dynamique  est  celui  de  la  moindre 
action,  sur  lequel  )e  doonerîû,  quand  il  en  sera  temps,  tous  les  détails 
nécesGairesi  Je  vaie.placer  ici  la  démonstration  d'une  propriété  curieuse 
liée  à  ce  principe,  et  il  est  nécessaire,  pour  arriver  à  cette  démonstra- 
tion ,  que  je  fasse  d'abord  remarquer  le  changement  opéré  par  le  choc 
dans  \a  Vitesse  relative,  àev  corps.  Cette  vitesse  relative  avant  le  choc, 
a  pour  valeur  k'  ^  V."  (on  ne  doit  pas  oublier  que  le  s^ne  supérieur  a 
lieu  quand  les  corps  marchent  dans  le  même  sens ,  et  que  le  signe  inférieur 
se  rapporte  au  cas  où  ces  car|)s  vont  à  la  rencontre  l'un  de  Tautre)  et  après 
le  choc ,  elle  est  art. 768,  équation  (  i),  égale  k  ^  —  /'  = — n  (  r'+  V")  ; 
on  voit,  d'abord ,  qu'en  géoéral  la  vitesse  relative  change  de  signe  par 
le  choc,  cVst-ù-dirc  que  si  les  borpsse  t'approchaient  avant  ce  choc  ils 
s'éloignent  après  et  réciproquement; 'mais  la  valeur  numérique  absolue 
de  la  vitesse  relaiive  après  le  chocvariesuivant  le  degré  d'élasticité  des 
corps  choquant;  généralement  moindre  que  la  vitesse  relative  avant  ie 
■choc  et  ne  pouvant  jamais  devenir  plus  grande, ciic  est  proport ione! le 
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ail  cotfficient  n  qui  mesure  le  degré  d'élasticité ,  ensorte  qu'elle  se  trou- 
ve à  son  maximum  dans  le  cas  du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques, 
se  conservant  la  même  dans  ce  cas,  au  signe  près,  avant  et  après  le  choc  ; 
sa  valeur  minimum  est  zéro,  et  a  lieu  dans  le  cas  du  choc  des  corps' 
parfaitement  durs,  résultat  évident  d'ailleurs,  puisque  ces  corps  se 
meuvent  juxta- posés  après  leur  rencontre. 

Voici,  maintenant,  l'énoncé  de  la  propriété,  liée  au  principe  de 
la  moindre  action,  dont  j'ai  parlé  au  commencement  de  cet  àrti-  . 
cle  ;  «  si  on  multiplie  chaque  masse  par  le  quarré  de  la  différence 
«  entre  ses  vitesses  avant  et  après  le  choc,  la  somme  des  produits 
«  ainsi  faits  sera  un  minimum,  en  prenant  pour  variables  les  vitesses 
«  après  le  choc  »  en  effet ,  la  somme  des  produits  dont  je  viens  de  parler . 
est  M'  (y  —  v^Y  +  M"(v"  +  V")',  différentiant  cette  expression-  par 
rajjport  à  /  et  à  /'  et  égalant  la  différentielle  à  zéro,  on  a 
(a)  .  .  .  .  M'/(t>":f-F")dv"  —  M'(F'—t/)dt''  =  o. 
on  a  de  plus  l'équation ,  ci  -  dessus  trouvée ,  de  la  conservation  des 
vitesses  relatives  et  sa  différentielle  ;  savoir  ! 

/_  /'  +  n{V'  ±  F")  =  oj  ds''  =  ds/'i 

qui  combinées-  avec  (a)  redonnent  les  valeurs  de  /  et  /'  copsignées 
dans  l'art.  763. 

76p.  Si  on  conçoit  une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  du  mouve- 
ment {qu'on  peut  pour  fixer  les  idées  faire  pasaer  par  le  point  de  ren- 
contre de  M  et  H")  et ,  d'un  point  déterminé  de  cette  perpendiculaire, 
des  rayons  recteurs  menés  aux  points  matériels  M'  et  W ,  ces  rayons 
vecteurs  engendr^Ton^  pendant  chaque  instant  dt ,  des  aires  élémen- 
taires «f<//,  +  aV  dt,  avant  le  choc,  et  ai^ dt ,  at/' dt  aprH  ]e  choc» 
(t  étant  ift  distance  de  l'origine  des  rayons  vecteursà  la  ligne  du  mouver 
ment  ;  ainsi ,  en  ayant  égard  aux  signes  et  dt  étant  constant ,  la  somme 
des  produits  des  masses  par  les  aires  élémentaires  qu'engendrent  leurs 
jrayons  vecteurs  respectifs  est  la  même  ayant  et  après  le  choc  ;  ce  qyi 
vériHe  le  principe  des  (lires  dans  le  cas  dont  il  s'agit. 

L'équation  qui  établit  la  conservation  des  sommes  des  produits  des 

masses  par  les  aires  élémentaires  énonce,  en  même  temps,  la  conser* 

yation  des  momenfs  des  quantités  de  mouvement  de  M'  et  M"  par  rap* 

p.ort  k  l'originp  f)^  rayops  vecteurs»  qui  peut  être  placée  arbitraire - 

?  Ï9  , 
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ment  ;  cette  conservation  est,  d'ailleurs,  une  conséquence  évident  de 
la  relation  entre  les  aires  et  les  moments  expliquée  et  démontrée 
art.  aoo  et  suivants. 

Toutes  les  propriétés  du  mouvement  de  deux  masses  sur  une  même 
ligne,  démontrées  dans  cet  article  et  les  cinq  précédmts,se  démontre» 
raient  avec  la  même  facilité  dans  le  cas  du  mouvement  d'un  nombre 
indéfini  de  masses  ;  mais  je  n'ai  voulu  donner  ici  que  de  simples  aperçus 
sur  les  applications  des  quatre  {;rands  principes  de  la  mécanique  ,  cette 
matière  devant  être  traitée ,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu  art.  764,  dans 
la  suite  du  cours  ,  avec  tous  les  détails  nécessaires. 

Du  mouvement  composé  en  général.  Application  de  sa  théorie  au  changenient 
qiie  subit  le  mouvemeut  d'un  point  matériel,  doué  d'un  degré  quelconqut 
d'élaslicité  et  animé  d'une  vîteite  finie,  k  la  rencontre  d'un  plan  immobile 
qu'il  choque  sous  un  autre  angle  que  l'angle  droit.  Rapport  général  entre  le» 
angles  d'incidence  et  de  réflexion.  Dans  quel  cas  ces  deux  angles  sont  égaui. 

770.  Le  mouvement  d'un  point  matériel,  isolé  ou  faisant  partie  d'un 
système,  est  appelé  mouvement  (O/n^o^e  lorsqu'il  est  le  résultat  des 
actions  ou  impulsions  qu'exercent  immédiatement, sur  ce  mobile,  des 
puissances  d'intensités  et  directions  quelconques,  combinées  tant  avec 
d'autres  actions  que  les  masses  du  système  dont  il  peut  faire  partie 
exercent  sur  lui  ou  les  résistances  que  ces  masses  lui  font  éprou- 
ver ,  qu'avec  des  résistances  particulières ,  parmi  lesquelles  on  peut 
citer  les  corps  ou  surfaces  qu'il  rencontre  et  choque,  l'assujettissement 
il  se  mouvoir  sur  des  lignes  ou  des  surfaces  fixes  ou  mobiles,  etc. 

J'ai  fait  voir  que  la  détermination  des  forces  accélératrices,  des  vi- 
tesses ,  des  forces  motrices  et  des  quantités  de  mouvement  dues  aux 
■causes  productrices  du  mouvement  composé ^  était  soumise  aux  règle» 
enseignées  dans  la  première  partie  du  cours ,  pour  la  composition  et  la 
décomposition  des  forces  de  pressions  et  ce  que  j'ai  dit  dans  le  cha- 
pitre précédent  sur  te  choc  des  corps  durs  et  élastiques  n'est,  au  fond, 
qu'une  application  de  ces  règles  au  cas  où  .les  causes  motrices ,  dont  je 
viens  de  parler,  agissent  dans  une  même  ligne  de  direction,  l^e  cas  gé- 
néral qui  comprend,  comme  on  voit,  tous  les  problêmes  de  dynamique, 
sera  traité  dans  les  trois  dernières  sections  de  cette  s",  partie  du  cours; 
et  je  vais  donner  d'avance ,  comme  exercices  préparatoires ,  les  sol*- 
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lions  de  quelques  questions  élémentaires,  dont  j'aurai  d'ailleurs  àdé- 
duire  des  conséquences  importantes. 

771.  Je  considère  le  mobile  comme  un  point  matériel  désigné  par 
m,  auquel  on  peut  donner  la  forme  sphérique,  en  supposant  son  rayon 
infiniment  petit.  Ce  mobile  jouit  d'un  degré  d'élasticité  qui  est  à  l'élas- 
ticité parfaite  comme  n  :  i ,  n  étant  un  nombre  positif  plus  petit  que 
l'unité  ;  il  se  meut  avec  une  vitesse  ti  dans  une  direction  faisant  un 
angle  41  avec  un  plan  immobile  désigné  par  plan  (^ji)  vers  lequel  il  esc 
poussé  en  vertu  du  mouvement  qui  l'anime  ;  il  s'agit  de  déterminer  le 
mouvement  que  prendra  m  après  sa.  rencontre  avec  ce  plan.  Je  dis 
d'abord  que  si  on  fait  passer  par  la  ligne  suivant  laquelle  m  se  mou- 
vait avant  le  choc,  un  plan  perpendiculaire  au  plan  choqué ,  désigné 
par  plan  (B)  j  m  se  trouvera  encore  dans  (B)  après  le  choc,  puisque 
la  résistance  de  (^ ,  qui  seule  modifie  le  mouvement  de  m,  est  reprt-- 
sentative  d'une  force  normale  k  ce  même  plan  (ji)  ,  laquelle  n'a  aucun 
efFet  dans  des  directions  formant  des  angles  finis  avec  (B)',  et  ne  peut 
pas ,  par  conséquent ,  faire  dévier  m  de  ce  plan  (B)  j  il  ne  s'agit  donc 
plus  que  de  savoir  quelles  seront  la.  direction  et  la  vitesse  de  m  dans 
le  plan  (B). 

Je  décompose  la  vitesse  u,  avant  le  choc,  en  deui  vitesses  composante! 
savoir,  u  cos.  <p  et  n  sin.  ^  respectivement  parallèle  et  perpendiculaire 
au  plan  choqué  (^)  et  dirigées  dans  le  plan  {B)j  la  composante  usin.  ^ 
est  celle  k  laquelle  est  due  la  force  du  choc  qui  a  pour  mesure  la  quantité 
de  njouvemem  mu  sin.  ^,  et  qui  n'épouve  aucune  altération  de  la 
part  de  la  composante  m»  cos.  ^.  L'impulsion  que  m  reçoit  au  mo- 
ment du  choc ,  en  vertu  de  son  élasticité  ,  pour  s'éloigner  du  plan  cho- 
que  ,  est  donc,  art.  747,  égale  à  n-mu  sin.^^  et  la  vitesse,  due  à  cette 
impulsion,  a  pour  valeur  nusin.  ^.  ' 

La  première  composante  u  cos.  4'  n'est,  en  aucune  manière,  modii. 
fiée  par  le  choc,  qui  n'a  d'effet  que  dans  le  sens  normal  au  plan  cho* 
que,  00  peut  donc,  au  moment  où  ce  choc  est  effectué,"  considérer  nt 
comme  livrée  aux  actions  simultanées  de  deux  puissances  capables  de 
lui  imprimer,  l'une  une  vitesse  nu  sin.  ^  perpendiculairement  au  plan 
choqué ,  et  l'autre  iine  vitesse  u  cos.  ^  suivant  une  ligne  dirigée  dani 
ce  même  plan. 

ï^a  vitesse  résultante,  désignée  par  v^  aura  pour  valeur 
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(0 c  =  K|/„3sin.â^  +  co8.a^  j 

et  Tangle  ^'  formé,  après  le  choc,  par  le  plan  choqué  et  par  la  ligne  du 
mouvement  comprise  dans  le  plan  (S)  perpendiculaire  au  pian  choqué 
(^),  se  calculera  par  l'équation 

tang,  p' ^n  tang.  ^. 

772.  Le  mobile  perd,  généralement,  par  Peffet  du  choc  une  partie 
de  la  vitesse  dont  il  jouissait  avant  le  choc,  et  qui  a  pour  valeur, 
u — c^«{i  — 1^«'  »in.'  ^  +  COS.*  0"  I .  Dans  le  cas  de  l'élasticité  nulle, 
on  a  71  ^u  et  u  —  c=«  (i  —  cos.^)  =  «sin.  verse  ^;  ce  cas  donne  le 
maximum  de  perte  de  vitesse.  Cette  perte  diminue  à  mesure  que  l'élas- 
ticité du  mobile  augmente  et  se  réduit  à  zéro  lorsque  cette  élasticité  est 
parfaite,  puisqu'on  a  alors  re=i  et  par  conséquent  k  —  (>=o,  ouu=*'. 

773.  Les  angles  que  la  direction  du  mouvement  forme ,  avant  et  après 
le  choc,  avec  le  plan  choqué,  s'appellent,  respectivement,  angle  d*in~ 
cidence  et  angle  de  réflexion.  Ces  deux  angles  sont  généralement  dif- 
férents l'un  de  l'autre;  ta  valeur  de  l'angle  de  réflexion  dont  la  tangente  est 
proportionnelle  au  degré  d'élasticité,  varie  entre  zéro  et  la  valeur  ^  de 
l'angle  d'incidence  qu'elle  ne  peut  pas  surpasser.  La  valeur  zéro  a  lieu 
lorsque  l'élasticité  est  nulle  c'est-à-dire  lorsque  n  =  o,  et  dans  le  cas 
de  l'élasticité  parfaite  qui  donne  /i  =  1 ,  on  a  ^'=  ^^  Vangle  d'inci- 
dence est  égal  à  l'angle  de  réflexion. 

Moureoient  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné  ,  tant  en  faisant 
abatractiou  du  frottement ,  qu'eii  ayant  égard  &  cette  résistance. 

774.  Un  point  matériel  pesant  étant  posé  sur  un  plan  incliné ,  et  aban- 
donné à  la  pesanteur,  sans  vitesse  initiale,  descendra  en  glissant  le  Iqng 
de  ce  plan  ,  et  on  peut  d'abord  déterminer  la  ligne  qu'iï  suivra  à  partir 
de  la  position  ,  censée  connue  ,  qu'il  occupera  au  premier  instant  de 
son  mouvement.  Cette  ligne  doit  couper,  à  angles  droits,  toutes  les 
horizontales  menées  sur  le  plan  incliné ,  car  la  résistance  de  ce  plan 
qui  seule  peut  modifier  le  mouvement  du  mobile,  étant  représentative 
d'une  force  qui  a  son  effet  dans  le  sens  per|)endiculaire  à  ce  même  plan, 
le  mobile,  à  chaque  instant,  peut  être  considéré  comme  sollicité  paria 
force  verticale  de  la  pesafiteur  et  par  une  force  normale  au  plan  in- 
cliné] dirigée  par  le  point  de  ce  plan  qu'occupe  le  mobile  à  ce  même' 
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instant  ;  d'où  il  suit  qu'en  faisant  passer  par  le  point  de  départ  un  plan 
perpendiculaire  aux  horizontales  menées  sur  le  plan  incliné,  le  mobile 
ne  sortira  pas  de  la  ligne  d'intersection  de  ces  deux  plans. 

Cette  détermination  est  indistinctement  applicable  au  cas  où  le  frot- 
tement est  nul  et  à  celui  où  le  frottement  existe,  puisque  cette  résis- 
tance n'a  d'effet  à  cliaque  instant  que  dans  le  sens  actuel  du  mouvement. 

776.  Il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  loi  du  mouvement  sur  la  ligne 
déterminée  dans  l'article  précédent.  J'appelle  m  le  point  matériel  mo- 
bile, 0  l'angle  formé  par  le  plan  incliné  et  par  lé  plan  Horizontal  ,  / 
le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  mouvement ,  x  l'espace 
que  m  parcourt  pendant  le  temps  tj  <p  et  v,  respectivement,  la  force 
accélératrice  et  la  .vitesse,  au  bout  de  ce  temps,  du  mobile  m  qui  est 
supposé  être  dans  l'état  de  repos,  Ica^qu'on  a  /=:o  et  x  =  o^'  la  force 
accélératrice  due  à  la  j^esanteur,  dans  le  cas  de  la  chute  verticale,  con- 
tinuera &  être  représentée  par  la  lettre  g. 

Si  le  mobile  descendait  librement  le  long  de  la  verticale  menée  par 
son  point  de  départ ,  il  recevrait ,  à  chaque  instant ,  un  incrément  de 
v'itesse  giitj  cet  incrément  de  vitesse  lui  est  aussi  imprimé  sor  le  pla'à 
incliné  ,  mais  la  résistance  de  ce  plan  et  le  frottement  lui  en  font 
perdre  une  partie.  Faisant  d'abord  abstraction  du  frottement,  je  puis, 
conformément  aux  principes  précédemment  établis ,  décomposer  la 
vitesse  élémentaire  gdt  en  une  vitesse  ^(^/sin.  ff,  dirigée  suivant  la  ligne 
du  mouvement ,  et  en  une  vitesse  gdt  cos.  ff  dirigée  suivant  une  perpen- 
diculaire à  cette  ligne  du  mouvement  et  au  plan  incliné.  Cette  dernière 
vitesse  élémentaire  et  la  force  motrice  qui  en  résulte  ne  peuvent ,  par 
conséquent,  produire  aucun  changement  dans  la  vitesse  actuelle  du  corps, 
et  sont  détruites  par  la  résistance  du  plan  incliné.  La  seule  force  accélé  - 
ratrice  qui  ait  Heu  dans  le  sens  du  mouvement  est  donc  g  sih.  ffy  d'où 
^=^sin.^. 

La  force  motrice  m  ^,  qui  modifie  continuellement  le  mouvement 
du  corps,  est  une  quantité  constante  =  mg  sio.  û,  d'où  il  suit  que  ce 
mouvementés!  uniformément  accéléré. 

776.  La  relation  entre  la  vitesse  et  le  temps  se  déterminera  en  suhs  - 

dv 
tituant,  dans  l'équation  précédente,  à  ^  sa  valeur  —j —  et  intégrant, 

ce  qui,  dans  l'hypothèse  des  valeurs  imtiales  ^-^o  et  f=o,  donne 
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(')•■•• v—gtsin.0^ 

dx 
Substituant  ensuite  à  c  sa  valeur  —j —  et  intégrant  dans  l'hypothèse 

-des  valeurs  initiales  £  =  0  et  x.=  o,  on  a 

(2) a:=^~gt*i\a.0^  ' 

enfin  on  déduit  de  la  combinaison  des  deux  équations  précédentes 

(3) \^  ^ 

Les  phénomènes  du  mouvement  sont  exactement  identiques  avec  ceu» 
qui  auraient  Heu  dans  le  cas  de  la  chute  libre  verticale,  st  l'intensité  de  la 
force  constante  de  la  pesanteur  était  diminuée  dans  le  rapport  de  i:sin.^. 

777.  Supposons  maintenant  que  le  corps  m  reçoive  une  imijutsion 

qui  tende  à  lui  faire  remonter  le  plan  incliné,  et  qui  lui  imprime, 

parallèlement  à  ce  plan  et  perpendiculairement  aux  horizontales  qu'il 

renferme,  une  vitesse  initiale  V ,  (  le  corps  est  censé  se  trouver  dans 

l'état  de  repos  lorsque  l'impulsion  lui  est  donnée)  U  force  accélératrice 

^  sin.  ^  deviendra  une  force  retardatrice;  on  aura,  v  étant  la  vitesse  au 

dv 
bout  du  temps  t,  — j —  ■=»  — -g  sin.^  d'où  ,  en  observant  que  l'état 

initial  dtmne  /=oet  v=Uj 

(r) v=U—gt9m.Û, 

ensuite  x  étant  la  distance  du  mobile  à  son  point  de  départ  au  bout  du 

temps  tj  on  a  en  substituant,  pour  Vj  sa  valeur  • — j— 

,  ,  „         .       1   .     /)  C  *  *t  ï  «ont  Dais 

(2) »'=C'-T«-''»in-<i'J.„„„ble 

et  enfin  éliminant  t  entre  les  deux  équations  précédentes 
I  i/S^  U» —  a.xg%m.û t 

(3)  •  ■  •  <      I/'  —  v^  ^c  =  £/■  lorsque  a;  !=  o. 

f  2gs\n.0  i 

Ce  sont  eno^e  les  phénomènes  du  mouvement  libre  d'ascension 
verticale  qui  auraient  lieu  si  la  force  de  la  pesanteur  était  diminuée 
^ans  le  rapport  de  i  :  sin.  0. 

778.  Faisons  entrer  en  copsidération  }e  frotteineot  dti  mobile  sur  |e 
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ptao  incliné,  en  supposant,  conformément  à  ce  qui  a  été  expliqué  art. 
&IS.  et  suivants,  que  cette  résistance  est  égale  au  ]>roduit  de  la  pressioD 
normale  par  un  nombre  constant  y  déduit  de  l'observation.  D'après  les 
prîncifies  précédemment  posés,  la  pression  normale  a,  pour  mesure  >  dans 
le  cas  actuel,  la  quantité  de  mouvement  élémentaire  m^^^/cos.  ^  impri- 
mée à  m  perpendiculairement  au  plan  incliné,  et  lait  par  conséquent  va- 
riera chaque  instant,  dey/n^^/^'Cos.i?,  la  quantité  de  mouvement  effecti- 
ve du  mobile  dans  le  sens  de  la  ligne  parcourue.  Appliquant  d'abord  cette 
détermination  au  cas  du  mouvement  de  descente  on  aura ,  pour  la  valeur 
de  la  quantité  de  mouvement  élémenlaire  imprimée  à  chaque  instant  au 
mobile  dans  le  sens  de  la  ligne  parcourue,  mg^Jt  sin.  û — fmgdlcos.0. 
La  différentielle  de  la  vitesse  sera  donc  ^<// (sin.^-^ycos.^)  et  la  force 
accélératrice ^sin.^—ycos.^.  En  substituant  cette  expression  à  ^in.^, 
dans  les  équations  de  l'art.  776,  on  aura  celles  qui  donnent  les  relations, 
entre  x,  v  et  tj  eu  égard  au  frottement  j  savoir  : 
V  =  gt  (sin.  0  —fcQSÛ); 
I  a;  =  ^^/*  {sin.tf— /cos.j^); 
(i) /   c  =  Ka^  (sin.  Û—fcos.  û)s 


%g  (sin.  0 — ycos,  0) 

dans  le  cas  du  mouvement  d'ascension ,  la  vitesse  initiale  étant  ÏJ , 
comme  à  Tarticte  précédent;  on  a  dv=: — gdt{fim.0  +  f  cos.0)  parce 
que  la  pesanteur  et  le  frottement  se  réunissent  pour  diminuer  la  vitesse 
V  qui  a  lieu  au  bout  du  temps  tj  il  faut  donc,  alors,  substituer,  dans 
les  équations  de  l'article  cité  ,  g  (siri.  0  +ycos.  0)  ^g  sin.  0,  ce  qui 
donne 

'  v  =  V  ~  gt  (sin.  0  +/C0S.  0)j 

1  x=Vt-—^gi'^{sia.0-\-f^cos.0)s 

(a) )  v^=U^— s.gxij\n.0+f  COS.  0)j 

2g  (  sin.  0  +y  cos.  0) 

Les  équations  (i)  seraient  celtes -du  'mouvement  libre  de  descente 
verticale,  qui  aurait  lieu  si  la  pesanteur  était  diminuée  dans  le  rap[wrt 
de  I  ;  (sin.  (?— jTcos.  0)j  et  les  équations  (2)  seraient  celles  d'un 
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moiivement  libre  d'ascension  verticale,  dans  l'hypottièse  oii  ce  rapport 
de  diminution  serait  celui  de  i  :  (sin.^+y"cos.  û)  j  il  est  à  remarquer 
que  l'introduction  du  frottement,  dans  l'analyse,  rend  ta  valeur  nu- 
mérique de  la  force  accélératrice  applicable  k  la  descente ,  différente  de 
celle  de  la  force  retardatrice  qui  s'applique  à  la  montée,  ces  valeurs  nu- 
mt'riqwes  étant  égales  entr'elles  lorsqu'on  fait  abstraclion  du  frottement. 
Cette  circonstance  tient  à  ce  que  le  sens  suivant  lequel  la  résistance  du 
frottement  a  son  effet  dépend  de  celui  du  mouvement  du  mobile  auquel 
it  est  toujours  opposé,  ce  qui  présente  un  cas  semblable  à  celui  dont  il  a 
été  question,  art.  ySp  et  744,  à  l'occasion  du  mouvement  vertical  d'un 
corps  dans  un  milieu  résistant. 

Propriétés  du  mourement  d'un  corps  pesant  sur  nn  plan  incliné. 

779.  Dans  le  cas  du  mouvement  de  descente  auquel  se  rapportent  les 
équations  de  l'art.  776,  lorsque  le  mobile  a  parcouru  la  longueur  .t  sur 
le  plan  incliné,  il  s'est  abaissé  verticalement  au>dessous  de  son  point 
de  départ,  d'une  hauteur  xsin.  ^  et  s'il  fut  tombé  librement  de  cette 
hauteur  dans  une  direction  verticale  il  aurait,  art.  708,  acquis  une 
vitesse  ^  p^ig.xi,\a.$  j  mais  c'est  là,  précisément ,  la  valeur  de  la 
vîtesse  qu'il  a  acquise  dans  son  mouvement  sur  le  plan  incliné,  donc 
«  sa  vitesse  à  chaque  instant ,  sur  ce  plan ,  est  due  à  la  hauteur  qui  me  " 
«  sure  son  abaissement  vertical  au-dessous  de  son  point  de  départ.  •> 
Il  faut  se  rappeler  que  la  vîtesse  initiale  a  été  supposée  nulle. 

780.  Dans  le  cas  du  mouvement  d'ascension,  dont  les  équations  ont 
ité  données  art.  777,  la  vîtesse  initiale  V  du  mobile  est  entièrement 

épuisée,  (équation  3)  lorsqu'il  est  à  une  distance  : — 3-  de  son 

point  de  départ,  ou  lorsque  son  élévation  verticale,  au -dessus  de  ce 

point,  est  égale  à : — 5-  x  sin.  0  =: j  mais  cette  valeur  est, 

art.  711 ,  celle  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  U ,  donc  dans  ce 
second  cas,  «  le  mobile  monte  le  long  du  plan  incliné  jusqu'à  ce  qu'il 
«  se  soit  élevé  au  dessus  de  son  point  de  départ  à  la  hauteur  verticale 
«  due  k  sa  vitesse  initiale.  » 

781.  On  peut  substituer  au  plan  incliné  le  long  duquel  lé  mobile 

monte 
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monte  ou  descend  la  ligne  parcourue  sur  ce  plan,  et,  comme  tous  les 
résultats  précédents  sont  indépendants  de  l'inclinaison  O,  on  [>eut  dire 
généralement  «que  deux  plans  fixes  horizontaux  étant  placés  à  une  dls- 
«  tance  verticale  H  l'un  de  l'autre,  si  un  point  matériel  pesant  passe 
«  du  plan  supérieur  au  plan  inférieur  le  long  d'une  droite  formant  un 
«  angle  quelconque  avec  ces  plans,  droite  dont  la  longueur  se  trouve  par 
«  conséquent  arbitraire,  il  aura  acquis,  en  arrivant  au  plan  inférieur,  une 
*  vîtesse  due  à  la  distance  verticale  ff;  et  ce  mobile  pourra  remonter,  le 
«  long  de  cette  ligne,  du  plan  inférieur  au  supérieur,  si  on  lui  imprime 
«  une  vitesse  initiale,  dans  le  sens  de  la  même  ligne,  due  à  la  hauteur  H^ 
«  laquelle  vîtesse  sera  éteinte  à  son  arrivée  au  plan  supérieur»  je  ferai 
voir,  par  la  suite  que  ces  propri^-tés  ont  encore  lieu  si  le  mobile  au  Heu 
de  parcourir  une  ligne  droite,  entre  les  deux  plans,  parcourt  une  courbe 
continue  quelconque. 

78a.  Voici  une  autre  propriété  liée  à  la  théorie  du  tautockronisme 
et_ découverte  par  Galilée  avant  qu'il  fut  question,  parmi  les  géomè- 
tres, des  courbes  Taatochron.es  dont  je  parierai  dans  la  sfi.  section 
de  cette  2«.  partie  du  cours.  Si ,  dans  l'hypothèse  de  la  descente  du 
mobile  le  long  du  plan  incliné,  traitée  à  l'article  776,  on  mène  par 
le  point  où  ce  mobile  se  trouve  au  bout  du  temps  /  une  perpendi- 
culaire sur  la  ligne  a;  parcourue,  qui  aille  rencontrer  la  verticale  me- 
née par  l'origine  supérieure  de  la  même  ligne  x ,  la  distance  entre 

cette  origine  et  le  point  de  rencontre  aura,  pour  valeur,  — :'     -■  j  et 

le  temps  qu'un  grave  employerait  pour  descendre  librement  de  cette 

hauteur  verticale  — - — 7:-  serait,  art.  708, 1/ : — ^r  J  ce  temus  se- 

sm.  ff  V      ff^*"-  ^ 

rait  donc,  art.  776,  égal  à  celui  que  le  corps  a  employé  pour  parcourir 
la  ligne  x  le  long  du  plan  incliné. 

Si  dans  le  plan  vertical,  qui  renferme  x  et  la  verlicale  menée  par 
l'origine  de  celte  même  longueur  x,  on  construit  un  demi  -  cercle 
dont  celte  origine  soït  le  point  supérieur ,  et  dont  le  diamètre  soît 

vertical  et  égal  â  — ; — ^  _,  l'espace  parcouru  x  sera  une  corde  de  ce 

demi  -cercle  ;  te  mobile  m  étant  ensuite  supposé  parcourir,  en  vertu  de 
la  pesanteur,  upe  autre  corde  (quelconque  de  ce  demi-cercle^  menép 
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par  son  point  supérieur,  si  on  observe  que  la  perpendiculaire  à  cette 
seconde  corde,  menoe  par  son  point  inférieur  dans  le  plan  du  cercle-, 
|:)asse  aussi  par  l'extrémité  inférieure  du  diamètre  vertical,  on  aura,  ehtre 
les  temps  respectivement  nécessaires  pour  parcourir  la  nouvelle  corde 
et  pour  descendre  librement  le  long  du  diamètre ,  le  même  rapport 
d'égalité  que  présentait  le  mouvement  sur  la  première  corde ,  ce  qui 
fournit  le  théorème  suivant  «  un  demi-cercle  étant  construit  sur  un  dia- 
«  mèlre  vertical ,  le  temps  employé  par  un  grave  à  descendre  librement 
«  le  long  de  ce  diamètre ,  est  égal  au  temps  pendant  lequel  ce  grave 
<«  parcourrait  une  corde  quelconque  menée  par  le  point  supérieur 
«  du  demi -cercle  s'il  glissait  le  long  de  cette  corde  en  vertu  de  sa 
«  pesanteur.  « 

Mouvemant  de  deux  points  matériels  pétants,  posés  sur  des  plani  incliné* 
adossés  et  liés  l'un  à  l'autre ,  en  ayant,  ou  non ,  Égard  à  la  résistance  du 
frottement. 

783.  Je  désigne  par  m'  et  m"  deux  points  matériels  ,  ou  corps  mo- 
biles pesants,  posés  surdes  plans  inclinés  adossés,  qui  ont  une  hauteur 
et  une  base  commune,  et  auxquels  on  peut  substituer,  si  l'on  veut, 
deux  lignes  situtes  dans  un  plan  vertical  ayant  leurs  extrémités  in- 
férieures sur  une  même  horizontale,  et  se  coupant  au-dessus  de  celte 
horizontale  en  un  point  oii  se  trouve  le  sommet  commun.  Je  sup- 
pose que  l'horizon  forme  un  angle  ff  et  un  angle  0" ^  respectivement, 
avec  le  plan,  ou  la  ligne  inclinée,  qui  supporte  m'  et  m" }  un  fil  inex- 
tensible parfaitement  flexible  et  dont  je  négligerai  la  pesanteur,  dans 
ce  premier  problème,  lie  m'  à  m" ,  en  passant  par  le  sommet  commun, 
oïl  on  peut  concevoir  une  poulie  infiniment  petite,  sur  laquelle  passe 
le  fil ,  tout  étant  disposé  de  manière  que  ce  même  fil  soit,  de  part  et 
d'autre  du  sommet  commun,  parallèle  à  chacun  des  plans  inclinés. 

Dans  cet  état  de  choses,  si ,  pendant  le  mouvement  du  système,  le  fil  qui 
unit  m'  à  tr^'  est  toujours  tendu,  ces  deux  corps  se  mouvront  avec  la 
même  vitesse  chacun  sur  leur  plan  incliné;  à  un  instant  quelconque  la 
pesanteur  leur  imprimeraj  art.  yyS,  des  quantités  de  mouvement  élé- 
mentaires respectives  m'gdt  sin.  0"  et  m"gdt  sin.  0" j  lesquelles  produi- 
ront, sur  le  fil,  des  tractions  dirigées  en  sens  opposés;  d'après  cette 
circonstance  et  celle  de  la  vitesse  coniniùne ,  la  variation  de  la  quan- 
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litê  de  mouvement  du  système,  à  l'instant  dont  il  s'agit^  sera  (■gale  à 
la  quantité  de  mouvement  élémentaire  qu'acquerrait  le  même  système, 
en  supposant  les  corps  m'  et  m"_,  qui  le  composent,  juïta-posés  et  ani- 
més, en  sens  contraires,  des  vitesses  élémentaires  respectives  ^i//sin.  ff'. 
et  gdt  sin.  ff'~  J'ai  fait  voir  que  cette  quantité  de  mouvement  de  la 
masse  m'  +  m"  aurait  pour  valeur  m' gdt  sin.  ff —  m"gdt  sin.  8"  ou 
gdt  {m' sin.  ff —  m"  sin.  ff''),  quantité  positive  si  on  a  m' s.  ^  !>  m"  s.  ff'j 
cette  dernière  condition  sera  censée  avoir  lieu,  et,  en  désignant  par 
A  f  B  et  C,  respectivement  ,  le  point  inférieur  du  plan  incliné  qui 
porte  m",  le  sommet  commun,  et  le  point  inférieurde  l'autre  plan  in- 
cliné, la  vitesse  positive  sera  prise  dans  le  sens  ABC. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  qu'en  appelant  c  la  vitesse  au  bout  du 
temps  tj  la  variation  de  de  cette  vitesse  sera  égale  à 

gd/  (m'  sin.  û"  —  m"  sin,  û")  .       .,  ■  ,    ^ 

^ — i ; ;;        -■  ■  ■"  - ,  et  qu  cn  desicnant,  par  A  .  la  force 

m  +  m  '^ 

accélératrice  commune ,  on  aura 

g  (m' sin.'â'  —  m"  sin.  0") 

^~^  m'+m" 

I^a  valeur  de  cette  force  accélératrice  a  la  même  forme  que  celle  de  la 
vitesse  commune  de  deux  corps  dure,  lorsque  ces  corps  se  sont  cho- 
qués en  sens  directement  opposés ,  parceque  Tune  et  l'autre  valeur  sont 
obtenues  par  des  considérations  exactement  semblables. 

784.  Substituant ,  pour  #  j  dans  l'équation  précédente ,  sa  valeur 

■~ —  _,  on  a  par  l'intégration  l'expression  de  c  en  tj  substituant  ensuite, 

dans  l'équation  entre  c  et  tj  pour  c  sa-  valeur  -■  ■■—  (ix>  est  l'espace  par. 

couru  par  chacun  des  corps  pendant  le  temps  /),  on  a,  par  une  seconde 
intégration,  l'expression  de  x  en  '^  et,  par  spite,  la  relation  entre 
j;  et  <».  '^ 

On  peut,  au  lieu  de  faire  les  calculs  que  je  viens  d'indiquer,  observer 
que  le  mouvement  du  ^stéme,  considéré  quant  k  la  relation  entre  Xj  v 
et  t  est  le  même  que  celui  d'une-  masse  composée  de  l'agrégation  de» 
'deux  masses  pi'  »t  n*"^  qui  se  mouvrait  d'im  mouvement  de  descente 
yertical  et  libre  dans  l'hypothèse  où  la  force  de  la  pesanteur  serait  di* 
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,,  .      ,  ,  '  m'sin.^  —  m."&\n.0"      . 

minuep  et  réduite  a  la  partie ; ;; de  son  inten- 

*^  m'  +  m" 

site  naturelle;  il  suffît  donc,  pour  déterminer  les  lots  du  mouvement 

avec  la  condition  des  valeurs  initiales  t^o,v  =  o,  x  =  o,  de  substituer, 

dans  les  équations  de  Part.  708,  v  =  gtj  x^  jffi'J  p^= j  l^  quan- 

.  ,     m'sm.ff' — m"sm.d"        .  ,  .  ,  .    , 

tite  ■;-— — jT ^  a  la  quantité  gj  ce  qui  donne 

,  ,  m'sln.  ^  —  m"  %va.ff' 

(0 ♦■  = 


m'  +  m" 

' — m 
m'  +  / 


,  ,  m'ûn.ff — m"s\n.û" 

W  •  •  •  ^  =  T- -tx^t; «>'' 


/ov  I  //'  iim'sm.ff  —  m"s\n.0")        \ 

'^'  •  •  ■  "=  y{- — larr^. ^^^j- 

Le  cas  où  on  a  m' sîo.  0'  =  m"  sin.  0"  rend  ta  force  accélératrice  du 
système  nulle,  et  c'est  le  cas  d'équilibre  de  l'art.  532,  lequel  a  lieu 
lorsque  les  poids  sont  en  raison  réciproque  des  longueurs  des  plans 
inclinés  qui  les  supportent  (voyez  l'article  cité). 

785.  Lorsqu'on  veut  avoir  égard  à  la  résistance  du  frotlementilfaut  di- 
minuer la  quantité  de  mouvement  élémentaire  j;^/(OT'8in(?' — m"sinÛ") 
qui,  abstraction  faite  de  cette  résistance,  produirait  la  variation  de  la 
vitesse  commune,  d'une  partie  des  quantités  de  mouvement  élémentaires 
auxquelles  sont  dues  les  pressions  normales  aux  plans  inclinés,  laquelle 
partie,  d'après  les  déterminations  précédentes,  art.  778,  a  pour  valeur 
f  gdi  {m'  cos,  ff'  +  m"  cos.  û")^  en  continuant  à  désigner,  par^j  le 
rapport  du  frottement  à  la  pression.  La  force  accélératrice,  désignée 
par  ^^  aura  ainsi  pour  valeur 

gdl\m'(sm.Û'—fcQS.0')  —  m"(s\n.Û"+/co$.0")\  _ 

9—  m''+  m"  '"'' 

et  pour  déterminer  tous  les  phénomHes  du  mouveiqent  dans  l'hypothèse 
des  valeurs  initiales  £=0j  c=;ço,  et.r  =  Oj  on  substituera  à  g- dan» 
les  équations  v=^gt,  x=  j^z*  et  c=s  Vlëlg  ,  de  l'art,  708,  la  valeur 
dc^  qu'on- vient  d'obtenir. 
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Application  de  la  théorie  exposée  daua  le  chapitre  précédent  à  U  solution 
d'un  problème ' qui  rend  lengible  la  diSereuce  déi  etTets  de  la  percustion  4 
ceux  de  la  pression.  Détails  à  ce  sujet. 

786.  La  valeur  de  la  vitesse  v  art.  784  a  été  déduite  de  Téquation 

dv  m'sîn.û' — m"s\n.Û"  , 

— ; —  = î 77 g,  en  se  donnant, pour  condition, 

al  m  •{•  m  ' 

que  la  vitesse  initiale  était  nulle  ;  on  peut  faire,  sur  cette  vitesse  tni* 

tiale,  une  hypothèse  qui  rendra  très-sensible  la  différence  des  effets 

de  la  percussion  à  ceux  de  la  pression.  Je  continue  à  supposer,  comme 

à  l'article   éité ,  que  m'  sin.  0"  >  m"  sin.  ô"  et  qu'ainsi ,  abstraction 

faite  de  toute  force  étrangère  à  celle  de  la  pesanteur,  le  poids  m'  est 

prépondérant  et  doit  en  descendant  sur  son  plan  incliné  c'est-à-dire, 

en  marchant  dans  le  sens  BC^  faire  monter  m"  vers  le  sommet  commun 

des  deux  plans,  ou  le  fai  re-mouvoir  dans  le  sens  jiB  (voyez  art.  788 

les  positions  des  lettres  A^B,  C)j  mais,  si  au  premier  instant  du 

mouvement  m"  reçoit  dans  le  sens  BA  une  impulsion  capable  de  lui 

imprirher  une  vitesse  finie  u^  à  ce  premier  instant  le  système  acquerra 

les  quantités  de  mouvement  m"  u  +  m"  gdt .  sin.  6"  dans  le  sens  BA  et 

m' gdtsm,  ff  dans  le  sens  BC }  la  vitesse  résultante  aura,  pour  valeur, 

.-       m"(-u-\-gdi.%m.ff") — m^  gdtim.ff  m"  n 

art.  768  ,  i /  ,      „ j  ou  ;-- — jj—j^ 

'  dans  le  sens  CBA  contraire  au  sens  du  mouvement  résultant  de  l'action 

de  la  pesanteur  d'après  la  condition  Wsin.  ff  >  m"  sin.  ff'.  Il  faut  donc, 

■  pour  avoir  égard  à  cette  circonstance,  déterminer  la  constante  arbitraire 

,,,,,,             -,       (m' sin.  ^  —  m"  %\n.ff')eC     ,      , 
dans  l'intégrale  v  =  C-\-  i y- — y, i-2~   de    l'équation 

dv            m'sm.ff  —  m"sin.ff'  . 

~'Tr  = T~z — //  gj  en  posant  les  équations  simul- 

...  m"  u  ■  j  ^  m"  u 

tanées  /  =  o^  c  =: -, 77-  ,  ce  qui  donne  C-  = ; n-.  et 

m  +m'     '       ^  m'-\-m." 

—      ("^'sin.  ff  —  m"  sin.  ff')  gt  —  m"  u 
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787.  On  voit  par  celle  équation  que,  quelque  soit  k  prépondérance 
du  poids  ot'  sur  le  poids  m"  ou  la  différence  entre  m'  sin.  ff  et  m" 
sin.  ff' j  la  plus  petite  quantité  de  mouvement  finie  imprimée  à  ot" 
doit,  pendant  un  temps.fini,  empêcher  l'effet  de  cette  prépondérance, 
et  faire  mouvoir  le  système  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu'aurait  son 
mouvement  en  vertu  de  l'action  continue  et  nuancée  de  la  pesanteur. 
Mais  cette  dernière  force,  après  avoir,  d'abord,  cédéà  l'impulsion  brusque 
donnée  au  système,  détruit  ensuite,  par  des  gradations  insensibles,  l'effet 
de  cette  impulsion,  de  manière  que,  lorsque  /  a  acquis  une  valeur  telle 
qu'on  a  (m'  sin.  ff  —  m"  sin.  ff')  gt  —  m"u  =  o  ^  ce  qui    donne 

/=     ; — —■ — ûi 7r~- — 77T\ —    ,  la  vitesse  initiale  rétrograde,  ou  né- 

{m  &\n.fr — m"  sm.ff")g    '  .         *>        ' 

gative,  est  entièrement  éteinte,  et  le  système  commence  à  se  mouvoir 

comme  s'il  partait  de  l'état  de  repos  ou  qu'il  fût  abandonné  à  l'action 

naturelle  de  la  pesanteur  sans  vitesse  initiale. 

788.  Pour  présenter  les  résultats  précédents  sous  la  forme  la  plus 
simple,  on  peut  supposer  que  les  angles  ff-  et  ff'  sont  deux  angles  droits, 
ou  que  les  cox^  m'  et  m"  «ont  attachés  aux  extrémités  des  deux  parties 
verticales  d'un  m<L-me  fil  qui  passe  sur  la  gorge  d'une  poulie  dont  l'axe  est 
fixe  et  horizonttd  ;  supposant,  de  plus,  qu'au  premier  instant,  le  corps  m', 
dont  le  poids  est  censé  surpasser  celui  de  m",  et  ce  corps  m",  sont  dans 
un  même  plan  horizontal,  où  se  trouve  l'origine  de  x ,  (les  x  positives 
se  comptant  au-dessous  de  ce  plan  du  côté  de  m',  ou  au-dessus  du  même 
plan  du  côté  de  m"  )  et  qu'enfin  &  ce  même  premier  instant  le  poids  m" 
tombe  d'une  hauteur  li,  ce  qui  donne  um"  =  m"  yagiT,  valeur  de  la 
quantité  de  mouvement  initiale  imprimée  au  système,  dans  un  sens 
contraire  à  celui  du  mouvement  que  prendrait  ce  système  en  vertu  de 
l'action  naturelle  et  non  contrariée  de  la  pesanteur;  ces  di  velues  conditions 
introduites  dans  l'analyse  de  l'art,  précédent  donnent,  en  désignant  par  ^ 
U  force  accélératrice  qui  a  lieu  et  par  r,  la  hauteur  due  à  la  vitesse  c^ 


(•) #= 


m'  +  /n" 


_    {m!  —  m")gl—nm"     _  J2,^[A;g"»  +  (/»i''— ro"').r3i' 
m'  +  /7ï"  m!  +  m" 

T  ( g''  —  g'" )i;^'  -^  " ""  '  (m'  +  m")' »;  —  ;»»"» 
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quelque  soit  la  petitesse  de  m"  par  rapporta  nJ ,  ce  dernier  qui  devrait 
naturellement  descendre,  vu  sa  prépondérance,  n'en  sera  pas  moins 


um 


obligé  de  remonter  pendant  un  certain  temps  égal  à   — -, — ,■ ,,.  ■, 

jusqu  à  une  hauteur tj— - — 77^-  j  ce  temps  et  cette  hauteur  pour- 
ront être  d'une  petitesse  extrême,  qui  rendra  leurs  évaluations  impossibles 
par  la  voie  de  l'observation,  mais  ils  auront  toujours  des  valeurs  (înies. 

Soient,  par  exemple,  m"  = et  h=  \ g,  d'où  u^=g}  le 

r  '  I 00000 

temps  de  l'ascension  de  /«'  aura  pour  valeur  une  fraction  de  seconde 

=  -■ (sexagésimale  ou  décimale  suivant'  que  k  se  rapportera  à 

99999    ^       ^  ^     6         Yv 

la  division  du  jour  moyen  en  86400  ou  en  looooo  parties)  et  la  hauteur  , 

de  son  élévation  sera  égale  à  ^ ,  ce  qui ,  pour  la  plus  forte 

9999999999  ■_ 

des  deux  évaluations  de  g ,  ne  fait  pas  la  deux  millionième  partie  d'un 
millimètre;  ces  quantités,  que  le  calcul  apprécie,  ne  peuvent  être 
mesurées  par  aucun  moy  enmécanique. 

789.  Ces  résultats  rendent  sensibles  les  relations  qui  existent  entre  les 
effets  de  la  percussion  et  ceux  de  la  pression,  relations  qui  ont  été 
d'ailleurs  complètement  établies  par  les  notions  précédemment  données, 
ainsi  une  force  de  percussion,  quelque  petite  qu'elle  soit  par  rapport  aux 
forces  de  son  ordre,  doit  toujours  l'emportçr  sur  la  plus  grande  force 
de  pression j  d'un  autre  côté ,  cette  dernière  peut,  en  exerçant  une 
action  conllnue ,  Anénutx  graduellement  l'efTet  de  la  première  et  le 
détruire  enfm ,  mais  cette  destruction  d'effet  n'a  lieu  qu'au  bout  d'un 
temps  fini. 

Les  détails  dans  lesquels  je  viens  d'entrer  fournissent  le  moyen  de 
rapporter  à  des  notions  exactes  certaines  propositions  qui  paraissent 
manquer  de  justesse  et  qui  en  manquent,  même  effectivement ,  si  on 
les  prend  dans  le  sens  littéral  que  quelques  personnes  leur  attribuent. 

On  trouve  par  exemple,  dans  des  ouvrages  qui  traitent  de  l'art  des 
constructions ,  des  procédés  pour  peser  le  coup  d'un  mouton  de 
sonnette  sur  la  tête  d'un  pien  ,  celui  d'un  marteau  employé  à  en  - 
foncer  un  clou  dam  une  planche ,  etc.  Gautier ,  dans  son  traité  des^ 
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ponts  ,  mesure  le  poids  du  coup  de  marteau ,  par  celui  d'un  corpg 
qui,  pos^  sur  la  tête  du  clou,  firrait  pénétrer  sa  pointe  dans  la  planche, 
à  la  même  profondeur  que  ce  coup  de  marteau  ;  (')  pour  ramener  l'as- 

(*)  ■  Il  n'y  a  pas  de  doute,  dit-îl ,  que  la  pesanteur  du  corps  de  l'un  saot 
u  inouTcmeot ,  ne  toit  eu  raison  réciproque  à  la  vitesse  du  coup  de  marteau 
u  de  l'autre.  »  Malgré  le  peu  de  netteté  de  cette  énonciation ,  on  voit  que  l'au- 
teur établit  un  rapport  entre  des  quantités  de  l'ordre  mgdl  et  des  quantités  de 
l'ordre  jVf,  sans  même  rieo  statuer  sur  la  valeur  de  la  masse  70.  L'ouvrage 
de  Gautier  est  du  commencement  du  18'.  siècle  ;  les  principes  sur  la  loi  de 
coniinuité  dans  les  efiett  des  farces  motrices,  quoique  bien  établis  dès  le  com- 
mencement du  17*.  siècle  ,  ont  encore  été  longtemps  méconnus  par  des  ingé- 
nieurs et  des  savants  recommandablcs  d'ailleurs.  Marlottc  dit  avoir  éprouvé 
qu'un  cylindre  de  verre,  de  deux  lignes  de  diamètre,  était  écrasé,  dans  le  sens 
de  son  diamètre,  soit  par  vme  pression  de  400  livres  ,  soit  par  le  choc  d'une 
masse  de  fer  du  poids  de  2  livres  z  onces ,  tombant  de  7  pouces  de  hauteur  ; 
et  Ec  fondant  sur  cette  expérience,  dans  laquelle  il  faisait  un  rapprochement  sem- 
blable à  celui  de  Gailticr,  cité  dans  le  texte,  il  en  concluait,  k  une  époque  oil 
les  découvertes  de  Galilée  étaient  publiques  depuis  plusieurs  années ,  qu'un  corps 
livré  à  la  seule  action  de  la  pesanteur  avait,  dés  le  premier  instant  de  sa  chute, 
une  vitesse  finie  d'environ  quatre  lignes.  Il  donne  cette  expérience  à  l'appui  de 
]  a  proposition  XI  de  son  traité  de  la  percussion  ainsi  connue  :ii  Un  corps  qui  tombe 
a  dans  l'air  libre,  commence  h  tomber  avec  une  vitesse  déterminée  et  qui  n'est 
«  pas  iftjînimenl  petite  ;  c'est-à-dire  qu'elle  est  telle  qu'il  y  en  peut  avoir  de  . 
cr  moindres  en  diflcrents  degrés,  car  (ajoute-t-il  aussitôt  après}  il  est  impo*- 

■  sible  qu'un  mouvement  soit  sans  une  vitesse  déterminée  ,  et  entre  le  mouvc- 
n  ment  et  le  repos  il  n'y  a  point  de  milieu;  donc,  sitôt  qu'il  est  en  mouvement, 

■  il  a  une  crriaiiie  vitesse.  ■  Cet  exemple  ,  celui  de  Descartes  que  j'ai  cité  , 
i  propos  des  lois  de  la  communication  du  mouvement ,  et  d'autres  que  je  pour- 
rais y  joindre  ,  font  voir  combien  les  vérités  naissantes  ,  les  plus  simples  , 
celles-U  même  qui  deviennent  ensuite  vidgaires ,  ont  de  la  peine  &  se  produire; 
et  comment  elles  se  trouvent  quelquefois  entravées  dans  leur  mardrc  par  de 
très-bons  esprits.  L'influence  fâcheuse  des  erreurs  appuyées  de  l'autorité  d« 
ces  bons  esprits  se  fait  encore  sentir  longtemps  après  que  les  hommes  instruit! 
n'ont  plus  qu'une  opinion  sur  les  théories  contestées  à  l'époque  de  leur  nou- 
veauté. Je  trouve  la  preuve  de  cette  assertion  dans  un  ouvrage  sur  la  stienco 
de  ringénieur  des  Pofits  et  Chaussées  ,  publié  récemment;  l'auteur  conclut 
de  l'cxpértAttce  de  Mdriottc  sur  \a  rupture  d'un  cylindre  de  verre  de  deux  lignes 
de  diamètre,  ci-dclsue  ctfée,  la  pression  qui,  suivant  lui,  é<juivnut  au  choc  d'ua 
mouton  de  eonnettc  de  600  livrer,  tombant  de  4  pieds  de  hauteur.  C'est  tirer, 
4'ttn  fait  insigni£aut,  une  conséquence  également  bazardée  et  dangereuse. 
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WrCion  à  une  éncHicîation  précise,  il  faut  dire  que  si  une  masse  âc  fer 
m  j  animée  d*une  vUesse  V^sgïij  due  k  une  certaine  hauteur  A  j  elfrap. 
pant  le  clou  avec  celte  vitesse,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  tombant 
de  la  hauteur  h  sur  la  tête  du  clou ,  fait  enfoncer  sa  pointe  à  une  cer- 
taine profondeur  s,  on  pourra  toujours  assigner  un  poids  ^  qui  ,  posé 
immédiatement  sur  la  tête  du  clou,  sans  vitesse  initiale,  le  ferait  enfoncer 
'a  la  même  profondeur.  Dans  ce  sens  la  proposition  est  vraie  et  on  peut  dé- 
terminer, par  expérience,  un  nombre  indéfini  de  masses  m'j  m" ,  etc. 
qui  tombant  des  hauteurs  h' ,  h" j  etc.  opéreraient  des  enfoncements 
«'j  z''  etc.  respectivement  égaui  k  ceux  qu'on  obtiendrait  par  la  simple 
superposition  des  poids  p' ,  j^' ,  etc.  Or  si  l'on  ne  considère ,  dans  les 
comparaisons  à  établir,  que  les  fffetx  des  causes  motrices,  relatifs  aux 
enfoncements  totaux  du  clou ,  (  les  enfoncements  qui  ont  lieu  aux  ins- 
tants oïl  son  mouvement  se  trouve  éteint)  on  pourra  ,  sous  cet  aspect 
^particulier,  et  pour  abréger  le  discours,  dire  qu'il  y  a  des  percussiotis 
équivalentes  à  des  pressions  ;  maïs  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que 
YuIcHtité  ainsi  prononcée  et  qui  ne  porte  que  sur  un  des  phL-nomènei 
particuliers  du  mouvement  du  clou,  dans  chacun  de  ses  enfoncements, 
(le  seul,  à  la  vérité,  qu'on  puisse  communément  observer)  ne  suppose 
nullement  que  des  quantités  de  la  forme  Ufpdt  et  MF  sont  comparable 
et  n'établit  )a  comparaison  qu'entre  les  quantitésy(  m^ât)  et  MV.  C'est 
ce  que  rend  manifeste  l'examen  des  circonstances  physiques  qui  ac- 
compagnent l'enfoncement  du  cloi/  ;  ce  corps ,  depuis  le  moment  où  il 
commence  à  être  on  frappé  ou  pressé ,  jusqu'à  celui  où  ii  parvient  à 
«on  maximum  d'abaissement,  se  meut,  pendant  un  temps  fini,  et  or- 
dinairement très-court,  d'un  mouvement  varié,  dans  lequel  la  résistance 
àe  la  matière  qu'il  pénètre  fait  la  fonction  d'une  force  retardatqce,  qui , 
au  bout  de  ce  temps  ftnt,  après  avoir  détruit,  gradueliement  la  vitesse 
finie  engendrée,  soit  au  commencement  du  mouvement  (dans  le  cas  de 
la  percussion  initiale),  soît  pendant  la  durée  de  ce  mouvement  (dans  le 
cas  d'un  poids  superposé  au  premier  instant),  fait  enfin  équilibre  aux 
forces  accélératrices  qui  letidraient  à  perpétuer  ou  h.  faire  renaître  ce 
mouvement;  ce  (|uî  s'itpplique  également,  tant  au  cas  où  le  marteau  et 
le  clou  seraient  censés  étrç des  corp$/'«/;^iVeffie«/^«w  qu'à  celui  (qut 
est  le  cas  de  la  nature)  d'un  certain  degré  de  compressibilité  et  d'élasti- 
cité de  cei  deux  Çinrpt;  dan»  ce  derpier  cas,  et  dans  celui  d'un  poids 
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initial  superposé,  la  vitesse  nulle  au  premier  instant ,  atteint  un  maxi-, 
iiium  et  diminue  ensuite  jusqu'à  son  extinction.  Dans  le  cas  idéal  de  la 
parfaite  dureté ,  le  maximum  aurait  lieu  au  premier  instant,  et  la  vi- 
tesse diminuerait  jusqu'au  dernier  instant.  Les  pliénoménes  produits  entre 
ces  deux  instants  extrêmes  échappent  ordinairement  à  nos  sens  par  i'cx  - 
cessivc  rapidité  de  leur  génération  et  de  leur  disparition,  mais  ils  n'en 
existent  pas  moins  ;  ils  offrent  des  relations  soumises  à  lai/o/  de  conti- 
nuité,  entre  les  temps,  les  vîtcffies  et  les  espaces  parcourus,  qui  va- 
rient, en  général,  avec  l'état  initial ,  mais  qui  lient  cet  élat  initial  k 
l'état  final ,  par  la  succession  de  tous  les  états  intermédiaires.  Ainsi  , 
lorsqu'on  croit  comparer  àes  percussions  et  des  pressions j  on  ne  fait 
autre  chose  que  prononcer  identité'  ou  différence  entre  certains  phé- 
nomènes dûs  à  des  causes  qui  parmi  leurs  effets  ,  soumis  à  la  lot  de 
continuité,  ont  eu  celui  de  ramener  un  système  à  l'état  d'équilibre, 
après  avoir  détruit,  graduelle  ment ,  les  vitesses  (inies  engendrées  dans 
ce  syistéme  ;  dans  quelques  cas  particuliers,  ces  vitesses  naissent  et  sont 
anéanties  sans  que  la  masse  totale  du  corps  choqué  prenne  aucun  mou- 
vement, ce  qui  offre  un  équilibre  apparent  entre  une  force  Ae  perçus- 
sionet  une  résistance  comparable  à  une /rei^/o/ïj  ce  cas  a  lieu  lorsque, 
d'après  les  relations  existantes  entre  la  quantité  de  mouvement  du  corps 
choquant,  sa  compressiùili/é ,  celle  du  corps  choqué,  et  la  résistance 
initiale  du  corps  que  ce  dernier  doit  pénétrer  pour  éprouver  un  dépla- 
cement totale  cette  résistance  égale  ou  surpasse  la  plus  grande  des 
quantités  de  mouvement  élémentaires  màdt  employées  à  produire  la 
iontpression  ;  on  voit  donc  qu'en  ayant  égard  aux  circonstances  relatives 
à  l'état  physique  ou  réel  des  corps,  qui  accompagnent  les  phénomènes  du 
mouvement ,  les  rapprochements  et  les  comparaisons  de  ces  phénomènes 
ont  toujours  lieuentre  des  quantités  de  même  nature  et  de  même  ordre. 

Théorie  de  la  machine  d'Atwood. 

790.  Atwood ,  phisycien  anglais ,  a  inventé  une  machine  pour  détermi- 
ner, par  observation,  les  lois  du  mouvement  vertical  des  corps  pesants  ; 
son  appareil ,  abstraction  faite  de  divers  accessoires  imaginé  pour  varier 
les  expériences ,  les  rendre  plus  faciles  et  plus  précises ,  n'est  autre  chose 
que  le  système  auquel  s'appliquent  les  formules  consignées  dans  l'art.  788. 
Un  lil  passant  sur  la  gorge  d'une  poulie,  dont  l'axe  fixe  est  horizontal. 
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tient  stisppndus  à  ses  cx(rriniti-s,  de  part  et  d'autre  de  la  poulie,  des 
corps  m'  et  /»"  ^  l'un  de  ces  corps  est  prépondérant  et  détermine,  par 
sa  descente,  l'ascension  de  l'autre  corps.  On  change,  à  volonté,  tant 
les  quantités  absolues  que  les  rapports  des  masses  m'  et  m"j-  on  peut' 
même,  lorsque  le  système  est  en  mouvement,  faire  en  sorte  que  le  corps 
prépondérant  perde  tout -à -coup  ou  l'excès  de  sa 'masse  sur  la  masse  dp 
l'autre  corps ,  ou  une  partie  de  sa  masse  plus  grande  que  cet  excès  ;  dans 
le  I".  côs  le  mouvement  devient  uniforme  avec  la  vitesse  qui  avait  lieir 
à  l'instant  où  les  masses  sont  devenues  égales  ;  dans  le  a<.  cas  le  mouve- 
ment devient  uniformément  retardé  avec  une  vitesse  initîiile  égale  à 
celle  dont  je  viens  de  parler.  Si  on  veut  vérifier  les  formules  de  la  com  - 
munication  du  mouvement  dans  le  choc  des  corps  duis,  on  dispose  l'ap- 
pareil  de  manière  que  le  corps  qui  monte  enlève,  en  le  choquant,  un  autre 
corps  en  repos,  les  deux  corps  continuant  ensuite  à  se  mouvoir  juxta- 
posés l'un  à  l'autre;  on  connaît  la  vitesse  du  corps  choquant  au  moment 
du  choc  par  les  relations  entre  les  çe^ces  parcounis  et  les  temps,  avant 
le  choc,  et  les  relations  entre  les  mêmes  variables,  après  le  cljoc,  font 
connaître  la  vîtesse  comihune  ïux  deux  corps  qui  en  est  résultée  à  l'ins- 
tant de  leur  rencontre  ;  des  échelles  verticales  et  un  chronomètre,  attachés 
à  l'appareil,  fournissent  les  moyens  de  mesurer  les  espaces  parcourus  et 
les  temps  coresjwndants. 

791.  Pour  avoiriles  équations  du  mouvement  du  système  que  je  viens 
de  décrire  dans  J'hypotèse  pilles  corps ///et  m"  n'auraient  aucune  vitesse 
initiale,  il  faut  faire  «  =  Oj  ou  h  =  Oj  dans  les  équations  de  l'art.  788 
ci -dessus  cité,  ce  qui  donne 

^1-^' rn'^m"    _,_i  Mm'~m'')g= 


-V^. 


J'ai  fait  observer,  art.  784,  que  les  phénomènes  du  mouvement  étaient 
ceux  qui  auraient  lieu  dans  le  cas  de  la  chute  verticale  et  libre  d'un  corps, 
si  la  force  accélératrice  naturelle  de  la  pesanteur  se  trouvait  diminuée 

dans  le  rapport  de  i  ;  ~^. ^7-  j  or  Ja  somme  m'  +  m"  des  masses 

'^^  m  +m 

étant  quelconque,  on  peut  rendre  le  rapport — ;--•■»-    aussi   petit 

qu'on  veut ,  et  donher,  par  conséquent ,  au  système  upe  force  accéléra  » 
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ti-ice  moindre  que  la  force  accélératrice  naturelle,  qui  permette  d'ob- 
server, pendant  la  durée  du  mouvement,  It-s  espaces  parcourus  et  les 
temps  correspondants ,  et  de  compter  leurs  nombres  respectifs  d'unités. 
On  rend  ainsi  sensibles  et  mesurables  des  phénomj;nes  dont  on  conclut 
les  lois  auxquelles  le  mouvement  libre  des  graves  est  soumis,  près  de 
la  surface  de  ta  terre  ;  je  ferai  voir,  dans  la  suite  du  cours,  comment 
on  peut  faire  entrer  en  considération,  dans  ces  évaluations,  le  poids 
du  fil ,  la  masse  de  la  poulie  et  la  résistance  de  l'air,  quoique,  d'apri-s  la 
disposition  des  partie»  de  l'appareil  et  la  lenteur  de»  mouvements ,  ces 
causes  d'anomalie  aient  peu  d'influence  sur  les  résultats  ;  il  est  certain 
que,  même  sans  y  avoir  égard,  on  a,  sur  le  mouvement  des  graves, 
des  déterminations  d'une  exactitude  bien  supérieure  à  celles  qu'on  a 
voulu  obtenir  dans  les  premiers  temps  où  ces  sortes  de  recherches  ont 
occupé  les  savants,  soit  en  faisant  tomber  librement  des  corps  dans  l'at- 
mosphère ,  soit  en  les  faisant  descendre  te  long  de  plans  inclinés,  droits 
ou  contournés  en  volutes  hélicoïdales. 

791.  Soit  m  la  plus  petite  des  masses  m'  et  m" ^  et  ea  l'excès  de  la  plu» 

grande  sur  la  plus  petite  ;  les  formules  de  l'article  précédent  deviendrcmt 

«  <y  I  /  2fi»yr.r  ,  " 


et  donneront  bienlâtiieu,  sous  cette  forme, à  des  remarquée  importan- 
tes. L'objet  spécial  de  la  machine  d'Atwood  est  de  vérifier  l'équation 

X  ^-Tjf'*  ■ —  f  et  lorsque  cette  équation  est  vérifiée  la  théorie 

■*'        n/n  +  o  '  T  ^ 

entière  du  mouvement  se  trouve  établie. 

Récapitalation  dei  prîncîpea  généraux  de  la  DjnaiiNque. 

793.  La  Dynamique  est  la  partie  de  la'mécanique  qui  apprend  à 
résoudre  les  questions  relatives  aux  système»  de  corps,  en  considérant 
le  mouvement  particulier  de  chaque  corps  de  ces  systèmes  comme 
produit  tant  par  les  actions  que. les  autres  corps  exercent  sur  lui ,  que  par 
les  actions  des  puissances  quelconques  auxquelles  tl  est  soumis  (art.  666). 
*  794.  Le  temps j  considéré  comme  quantité  mathématique,  entre 
essentiellement  dan»  tous -les  calculs  de  la  Dynamique;  le  mouvement 
fourrjit  le  moyen  de  le  mesurer.  L'unité  de  temps  communément  adop- 
tée, ayant  fétabUsscmeiit  du  nouveau  système  métrique  français,  était 
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la  86400*.  partie  du  jour  moyen  ,  mais  Tuaité  la  plus  convenable  à  ce 
système  serait  la  100000".  partie  du  ^our  moytn;  ces  unités  scint,  res- 
pectivement ,  désirées  par  les  noms  de  seconde  sexagésimale  et 
seconde  décimale  (art.  671  et  suivants). 

795.  Oq  employé  coritmuellem«it  en  Dynamique  les  eipressions 
temps  multiplié  par  un  espace  ,  temps  divisé  par  un  espace,  oit 

'  espace  divisé  par  un  temps  ;  il  faut  d'abord  avoir  une  notion  précise 
du  sens  a  attribuer  à  ces  expressions,  qui  n'indiquent,  réellement,  que 
des  o]>érations  faites  sur  des  nombres  abstraits  (voyez  l'art.  678). 

796.  Un  point  matériel ,  qui  décrit  une  certaine  ligne  en  se  mouvant, 
parcourt,  sur  cette  ligne,  des  espaces  qui  ont  certaines  relations  avec 
les  temps  employés  à  les  parcourir,  le  mot  relation  étant  pris  dans  l'ac^ 
ception  indiquée  à  l'art,  précédent.  Supposant  que  la  ligne  dédritesoit 
droite ,  prenant  sur  cette  ligne  un  point  fixe  pour  origine  de  la  lon- 
gueur variable  x',  qui  détermine  la  position  du  point  mobile,  et  dé- 
signant par  t  le  temps  au  bout  duquel  ce  mobile  se  trouve  à  l'extré- 
mité de  cette  longueur  œ ,  ou  a  généralement  œ  =J' (t)  ,  J" étant  lo 
signe  de  Jonction.  La  relation  x  =f  (/)  peut  être  considérée,  ou 
comme  une  donnée  par  le  fait,  ou  comme  une  hypothèse,  abstraction 
faite  des  forces  auxquelles  le  mouvement  est  dâ.  It  est  utile  et  même  in  - 
dispensable,  avant  de  passer  à  la  considération  des  causes  motrices,  de 
s'occuper  d'abord.sousle  point  de  vue  que  je  viens  d'indiquer,  du  sym- 
bole générai  d'équation  ;3;==/'(/),de  classer  les  divers  mouvements  qui  en 
sont  des  cas  particuliers,  et  d'avoir  les  expressions  de  quelques  quantités 
caractéristiques  relatives  aux  phénomènes  de  ces  mouvements.  Sans  cet 
examen  et  ce  classement  préalable  des  phénomènes  dâs  aux  causes  motri- 
ces ,  les  raisonnements  9ur  ces  causes  seraient  nécessairement  vagues  et 
obscurs,  puisqu'on  ne  peut  les  connaître,  les  comparer  entr*elles,  les 
mesurer  que  par  leurs  effets  (art.  677). 

797.  Les  quantités  caractéristiques  dont  je  viens- de  parler,  qui 
tiennent  aux  propriétés  générales  d'un  mouvement  quelconque,  se  dé- 
duisent des  propriétés  particulières  \  deux  mouvements  qu'on  peut  ap- 
peler élémentaires  j  dont  on  doit  d'abord  donner  l'analyse  complète. 
Le  premier  de  ces  mouvements  élémentaires  se  rapporte  au  cas  le 
plus  simple  de  l'équation  x=J'{t),  celui  qui  doit,  à  tous  égai-ds, 
être  considéré  le  premier,  et  qui  donne  la  relation  ge:=^E+Ft  (article 
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680  ) .  Les  espaces  parcourue  x  —  E  sont  proportionnels  aux  temps  em- 
ployas à  les  parcourir.  Le  mouvement ,  dont  cette  équation  exprime 
la  loi  ,  s'appelle  mouvement  uniforme ,  et  tout  mouvement  qui  n'est 
pas  uniforme  s'appelle  mouvement  varié. 

\je  coefficient  ^du  temps  t  est  la  valeur  de  l'espace  parcouru  pendant 
chaque  unité  de  temps  en  vertu  du  mouvement  uniforme;  c'est  une 
quantité  caractéristique  qui  distingue  un  mouvement  uniforme  de 
toute  autre  mouvement  du  même  genre;  on  la  nomme  -vitesse;  elle  se 
déduit  de  la  connaissance  d'un  espace  X^  parcouru  pendant  un  temps  T^ 

au  moyen  de  l'équation  ^=  — =- ^  qui  donne,  en  général,  l'une  dca 

trois  quantités  V,  X  eiT  par  les  deux  autres  (art.  687  et  688). 

798.  Lorsqu'on  a  donné  la  notion  de  la  vitesse  dans  le  mouvement 
uniforme  ,  une  détermination  importante  et  fondamentale  est  celle 
d'une  quantité  à  laquelle  cette  notion  puisse  convenir  et  qui  appartienne 
tt  un  mouvement  varié  quelconque.  On  s'assure  de  l'e^rlstence  de  cette 
quantité  en  considérant  que  dans  toute  loi  possible  qui  lie  les  espaces 
parcourus  aux  temps,  le  rapport  d'un  espace  «  su  temps  r  employé  à 
parcourir  cet  espace  approclie  d'autant  plus  d'être  exprimé  par  une 
équation  dé  la  forme  «ff+Ar=o,  (a  et  A  étant  des  constantes  par 
rapport  à  £  et  r)  que  f  et  r  sont  des  quantités  plus  petites.  Cette  pro- 
position peut  se.déduire  d'un  théorème ,  bien  connu  des  analystes,  qui  ,- 
lorsque  «  et  r  ont  leurs  origines  respectives,  l'un  à  l'extrémité  de  x  et 
l'autre  au  bout  du  temps  t,  x  et  /étant  liés  par  l'équation  x=J'{t), 

donne  ia  valeur  générale  —  =:/'  (/)  +  ~  rf"  (/  +  ^  r)  dans  laquelle 

les. quantités  sous  les  signesy  e\  f"  sont,  à  l'égard  de  «  et  r,  des 
çonstai)tf s  qui  se  rapportent  à  l'origine  de  ces  variables ,  et  <4  une  quan  • 
titc  déterminée,  positive  et  plus  petite  que  l'unité. 

On  conclut  de  ces  considérations  qu'à  un  instant  quelconque  le 
mobile  dont  le  mouvement  est  assujetti  Jt  une  lot  exprimée  par  l'équation 

a;  =y(/),  a  une  vitesse  v=^f'  {l)=:  —-z — ,  dont  la  valeur;  détermi- 
née pour  cet  instant,  est  variable  d'un  instant  à  l'autre  (ar^.  6^1  et 
suivants). 

dx 

799.  C'est  avec  cette  vitesse  -    ,-  ou  y*  (/)  que  le  mobile  continue- 
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rail  k  se  mouvoir  si  ,  tout-à-coup,  les  causes  qui  font  varier  son 
mouvement  cessoient  d'agir;  et  on  rapportera  cette  proposition  à  des 
termes  précis  en  disant  qu'un  mouvement  exprimé  par  l'équation 
a;=f(t)  deviendra  uniforme  k  l'instant  qui  termine  le  temps  i,  avec 


gements  tels.que  dans  l'équation  e^Tf{t)  +  f  '^f  {t-^Xr) ,  déduite  de 
la  précédente,  le  terme _/"(/  +  ^ï'). se  réduise  k  ?éro,  ce  qui  peut  avoir 
lieu  soit  par  l«  suppression  des  forces  soit  parleur  équilibre  (art.694). 

800.  Un  mouvement  varié  est  dit  accéléré  ou  refardé  suivant  que 

dx 
—y—  augmente  ou  diminue  dans  les  instants  suAessifs  de  sa  dui-éé;  il 

peut  se  faire  que  ce  mouvement,  sans  cesser  d'être  exprimé  par  une 
même  équation,  soit  alternativeme^it  accéléré  et  retarde  ou  récîpro-  ' 
quemcnt  (art.  68a). 

801.  L'expression  générale  de  la  vitesse  fournit  le  moyen  d'appliquer 
l'analyse  au  second  des  mouvements  élémentaires  dont  il  a  été  question 
au  commencement  de  l'art.  797.  Ce  mouvement  est  celui,  dans  lequel 
la  relation  de  la  vitesse  au  temps  est  la  mémo  que  celle  de  l'espace 
parcouru  au  temps  dans  le  premier  mouvement  élémentaire 3  celui 
qui  a  le  nom  de  moiivemement  uniforme  j  on  a  donc,  dans  ce  cas, 
f  =  Z7+  gt  à'oii  on  déduit  .t^  E-^Ut-\^  tS^^-  Ce  mouvement  s'ap- 
pelle mOHvem.ent  uniformément  varié  et  le  signe  supérieur  ou  infé- 
rieui;  du  terme  multiplié  par  g  s'applique  respectivement  au  cas  où 
ce  mouvement  est  accéléré  et  à  celui  où  il  est  retardé  (art.696  et  697). 

Soa.Laquantitéyest  ici  une  quantité  caractéristique  correspondante 
k  la  caractéristique  V  du  mouvement  uniforme  ;  c'est  la  vitesse  acquise 
ou  perdue  par  le  mobile  pendant  chaque  unité  de  temps  ;  elle  distingue 
un  mouvement  uniformément  varié  de  tout  autre  mouvement  de-même 
espèce;  on  lui  a  donné  le  nom  àcforce  accélératrice ^  et,  cependant, 
cette  dénomination  est,  tout-à-fait,  indépendante  de  la  considération 
de  la  force  motrice  et  nç  porte  que"  sur  la  considération  immédiate  des 
.effets  ou  phénomènes  dus  à  cette  cause  (art,  698  et  706). 

8o3.  L'analyse  des  propriétés  du  mouvement  uniformément  varié  est 
doublement  importante  et  par  les  conséquences  qu'on  en  tire  pour  la 
théorie  générale,  et  par  l'exemple  remarquable  que  la  nature  nous  ofTre 
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de  ce  tnouvptncnt ,  dans  les  phénomènes,  de  la  chute  des  graves  ,  phé- 
nomènes qui  fournissent  des  quantités  absolues  très  •  utiles  pour  la 
comparaison  et  la  mesure  des  forces.  L'eipression  de  la  vitesse  due 
à  une  hauteur,  et  sa  réciproque,  qu'on  en  déduit,  s'employent  fréquem- 
ment dans  l'analyse  des  problêmes  de  mécanique  (art.  707  et  suivants). 

804.  La  même  marche  de  raisonnement  suivie,  art,  692  et  798,  pour 
arriver  de  la  notion  de  la  vitesse ^  dans- le  mouvement  uniforme,  à 
celle  de  la  vitesse  dans  un  mouvement  quelcon<^ue ,  peut  s'employer 
pour  passer  de  la  notion  de  la^ree  accélératrice  dans  \e  mouvement 
uniformément  varié,  à  celle  d'une  quantité  analogue  dans  le  mouve- 
ment yar/e  suivant  »ne  loi  quelconque.  On  remarquera  que,  dans  le 
symbole  général  d'équation  v^f  (t)  entre  la  vitesse  et  le  temps,  si 
on  désigne  par  j^u  la  quantité  dont  f  varie ,  pendant  un  temps  t  qui 
a  pour  origine  la  fin  du  temps  /,  î'équation  entre  ^c  et  r  approchera 
d'au  tant  plus  d'être  de  ta  (ôrme^c  ^  yr  (la  quantité  y  étant  une  constan- 
te par  rapport  à  ^f  et  r)  que  r  sera  plus  petit  ;  or  cette  forme  est  celle 
de  l'équation  c^^^entre  la  vitesse  et  le  temps  dans  le  mouvement  uni- 
formément varié ,  lorsque  ,  comme-dans  le  cas  actuel ,  la  vitesse  ini- 
tiale est  nulle  (observez  que  ^c  et  r  commencent  ensemble)  ;  donc , 

h  la  limite, ou  y  représente  la  force  accélératrice  jj  et  on  a,  à 

l'instant  qui  termine  le  temps  t,  y  ^  ■■■  ,     ,  la  quantité  y^  qui  a  le 

nom  générique  dejbrce  accélératrice ,  étant  dîterminée  pour  un  ins- 
tant donné,  et  variable  d'un  instant  à  l'autre  (art.  71*). 

805.  La  valeur  du  rapport  limite  entre  ^v  et  r  devient  manifeste 
lorsque,  de  l'équation  f=y  {t) ,  on  dédnit 

^=/"W  +  Tr/"'(/+^'r). 

Cette  derhitre  étfuation  fait  voir,  en  même  temps,  à  quoi  tient  ï* 
difTérence  entre  un  mouvement  varié  d'une  manière  quelconque  et  un 
mouvement  uniformément  varié.  Si  par  un  changement,  survenu  dan» 
le  premier,  le  termej^'(/  +  /'r) devient  nui,  ce  mouvement  deviendra 
uniformément  varié,  à  compter  de  l'instant  du  changement ,  ave  une 

dp 

qui    a 

e]x  licii  QU  méihe  instant. 

{Upprochaot 
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Rapprochant  ce  résultat  de  celui  qui  a  été  consigné  à  l'art.  799  et 
désignant  par  ^a:  et  ^v  les  variations  de  l'espace  parcouru  et  de  la 
vitesse  qui  ont  lieu  pendant  le  temps  r^  {^^x  et  r  ont  leurs  origines 
respectives  à  l'extrémité  de  a:  et  k  la  fin  de  /)  on  a  les  deux  équations 

qui  font  voir,  d'une  part,  qu'un  mouvement  varié  en  général  coincidera 
avec  le  mouvement  uniforme  ou  avec  le  Inouvement  uniformément  varié, 
s'il  éprouve  des  changements  tels  que  les  termes  respectifs  y*' (/+^r)  ou 
y  "(/+ ^V)  deviennent  nuls  ;  et  d'une  autre  part  que,  sans  les  changements 
dont  je  viens  de  parler,  la  seule  diminution  de  r  rapproche  le  mouvement 
varié  suivant  une  loi  quelcotique  de  l'un  et  l'autre  des  deux  mouvements 
élémentaires }  en  observant  qu'en  général,  pour  une  petite  valeur  dé- 
terminée de  T,  le  mouvement  uniformément  varié  doit  mieux  représenter 
les  phénomènes  que  le  mouvement  uniforme,  ce  qui  est  évident  par 
la  valeur  générale  ^x  =  rf  (/)  +t '"/"  (')  +  r  «'3/'" (/)  +  etc.  (art. 7 1 3). 

806.  Tous  ces  principes  sur  les  mouvements  élémentaires  et  surles  pro- 
priétés générales  conclues  de  leurs  rapprochements  avec  les  mouvements 
variés  suivant  une  loi  qudconque,  étant  posés,  on  passe  à  la  considération 
des  Jbrces  dont  on  n'aurait  pu  raisonner  que  d'une  manître  vague  sans 
t'analyse  et  le  classement  préliminaire  de  leurs  principaux  effets.  I!  y 
a,  d'abord,  un  classement  à  faire  des  forces  relativement  à  leurs  divers 
modft  d'action  ;  on  peut  concevoir  des  forces  qui ,  dès  le  premier  instant 
de  leurs  actions,  impriment  des  vitesses  finies  it^es  masses  finies  et  dont 
il  est  nécessaire  de  s'occuper  même  dans  l'hypothèse  de  la  non-existence 
de  pareilles  forces,  à  actions  discontinues,  dans  la  nature.  Viennent  en- 
«uite  les  farces  de  la  nature,  dont  l'action  est  soumise  à  la  loi  de  conti- 
nuité,  et  qui  ne  changent  la  vîlesse  d'un  mobile  en  une  autre,  qu'après 
l'avoir  fait  passer  par  toutes  les  vttesses  intermédiaires.  La  durée  du  chan- 
gement, pour  une  variation  donnée,  peut  être  plus  ou  moins  considérable 
et  si  on  la  conçoit ,  par  la  pensée,  infiniment  petite  on  a  le  cas  limite 
des  forces  à  actions  discontimtes  dont  je  viens  de  parler,  et  dont  quel- 
ques  phénomènes  de  communication  de  mouvement  semblent  nous  offrir 
des  exemples,  quoique  la  discontinuité  ne  soit  qu'apparente,  dans  ces 
phénomènes,  eu  égard  à  l'imperfection  de  nos  organes. 

Enfin  l'effet  d'une  force  &  action  continue,  sur  un  mobile  animé  d'une 
vitessefinie  et  considéré,  dans  le  sens  du  mouvement  de  ce  mobile , 
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peut  être  indépendant  ou  dépendant  de, sa  vitesse  (art.  714,  718  et  7I9). 
807.  Malgré  la  diversité  de  ces  modes  d'actions  des  forces  considérées 
quant  à  leui^  effets  dynamiques,  leur  comparaison  ou  leur  mesure,  leur 
composition  et  leur  décomposition,  n'en  sont  pas  moins  soumises  b. 
des  lois  communes  (art.  j5i  et  762),  les  règles  relatives  aux  différents 
ordres  des  quantités  se  trouvant  d'ailleurs  observées  comme  elles  le  sont 
en  géométrie  et  en  analyse  pures.  Avant  d'assigner  ces  lois,  et  pour  as- 
surer la  rigueur  des  applications  qu'on  aura  à  en  faire,  on  reconnaît 
d'abord  qu'un  corps  n'a,  en  lui-même,  aucune  faculté  de  changer  son 
état  de  repos  ou  de  mouvement,  lequel  état  ne  peut  subir,  par  consé- 
quent ,  de  modification  qu'en  vertu  d'une  cause  extérieure  au  corps. 
On  déduit  de  ce  principe,  lié  à  ce  qu'on  a  appeléybree  d'inertie  dés 
corps,  la  conséquence  suivante  :  «  Si  un  point  matériel  est  animé  d'une 
«  vitesse  finie,  dans  une  certaine  direction ,  vitesse  qui  peut  avoir  été 
K  engendrée,  ou  par  une  action  instantanée ,  ou  par  une  action  co/i> 
»c  tinuée^  et  qu'à  l'instant  où  celte  vitesse  et  cette  direction  ont  lieu, 
«  la  cause  motrice  cesse  d'agir  sur  le  mobile  ;  ce  mobile,  ainsi  aban- 
«  donné  à  lui-même ,  continuera  k  se  mouvoir  d'un  mouvement  réc- 
it tiligne  et  uniforme,  en  conservant  sa  vitesse  et  sa  direction  finales 
«  (art.  715,  716  et7i7).  » 
^  808.  La  comparaison  et  là  mesure  des  forces  sont  les  applications 
d'un  principe  général  fondé  sur  les  deux  propositions  suivantes  :  «  i^.Plu- 
«  sieurs  forces  capables  d'imprimer,  instantanément ,  différentes  blesses 
«  finies  ou  infiniment  petites  à  une  même  masse ,  sont  entr' elles  dans  les 
«  rapports  de  ces  vitesses  :  2».  Plusieurs  forces  capables  d'imprimer  ins- 
«  tantanément  la  même  vitesse  à  différentes  masses,  sont  entr'elles  dans 
«  tes  rapports  de  ces  masses.  » 

L'énoncé  du  principe  général  de  leur  comparaison  se  réduit  donc  k 
dire  «  qu'elles  sont  entr'elles  dans  les  raisons  composées  des  masses 
w  sur  lesquelles  elles  agissent,  et  des  vitesses  qu'elles  impriment  à  ces 
«  masses.  »  Le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  dont  cette  masse  jouit 
s'appelle  quantité  de  mouvement. 

Faisant  une  application  spéciale  de  ce  principe  aux  farces  dont  l'ac- 
tion est  soumise  à  la  loi  de  continuité ,  on  observe  d'abord  que  plu- 
sieurs forces  de  ce  genre  qui  impriment,  h.  différents  mobiles,  des 
mouvements  uniformément  variés  sont  entr'elles  comme  les  produits  des 
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maœes  par  les  vitesses  respectives  qu'elles  peuvent  engendrer  dans  l'unité 
de  temps,  c'est-à-dire  comme  les  expressions  m'         -  j  m"      -■—  etc. 

que  comportent  ces  divers  mouvements ,  les  éléments  de  temps  dlf, 
dtf' f  etc.  pouvant  être  ou  ne  pas  êjre  égaux  entr'eux.  Considérant  en- 
suite qu'à  chaque  instant  de  la  durée  d'un  mouvement  varié  suivant 
une  loi  quelconque,  l'équation  qui  exprime  cette  loi,  fournit  une  ex- 

pression  ~^—  qui  peut  toujours  être  censée  appartenir  à  un  certain 

mouvement  uniformément  varié,  dont  elle  est  la  caractéristique,  on 

conclut,  de  ce  rapprochement,  que  le  produit  m   — — ^  auquel  oh 

a  donné  le  nom  àejbrce  motrice ^  représente  l'intensité  variable  de  la 
force  aux  différents  instants  du  mouvement  du  mobile;  d'où  il  suit  évi- 
demment qu'en  général  les  forces  à  actions  continues  sont  entr'elles, 

à  des  instants  déterminés  de  ces  actions,  comme  les  produits  m  — ;— 

^  dt 

ou  comme  les  forces,  motrices  dont  jouissent  les  mobiles  qu'elles 

animent  (art.  720,  721,  72a,  728  et  748). 

809.  La  théorie  des  mouvements,  résultant  des  actions  réciproques 
des  corps  les  uns  sur  les  autres ,  se  déduit  aisément  des  principes  sur 
la  comparaison  et  la  mesure  des  forces  ,  lorsqu'on  a  établi ,  entre  ces 
corps,  des  distinctions  relatives  aux  propriétés  qu'on  appelle  dureté, 
mollesse j  élasticité ,  (cette  dernière  propriété  pouvant  exister  à  des 
degrés  différents  entre  lesquels  il  faut  avoir  un  mode  de  comparaison) 
(art,  746  et  747)  et  lorsqu'on  a  fait  remarquer  que  l'effet,  contre  un 
obstacle,  d'un  corps,  jouissant,  en  vertu  de  l'action  instantanée  d'une  . 
puissance ,  <J'une  quantité  de  mouvement  finie  ou  infiniment  petite ,  est 
identique  avec  celui  qu'aurait  produit  l'action  immédiate  de  la  puissance, 
si,  au  lieu  d'être  exercée  sur  le  corps,  elle  l'eût  été  sur  robstacle(art.755). 

Ces  préliminaires  posés ,  on  démontre  le  théorème  fondamental  de 
l'équilibre  de  deux  corps  parfaitement  durs ,  qui  se  meuvent  en  sens 
directement  opposés  avec  des  quantités  de  mouvement  égales,  et  cette 
démonstration  se  réduit  à  observer  que  le  cas  dont  il  s'agit,  est  celui 
de  deux  forces  opposées  qui ,  d'après  le  principe  général  sur  la  compar 
raison  des  foifçes,  .doivent  être  égales  entr'pHes  (art.  756)- 
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8io.  Oo  arrive  ensuite ,  avec  la  plus  grande  facilité,  aux  lois  de  la 
communication  du  mouvement  entre  des  points  matériels  qui  se  meuvent 
sur  une  même  ligne  droite,  et  pour  donner  aux  formules,  qui  expriment 
ces  lois,  toute  la  généralité  désirable  ,  il  est  convenable  de  les  adapter 
au  cas  où  les  corps  jouissent  d'un  degré  d'élasticité  indéterminé  (art. 
768  et  suivants). 

81  ï.  Les  actions  exercées  par  des  forces  à'ordres  différents,  ne  pou- 
vant être  comparées  entr'elles,  il  a  été  nécessaire  de  les  distinguer  par 
des  noms  difTérents.  Si  une  masse  pesante  m  tombe  d'une  'hauteur 
A,  à  laquelle  est  due  une  vitesse  v ,  sur  un  plan  horizontal,  elle  exer- 
cera sur  ce  plan  une  action  mesurée  par  le  produit  mv  ou  mV^sgh 
qu'on  appelle  \mc  percussion  j  et  si  cette  masse  m  est  simplement 
posée  sur  le  plan  horizontal ,  sans  vitesse  initiale ,  l'effort  qu'elle  lui 
fera  éprouver  sera  représenté  par  mdv  ou  mgdt ,  et  prendra  le  nom 
de  pression  (art.  748  et  749).  Ce  sont  à  ces  pressions ,  ou  forces  de 
l'ordre  mdv  ou  mgdt,  que  se  rapportent  les  théories  d'équilibre  données' 
dans  la  première  partie  du  cours.  On  voit  ici  les  éléments  qui  les  com- 
posent ,  et  leurs  relations  avec  les  quantités  que  la  Dynamique  em  - 
ploie  ;  ces  connaissances  ne  pouvaient  être  données  que  par  la  consi- 
dération du  mouvement  ,  et ,  cependant ,  j'ai  fait  voir  que  la  rigueur 
des  démonstrations  de  la  Statique  était  indépendante  de  cette  considé- 
ration (art.  75o).  Il  restait  à  compléter  la  théorie  de  l'équilibre,  en 
la  rendant  applicable  aux  quantités  de  mouvement  finies;  ce  com- 
plément de  théorie,  qui  était  une  conséquence  facile  à  déduire  des  prin- 
cipes sur  la  comparaison  et  la  mesure  des  forces,  a,  en  même  temps, 
mis  dans  tout  son  jour  la  liaison  et  l'identité  de  principes  des  diverses 
parties  de  la  Mécanique. 

Conformité  dea  principei  généraux  d«  la  Dynamique  aux  phénomènes  observéf. 

812.  Les  lois  du  mouvement  exposées,  dans  les  chapitres  précédents, 
sont  vérifiées  par  les  grands  phénomènes  de  la  nature  tels  que  ceux  qui 
dépendent  du  mouvement  de  la  terre  tant  autour  de  son  axe  qu'autour 
du  centre  du  soleil ,  et  ceux  des  autres  corps  célestes  composant  le  sys- 
tème du  monde,  c'est  -à  -dire  que  ces  lois  étant  données  les  phénomènes 
s'en  déduisent  et  réciproquement.  Cette  vérification  a  même  l'avantage 
d'être  exempte  des  causes  d'anomalies  qui  nuisent  plus  ou  moins  à  la 


y  Google 


Section   FKEMiÈRE.  loi 

rigueur  des  résultats  déduits  d'observations  faites  à  la  surface  delà  terre, 
ma^S  elle  exige  quelques  connaissances  préalables  d'Astronomie  pJiysiy 
tfue  qui  trouveront  leur  place  dans  la  suite  du  cou«s.  Parmi  les-appareiU 
d'expérience  dont  on  peut  se  servir  pour  suppléer  aux  preuves  astrono- 
miques ,  il  faut  parliculièremeot  distinguer  la  machine  d'Atwood  et  le 
pendule  composé  j  ce  dernier  instrument,  envisagé  sous  un  point  de 
vue  général ,  offre  un  système  de  points  matériels  pesants  oscillant  au  - 
tour  d'un  axe  horizontal ,  et  comme  ta  théorie  du  mouvenwnt'  d'un  pa- 
reil système  ne  sera  donnée  que  dans  la  3=.^ection  de  cette  seconde  par- 
tie du  cours,  je  me  bornerai  en  ce  moment  à  exposer  les  moyens  que 
fournit  la  machine  d'Atwood  pour  constater  la  conformité  des  [winclpes 
généraux  de  la  Dynamique  aux  phéoomènes  observés. 

8i3.  J'appliquerai  k  l'objet  que  j'ai  en  vue  les  formules  de  l'article 
79a  et  je  commencerai  par  observer  que  U  masse  m  suspendue  à 
une  des  extrémités  du  fil  et  la  partie  m  de  la  masse  m  +  ta  suspendue 
k  l'autre  extrémité  du  même  fil,  se  faisant  continuellement  équilibre, 
sont  dans  le  même  état  que  si  elles  étaient  dépourvues  de  pesanteur; 
ainsi  le  système  des  masses  ?n  et  m  +  &  peut  être  considéré  comme 
composé,  d'une  masse  sans  pesanteur,  ou  purement  inerte ,  2m>  et  d'une 
masse  pesante  a  qui  représente  la  puissance  à  laquelle  le  système 
s.m  +  (odoit  son  mouvement.  La  réalité  de  cet  ^t  des  choses  ne  pou- 
vant être  contestée,  on  s'assure,  d'abord,  que  le  mouvement  commun 
des  masses  jn  et  m  -f  ci  est  soumis  à  la  ioi  de  continuité  et  unijbr- 

1,.        -                    tS''»'^  .  ,    • 

mement  vane  par  1  équation  x  =  — —  en  observant  plusieurs 

couples  de  valeurs  simultanées  de  x  et  /  et  calculant ,  pour  chaque 

couple,  le  terme  — —  qui  doit  être  une  quantité  constante  tant  que 

m  et  a  conservent  ou  les  mêmes  valeurs  absolues  ou  le  même  rapport 
entr'eiles  (la  vitesse  initiale  est  toujours  supposée  nulle);  ce  résultat 
étant  obtenu  par  le  fait ,  on  en  conclut  que  l'équation  qui  donne  la 
relation  entre  les  espaces  parcourus  et  les  temps  est  vraiment  de  la 
forme  x  =  Ct'^  C  étant  une  constante ,  que ,  parconséquent ,  la  vitesse 
dx 
—TT— est  proportionnelle  au  temps:  et  queJa  variation  instantaitee.de 

cette  vitesse  est  proportionnelle  à,  l'élément  du  temps,  ou  constante 
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loi-squetZ/est  constant.  11  est  essentiel  d'observer  que  toutes  ces  conclu- 
sions sont  indépendentes  de  la  considération  de  !a  force  motrice,  leur 
vérité  dépendant  uniquement  de  ta  réalité  des  Jatis  observés,  dont 
l'équation  i;=*C/*  exprime  ta  toi  déduite  de  l'expérience  j  voila  un 
des  avantages  de  ta  métliode  qu^j'ai  suivie  au  commencement  de  cette 
section,  en  traitant,  d'abord,  des  phénomènes  du  mouvement  envisagé» 
comme  données  défait,  et  faisant  voir  comment  les  équations  géné- 
rales, qui  représentent  ces  pliénomènes,  peuvent,  abstraction  faite  de  ta 
considération  des  causes  motrices,  se  déduire  les  unes  des  autres. 

Lorsqu'on  a  rectmnu  que  le  mouvement  est  continu  et  uniformément 
varié,  la  vérification  importante,  qui,  rigoureusement,  peut  dispenser 
d'en  faire  d'autres,  est  celle  des  deux  propositions  fondamentales  de 
•l'art.  730  où  il  a  été  dit  1  ".  que  ptusieurâ  forces  sont  entr'elles  comme  les 
vitesses  finies  ou  élémentaires  qu'elles  impriment  à  une  même  masse. 
2°.  Que  leit  rapports  entre  ces  forces  sont  aussi  ceux  des  masses  auxquel- 
les elles  impriment  ta  même  vitesse  finie  ou  élémentaire.  Pour  prouver 

la  première  proposit  ion  on  détermine  d'abord  — —  povr  une  certaine 

valeur  de  la  masse  totale  am+io  que  je  suppose  égale  à  M,  ce  qui  donne 

la  quadtilé  ~j —  =? que  je  désigne  par  G,  convenable  à  une 

intensité  déterminée  de  la  force  motrice  coj  on  substitue,  ensuite,  aux 
masses  partielles  m  ot  a,  d'autres  masses  mf  et  ta'  telles'  que,  la  masse 
totale  M  demeurant  la  même,  on  ait  le  rapport,  entre  la  nouvelle  force 
motrice  a'  et  l'ancienne  »,  égal  à  un  nombre  quelconque  n,  entier  ou 
fractionnaire,  et  cette  hypothèse  donne  les  valeurs 

Dang  cet  état  de  choses,  la  proposition  q.u'on  se  propose  de  prouver, 
sera  vraie ,  si ,  en  désignant  par  d/  et  dv,  respectivement ,  les  élé- 
mentjs  de  vitesse  correspondants  aux  forces  motrices  w'  et  ta,  pour  une 

même  valeur  de  .dt,  on  a  — ; —  =  «  _;  et  on  vérifie  cette  dernière  équa- 
dv 

tion  ens'assurant  que  la  quantité  constante  -^ ,  qu'on  peut  désigner 

jMir  G'j  obtenue  dans  le  second  cas  (x'  étant  l'espace  parcouru  par  le  sys- 
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tème  am'  +  fi>'  pendant  le  temps  t)  et  la  quantité  constante  —^  =  G 
obtenue  (Uns  le  premier  cas  (  pour  une  même  valeur  de  /) ,  donnent 
Péquation  -^r-  =»,ce<jui  revient  i  dire  que,  pour  une  même  valeur 

de  ■/ .  on  a  — -^  ^  n. 
x 

Pour  vérifier  Ja  £«.  proposition,  il  ^t  faire  varier  la  masse  totale  M, 
de  mwiiitre  que  lorsque  cette  masse  devient  M'  =  nAf^.la  nouvelle 
masse  additionnelle,  ou  forte  motrice  ca'^  devienne  no* ^  ce  qu'on  ob- 
tient en  déterminant  m'  et  a'  par  les  équations 

Les  masses  «s»'  **  m'  étant  ainsi  déterminées ,  la  seconde  proposition 
'Sera  évidemment  vérifiée  si  la  nouvelle  quantité  constante  G'  = > 

donnée  par  l'observation ,  est  égale  à  l'ancienne  G  =  — '■ —  ou  si  j  pour 
une  même  valeur  de  ^^  on  a.  3/  =  Xj  puisque  cette  égalité  suppose 
nécessairement  —, —  =  i.       .  • 

814.  Quoique  les  vérifications,  indiquées  dans  l'article  précédent,  ne 
se  rapportent  qu'à  des  observations  faites  sur  un  système  de  corps  animés 
d\jn  mouvement  commun  uniformément  varié,  les  conclusions  qu'on 
en  tire  ne  doivent  pas  moirts  s'étendre  à  tous  les  cas  possibles  de  mouve- 
ment, puisqu'on  peut  toujours,  art.  7 12  et  suivants,  assigner,  à  un  instant 
déterminé,  un  mouvement  uniformément  varié  dont  les  phénomènes 
coïncident  avec  cçux  d'un  mouvement  quelconque  qui  aurait  lieu  au 
même  instant.  De  plus  comme  ces  vérifications  ont ,  pour  objet,  des 
propositions  qui  sont  les  véritables  bases  de  toute  l'application  de  l'ana  - 
lyse  à  la  mécanique,  je  supprime  pour  abréger  celles  qui  seraient  relatives 
k  la  transformation  subite  du  mouvement  varié  en  mouvement  uniforme, 
au  changement  de  vhesse  que  subit  le  système  am-i-f»  lorsque  sa  masse 
est  tout  -  à-coup  augmentée  d'une  quantité  finie  etc.  Les  élèves  se  ren- 
dront compte  aisément  des  moyens  d'opérer  ces  vérifications  accessoires. 

8i5.  H  est  bon  d'observer  que  les  preuves  expérimentales,  fournies 
par  la  machine  d'At wood ,  de  la  proposition  qui  rend  la  force  proporti  - 


y  Google 


104  Dynamique  ÉLÉMENTAIRE. 

onnclie  au  produit  — -5 —  j  sont  indépendantes  ()e  la  valeur  absolue 

de  ia^n:e  accélératrice  g  due  à  la  pesanteur  dans  le  cas  du  mouvement 

libre  et  vertical ,  et  supposent  seulement  que  l'expression — est 

celle  d'une  quantité  qui  demeure  constante  lorsque  a  et  m  conservent  ou 
les  mêmes  valeurs  absolues  ou  le  même  rapport  entr'eltes.  Cette  machine 
pourrait  cependant  servir  à  la  détermination  séparée  de  ff  puisqu'elle* 

donne  le  moyen  de  connaître,  par  le  fait ,  la  quantité ■  — 7-  ^g,^ 

qui  doit  être  invariable  dans  toutes  les  combinaisons  possibles  des  valeurs 
.  absolues  ou  relatives  de  Mj  to,  x  et  t ,  pourvu  que  ces  valeurs  aient  lieu 
ensemble  ;  mais  si  on  veut  parvenir  à  cette  détermination  avec  un  degré 
d'exactitude  qui  assure  la  précision  des  10**.  des  millimètres,  on  peut 
employer  le  pendule  simple  dont  la  théorie  sera  exposée  dans  la  2". 
section  de  cette  a*,  partie  du  cours.  Je  donnerai ,  dans  la  3*.  section  de 
la  même  partie  ,  des  moyens  nouveaux  pour  employer  le  pendule 
composé  a  la  même  détermination,  et  j'y  ferai  voir,  en  même  temp, 
comment  cet  instrument  employé  aux  expériences  qui  auraient  pour 
objet  de  vérifier,  par  le  fait,  les  principes  fondamentaux  de  la  Dyna- 
mique, offrirait  des  résultats, d'une  précision  supérieure  encore  k  ceux 
qu'on  obtient  par  la  machine  d'Atwood.  Avant  de  traiter  ce  Hijet,  j'au- 
rai posé  les  bases  de  la  théorie  du  mouvement  des  corps  célestes ,  et 
complété  ainsi  l'ensemble  des  preuves  d'après  lesquelles  on  peut  affir- 
mer que  les  principes  généraux  de  la  Dynamique,  déduits  du  raison- 
nement et  attestés  par  toi»  les  phénomènes  de  la  nature,  doivent  être 
rangés  parmi  les  vérités  les  plus  incontestables  des  sciences  Physiques 
et  Mathématiques. 


Fin  de  la  PKEM,iitRE  section. 
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THÉORIE  GÉNÉRALE  dO- MO  U  VEME  NT 
D^U'N'  P  O'Ï'N'T    liï  A  TÉ  R  !  E't,    ' 
EN  AYANT  ÉGÂRt)  AUX'bïVfeRStS  .CÔÏ^irilTÏONS 
AUXQUELLES  CE  MOUVEMENT  PEUT  ÊTRE  ASSUJETTI. 

/.;,;  =  -mI,.,  :■.:    ■■    (        ,,       i   .  .     i   -,;       ,-,    ,   i,    ■■    M       .-      ' 
£ijuatio'i]*''^hSpiles{âditloÉv«in0bt  libn  d'an  p^ot  mittérî^  loUlcilé  par  dM 
formé  '  qudcoa^f,  ' 

.816.  ^'aj  çfpfBé,  dans  la^premîtrf  jsectipn  ^e  cettp  seconde  partie  dii 
■coifïïs,,  \f8  théories  fptiçlaiTient^e^  jq^M  ,f|appUque^  .itid^tipctetnent  ji 
toutes  Les  parties,^, I^  pynamifiue,  }'y,ai:(M[npntré„.9vec,tqu3  1^  dé- 
veloppetnetifs  nécessaiEes,  les  principes, relatifs  à  la  comparaison  et  à 
U  n)!îsure.dies;fprce8  dang  le  cas  du  .mouvement,  et  k  leurs  expression^ 
^tiajytiqvesi;  m  ipoyeç  de  ces  nqtiotu  préliminaires.,  je  n'aura»  p|up 
besoin  que  du  secours  de  l'analyse  ftt  de  lagéomé.trie  .pures;  pouréta- 
Wir  iasMlrep  théories.de  ta  Mésquitp^.^fs.^çrp^  solides ,.àovit.  il.me 
reste  tt  ent^tenir  les  élèves.  ,  : 

Je  fffiis  d'abord  tiraîter,  en.le  considérant. sous  le  point  de  vue  le 
|jtua  général ,  le  mouvement  d'un  poi»it  matériel  sur  lequel  je  n'ai  .ré- 
jK»lu-}u9qu'^  préseiit  que  des, prob)é^es  asevj^tif  ^  des  conditions  .par*- 
tjicwliéres, ,  Je  co^aynencçrai  par  suppç^r  quç.  ce  point  .se  roeut  lii/rc- 
au(nf-f  f'esï'^-dice  que  la  coprbe  qu'il  décrit  dans  l'espace  résulte 
puiquerpeiit  de»  actions  fies  force»  d'intciisités  et  directions  quelconques) 
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iiuxquellçs  U  est  ^oiunis,  efc  je  passerai  ensuite  aux  c^  dvi  mouvemmt 

de  ce  point  sur  des  courbes  et  des  surfaces,  soit  données  par  l'état  de 

la  question,  sojt  détermioées  de  manière  h  satisfaire  Ji  des  conditions 

données. 

817.  La  position  du  mobile  a  ^té ,  jus^'à  présent,  assignée,  à  chaque 
instant,  par  sa  distance  à  un  point  fîxe  de  la  ligne  de  son  mouvement,  et 
c'est  le  parti  le  plus  coifvçnabJe  àjpoendre  lorf^u«  le  mouvement  est  rec- 
tiligne;  mais  lorsque  le  mobile  décrit,  dans  l'espace,  une  courbe  ou 
ira/ecioire  .■qai ,  en  .généraj,  pstcen^ç' être  4  doubla  courbure,  il  est 
beaucoup  plus  commode  de  rapporter  sa  position  instantanée  k  trois 
plans  co(>rd|Bfti»ési  pcrpendicolaire^eptr'çu^,, 'dont'les;  mtprsections 
donnent  les  axes  des.  a;,  des  j'  et  des  2  ayant  leur  origine  commune 
au  pqinl  coinni\in  d'intersvcti^a.des  trois, plans.  -, 

Je  supposerai  ordinairement  que  ces  plans  coordonnés  sont  fixes  dans 
l'espace  ,  et  cependant,  .pour. faciliter  l'analyse  de  quelques  questions  , 
il  m'arrivera  d'employer  des  plans  coordonnés  de  positions  variables  et 
dépendantes  du  mouven3eot,du.g>sbile^..... 

Je  substituerai  aussi ,  par  fois ,  les  coordonnées  polaires  aux  coor- 
doneées  l-eatuUgultùree  1,. lorsque  dflB\r»isen6  d^L^HUplirHiatrftn  de  calcul 
et  de  clarté ,  rendront  cette  BufeB^irtitiofl  Utile. 

Ces  préliminaires  posés  ,  soit  un  point  matériel  sollicité  ear  des 
Tordes  C[Uf'!cbnqtieé  ;  é^à^aW -uft  ïnoirvéhirtlt  aciuel  'dàHs  résj^cé  ;  i 
•un  instant  quelconque  dé  c*'  ifiorfyfemeirtt(n  cbmpte  urt  certain  nortib*t 
-d'unités  tïé'tërtips  chK  je  di^igne  jSar  fj  îl  et  ftiéhie  itisfet*  lès  d^gtaiibffi 
'respectives  ilu  mobile  aux  plahs  f^f^j-syxk  et  *J*  setrf  :*y^  et  fc^iee  q<^ 
tïétWihine  sa  jxJsilion  dans  Pespacc ,  et  jt  TepéStote  par  .»  la  distâhce 
au  bout  dii  liîmj»  tj  wesw^éé  sth-  la  côarbe  parcourut  ;  da  iVïobilc  à 
im  point  fixe  jiris  sm-  crttt  cottrWe'.  *   .     :  î     '    ■  '  ■   ■•- 

Cette  tioraîitttT  idr&  iwKsttricTèttwirtï  'à Pf^tdabfc? ,  «  feô  ttMMiVerfieM: 
libre  y  et  à  celui  qui  ne  l'est  pas. 

8t8.  Voiei  maihPenant  une  '^StindtScnii  enîre  >es  m*tttf?res  dt  faire 
yàvi^  X ,  j  j  i  et  îr  qili  mérite  beaucoup  tfAttetttion  ;  c'rtt  rpïlt 
Ttewt  j'ai  parlé  aé  cotirmèweeîiwm  déî'ànidé  67*.  Pendanit  I'i*st*i« 
■at  le^  rtital^le  i>art:OTré ,  ittt  là  ttAiriie  qu'il  décrilt  ■,  t#i  espace  iMM*m- 
Vail-e,  q\>ï  «st  'im'rricrt^iiVerrt  de'  l'arc  i-^-  jb  Aêsî^iïerar  cetTspact^'pair 
te  ngne  owlim^  ïft^  et  ses  prq*ctiofla  nH-rtiogywIe»  sur  1«  ô»«  àm 
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se  irquvf»^:aM^  I^aAiIa  diilîhrQDtielLe  k^cc^dépendàntea  du  niouve" 
mifçc  (}i4jntt[^)q  t  .qi^)^,,,W«lHé  QKi  Oietiilb'.  sb  »^guT&'-à  l'extt^éniité 
de  l'arc  Sj  on  veut,  par  des  considérations  {unreinepc  géométriques  et 
sfff»  ^rd  k  SQt^aofJUKftaent ,  conofHuïer  la  positioii.du  pqiot  qu'il  oc- 
'  cupe  d^ns  Pesp^ç^;  «vçq  ç.^\\e-  d'un  autre  point,  pria  à  ine  distance 
itiikuQ%f^.  petit»;  spit^r  WfQU.rbedécritW'vHiif'baES  de  cette  cdurbC/ 
il  -e$t  n^pessaîK  de  distinguer  les  longueurs  élémentaires ,  relatives  à 
cetXie  circonstance  de  celfes  qui' sont  dépendantes  du  mouvement.  En 
cotH^quencB'i  dans  ce  sedood  ca^,  la  distance  du  naolùU;  su  point  de 
position  arb^^rsirei  qvi  .e«,'est  in&Dtrocnt  .voisin >  sPFa. désignée  ^ar  â» 
et  l««  pwjjçctiei^S  QrtbcggniJtrt  de  A  Sur  le*  a»w  des  aj,y  et  i^  seront 
rcpféaeptées-;  reçp9t;jJ«eo^ei>t,  }«IF  (fcfi,  ^  et  ff*.  ,  ■        1    .'■ 

8ig,  (je&preipiera  ph^OQtnaèwïicbBwd^wrdauiilç  wuiiweiooitaetoel 
et  instantané  du  point  matéruîl  mobite  a»  rapportent  à  ceux  du  moa- 
vement  t^uiforme.  et  rectili'gne  dont  il  ai  éxè  question  ut.â85  et  suivants. 
PqisqMÇ  IVc  <^  e^t  pfircoHm  {tendant! l'in^tafit  d£«  Uvheee  à  cet  imtanb 

sera,  artl  691,  ^gâtè  a  ■    ,-  j  et  comme  les  cosliîus  des  angles  respectifs 

formés  pat  l'arc  élémentaire  .^  et  par  lesajrw  des,  x^j:,et  ^/ont  pour, 

,  dx        dy        di      .  ^  .    1      .  ds       . 

valeurs  --jT- j  -^ — j  ~X~'  '^  compos^te^de  la  vitesse  -t-  prise» 

parallèJemefltiï!h?çuiï.4?CMifu»a«e«oiift..art47S(B,  '■^j  '~5r'^'^  -'" 
je  dorinéi-àî' bténtôt  Ifes' valeur*  générales  dd  ces  diverses  Ijûaiitités  dans 
ïesqueliés  entreront  les  puissances  sollïcitîinles.  ' 

La  vî^es«ç_-r^,.q^  aiUeu  &,uç  îï^jpptit^éteruiÎBé.deyiMdwiit  ecms- 

tamesilM puissances  auxqueMçRlçii^qbile.^lj^QV]mi3,C¥SS(\iÇflt5l!^:SHE 
lui  à  ce  même  instant  j  il  se^mouvrait,  alors,  d'un  mouvement  uniforme 
«mvantîl*  dit«ctiéfi>tj«^fô  femgfenti*  rtieèW^à'rl^xèréWiité  dé  l'ârc  dé  courbe" 
s,  art7i6  et  jii^  I^a  li^  ^ite  .aïaw^rwwue.auwit  pour  équation', 
en  désignant  par  a,  b,  c,  respectivement ,  les  coordonnée  parallèles  aux 
iElJj^êtli  du-'^fcî'oâ'l^nidwvemeiit  àcésâé'a'ètre  v^rié'/  '     '  '  ' 
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Mais,  par.l'effet  deiacontinuationdeiJ'act'ion'déispuitoarices,  la  vîfcssé 
et  Ja  direction. (lil  mo^vemeàt  tfhsngeroiil  -])Fiidant'l'instJim^ui  suirrar- 
celtti  îitiquel  se  rapportent  Iésiéqnatioi|8  précédente»',  tt  11  s'agit  de  àé'- 
terminer  ces  changements.  '-.•■.■: 

820.  Je  supposé,  pour  fixer  ïesickes,  qu'aubotit  du  temps  /  le  point  ma* 
tériel:  mobile  se  meut ,  dans  la  région  dçsœj^^i  positive^,  d'un  moiive-' 
ment  tel  que,  pendant  l'instant  '<//,  ses  coordonnées  x,jy-tt  a'pl-e'nrientdè» 

.'  .      ,■    :  .L    ,  .  '    ■  ,-      ■-.•'■■■     .    '■■  ,     -dit    -v/y-      dz 
accroissements  positifs,  les  angles  qui  ont  pour  cosmos  "j—r»  -j^  »  rz" 

étant,  dans  ce  cas,  art.  25,  chacun  plus  petit  qu^n  angle  droit.  Ce  mobile' 
Ml  sollicité  par  des  forcm  P'jPf'y  etc.  dont  les  acfiofi»  soumises  à  la  loi, 
de.conlinuiléj  se  trouvent,  d'ailleurs'J  dans  le  cas  expliqué  àil'art.  719, 
La  masse  du  mobile  est  prise  pour  unité  et  les'prodi^its  P'dt,  P"dtj  etc. 
doirent!  représenter  ;  dans  l'analyse,'  les  vitesses  élémentaires  que  chacune 
des  forces  pourroit  lui  donner  en  vertu  'de  son  action  instantanée  ;  les 
angles  respectifs  formés  par  les  directions  de  P' j  P" ,  etc.  et  par  les  axes 
des  a: ^jj-.  et  s  sont  désignés"  paroles  lettres' a j Tf^  ^k' lesquelles  doivent 
porter  les  mêmes  accents  que  les  forces,  auxquelles  elles,  se  rapportent  j. 
ïe  fais  de  plus  pour  abréger 
(i)  .  .   \^{Pcm:a)=Xs   2:(Pi:6s:ir)^rj  S(Pcos.yy^Zj\ 

(l'Ojrez  pour  le  signe  Z'/a  note  deVeirt.yJ^X,?' vxZHdXit,  comme- 
à  l'art.  63,  les  sommes  des  composantes  des  forces  sollicitantes,  prises 
parallèlement  aux  a:j_^  et'tj-et'je  suppose  eiicore,  toujours  pour  fixer 
les  idées,  que  chacune  de  ces  çoiPimes  est  ppaipve,  çtquç,la,fopçe.qyVUe 
représente  a ,  par  conséquent ,  une  tendance  à  éloigner  le  mobile  du  plaa 
coordonné  perpendiculaire  à  l'axe  auxqjiel  cette  force  se  rapporte. 
Ainsi  au  bout  du  temps />  les  phénomènes  do  tnouvement'consistent 

en  ce  que  le  'mobile ,  animé  dfe'la*  vîti^sse'     j  ■    dans  unç  direction  fai  - 

sant  avec  les-  x,  y  çt,.^  ^t&.  angles,  dont  ^  co^iw^  Fe«[iéctifs-  soinfe. 

dx  ■      dy       di  1   i-    :  .  .        ■  -  \  ■     

''~y~f—j-  J  ~y^}^^^  dé  plus  sollicité' par  ii'ne  force  fl=K;ir*+l"+ir' 

dans  une  direction  formunt^aY^f  'f»  fli(^es.axes„d|e5;flDglfS:dopti  le», 

cosinus  rcspeciifç  sont  -~s~:j yô' rf '^  (^^-  75i\t53,'6S(.  el  6Bj. 
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Cel  état  du  mobile  est  identique  avec  celui  oii  il,  se  trouverait  si  on 

lui   imprimait  parallèlement  aux  à;  ^  j-  et'z  \çs  vitesses  respectives 

/icc        dy        dz  ,         ,  -1  ».  .         , 

'-—i —  ->  "  "j'  ~  j  ~j —  *t  l"  sn  même  temps  il  fut  soumis  aux  actions  des 

dx 
pttissances  Xjl'étZj'or  la  forceXtendà  augmenter  la  vitesse—^  de 

\%  quantité ,  Xdt  et  en  ayant  égard ,  d'une  part  à  ^indépendance  des 
composantes  rectangulaires  (art.  67))  et  de  l'atilre  à  l'observation  de 
l'art.  71g  sur  le  mode  d'action  des  forces  dont  il  s'agit  ici,  on  voit 
que  cette  force  Xdoit  avoir  complètement  son  effet,  c'est-à-dire,  que 

l'augmentation  élémentairea_  réelle ,  de  la  vitesse  ■    .  —  doit  être  Xdtj 

ce  qui  donneV  (       ■  '    \-=-'S.dt }  le  même  raisonnement  s'applique 

aux  vîteses  -~4r-i  "JT"  «t  aux  forces  J'  et  Z  eton  a  ainsi,  les  (rois 
équations  fondamentales 

«  K^)"->^  <4-)=^^  "(4-)=^ 

8£[.  On  peut  arriver  à  ces  équations'  par  une  auïre  marche  de  rai* 
sonnement  que  je  vais,  exposer  pour  donner  un  premier  exempte  de 
l'application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  aux  questions  de  mou- 
vement., et  du  système  de  polation  expliqué  k  l'art.  818  Les  incré- 
ments de  vîtesse  </ 1 —-^ —  \>^\    j'"  f  j '^i  ~T~  I  ^y^"*  '^*™  ^" 

vertu  des  aclTons  des  puissances  qui  tendent  à  imprimer  au  mobile  les 
vitesses  élémentaires  Xdi,  Tdl  et  Zdt ^  si  on  supposaitqu'à  l'instant 
où  ces  puissances,  produisent  leur  effet  d'autres  puissances  ,  qui  leur 
seraient  respectivement  égales  et  dont  chacune  agirait  dans  un  sen^ 
directement  opposé  au  sens  d'action  de  sa  correspondante ,  fussent  aussi 
appliquées  au  mobile ,  l'effet  des  premières  puissances  serait  évidem- 
ment détruit ,  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  aurait  l'équilibre  entre  six 
quantités   de    mouye^ent   élémentaires    obtenues    en   multipliant ,  U 

masse  du  mobile  par  chacune  des  vitesses  d  I  — ^ —  J  j  <^  (  — j--  I  j 
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d  j  — ^  j  ,  —  X^t ,  —  rdtj  —  Zdi.  Or  si  on  conçoit ,  dans  l'espace.' 

un  point  infiniment  voisin  du  point  mobile  ^ayant  d'ailleurs  une  posi< 
tion  entièrement  arbitraire,  et  qu'on  désigne  par  as  j  dx ,  &y ,  as  j 
respectivement,  la  distance  entre  les  deux  points  et, le*  projections  |dç 
cette  distance  sur  les  directions  de  X^  V  et  Zj  ou  sur  les  axes  des  x', 
y  et  i,  conrormèment  à  \\  notation  expliquée  art.  9i8,  on  aui-a,  d'a- 
près te  principe  des  vitesses  virtuelles ,  ait.  87  et  46S ,  en  observant 
que  la  masse  du  mobile  est  prise  pour  unité ,  l'équation  d'équilibre 

(^)..rfx|^(^-:rA|+<!r|^(^)-W/|+*|^(J,)_ZA|=o. 

mais,  d'après  la  théorie  sur  laquelle  ce  principe  est  établi,  la  direc- 
tion de  (Jj  et  sa  valeur  absolue  étant  entièrement  arbitraires,  les  incré- 
ments ttej  dj  et  âi.  ne  sont  liés  entr'eux  par  aucune  loi ,  ensorte  que 
Péqoation  précédente  doit  avoir  lieu  in^ïépendamment  de  toirtes  rela- 
tions et  de  toutes  valeurs  particulières  de  ces  iatrémeqtt;  W  faut  dqnç 
égaler  à  zéro,  séparément,  chacun  des  termes  multipliés  -çvrûx ,  dy, 
et  iT^;  et  qui.  detin»  les  équattops  de  l'arliole  pitécéde«t,  \ 

Valeur  générale  de  Ta  vitesie,  dMultc  des  équation ■  précé<ïentes.  Observations 
sur  1?  Fonction  qui  donne  catte  valeur. 

82a.  L'équation  {^  de  ï'airt.  précédent,  déduite  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles,  donne  immédiatement  la  vitesse  du  mobijf  en  obseiw 
vantque,  puisque  âx,ày;  et  éz  sont  entièrement  arbitraires,  et  pour- 
raient même ,  art.  86,  être  des  quantités  finies,  cette  équation  {j4)  ne 
cessera  pas  d'avoir  lieu  si  on  fait  àx  =  dix: ,  ày  =^  dy  et  âz^  dz, 
c'est-â-dire  si  on  suppose  que  rfxj.  àjf  et  rfi  sont  lés  projections  ortho- 
gonales,sur  les  axes  des  x ,  desj'et  dés  z,  de  l'espace  ds  parcouru 
par  le  mobile  pendant  f instant  dt ,  ce  qui  donne,  en  supposant  di 
constant, 

^^  .    i.id^:^dy^y^d-.id,.  ^  ^^  ^  ^j^  ,^  \^^.      . 

ipté^nuiti  observant  qïje  dx*  -h  dy^  -H  di^  =  ds*  et  qu'en  désignant  lit 
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■■''■'  ds 

vUf^Sse  au  bout  du  temps  /par  v  çena  vitftseapouryaleur.cz^-r-j-r,  ^ 

■en  obHéiit  Pétiuatioti  .   i  .    ■  ■ 

(a) p>=  C+2   /'(X^  +  r^  +  Z</i)  ,  ,      , 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

On  serait  parvenu  au  même  résultat  en  multipliant  par.Si^i;,,  a*^  et 
ndz  ,  respectivement,  là  i«.  la  2«lla  3*.  des  équations  (a)  dé  l'arti  820 
faisant  la  somme  des  équations  produits  et  intégrant  dans  Thypothèse 
de  dt  constant. 

8a3.  Là  v^eur  gfnéraîe'  de  la  yîtesse,  donnée  par  l'équation  (2)'  de 
l'articlepréccderit,  comporte  iin  ca^  très  -  remarquable  celui  qui  rend  la 
fonct  ion  X^x  +  Tdy  +  Zdi  întégrable  par  elle  -  mértie  et  indépendam  - 
ment  de  toute  relation  particulière  entre  les  variables -ir  j  ^  et  z.  Ca 
cas  a  toujours  lieu  lorsque  les  puissances  P' ,  P" ^  P"',  etc.  ont,  sur 
leurs  lignée  de  directifore  respectives,  desctrtJiwJ_^aî^*  et  sont  fonction» 
des  -distances  variables ,  que  je  désigne  par  p'^  p" ,  p"' 3  etc.  du  mobile 
à  ces  centres.  En  efîet  soient  i?  la  résultante  unique  de  toutes  les  forces 
V 3  P"jeic-.éfia  distaRc«4n(inimeDl  petkedu.miobtlc'À  on  point,  pris 
d'ailleurs  arbitrairenjent  dans  l'espace,  et  àp'j  àp" ,  etc.  les  projections 
orthogonales  de  cette  distance  sur  les  directions  de  P%  P" ,  etc.  ;  puis- 
que Bj  résultante  des  forces  P' ,  P" ,  etc.  pourrait  leur  faire  équilibre  sï 
^n  )uidoaiiaUun«ejisd'aqt)C|ti.diafiïétVaIement  opposa  à  celui  cfu'ellea. 
On  a,  par  le  principe  des  vjteçses  virtuelles,  ;  ' 

mr  =  X{Pèp)% 
ihais  les  cerapOsMites  X.,  Y,  Zj  remplacent  exactem^t,  quant,  à  Peffet 
yrodiuit  sur  le  mobile,  les  forces  décomposées  P'j  P"j  etc.  donc,  art. 
457  et 476,  la  sDRnnç Afs mogjcff/j-dr  X/ftt Z  égt,t-g8le  hfa somme 
ies  tfiàments  de  P'j  P*^ ,  etc.  c'est-à-dire  qu'on  a 
,  (i>  ;  ,  .  .  .  X<te-f  ryf>'  +  a#3<t±.^(ï'tj^^5 
élquatiwi  dans laïpielle  on  peirt,  ainsi  que}*  l'ai  observiî'à  l'art,  pi^cédent,' 
Sùbstitijer  aux  projections  ^x ^  ây,  d^ ;âp''p  âp^,  etc.  de  dsj  les  projec- 
irons  dx,âj,  dz  ,  dp",  dp*' y-etz.  de  l'espace  élémentaire  //iidécrit  par 
It  'mobile  ptfndaMt  ï'instatir  dt,  cfe  qiir  donne 

(a) Xdx->rrdjy^-Zdz^-S{Pdp) 
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et  si^  comme  je  le  suppose,  P' ,  P" ,  etc.  sont  fonctions  de  p'^  p" j  etc. 
]a  quantité  S{Pdp)  ouP'dp'  +  Vdp"  +  etc.  sera  intégi-able'par  elle- 
mt-me  et  la  fonction  Xdx-*r  ydy  -^  Zdi  jouira,  par  conséquent. -de  la 
même  propriété, 

824.  La  vitesse  a  un  instant  quelconque,  dans  le  cas  dont  je  viens 
de  parler,  est  donnée,  uniquement,  par  la  position,  du  mobile. ou  par 
les  coordonnées  dg  point-où  il  se.trpuve  à  ce  même  instant,  sans  aucun 
égard  à  la.fornie  de  la  courbe  parcourue  ou  trajectoire j  voici  les 
expressions  à  substituer  k  X,  y  el  Z  dans  la  valeur  générale  de  cette 
vitesse;  soient  P  et  pj  respectivement,  l'une  quelconque  des  puissances 
P'j  P"j  etc.  et, celle  des  distances  p'jp",  etc.  dont  P  est  supposée 
fonction,  si  on  désigne  par  «,  l>j  c  les  coordonnées  de , l'origine  de  p 
parallèles  aux  Xjjy  er  3  on  aura, jf" étant  le.sign]e  de  fonction,' 

Les  sommes  des  composantes  dés  forces  respectivement  parallèles 
Mix  Xjjr^t  5  seront  j  en  observiaftt  quB 


Mzi. 


F 

sont  les  cosinus  des  angles  respectifs  fonnés  par  la  (lirectiun  de  P  et 
par  les  axes  des  x^  ^  et  5  ^ 


(3). 


[(±-«)'+<jr-*)"+(=-<:)')r 

/l  [(x-«)-+(jr-«)-+(»-o)']^l 
■^  if  (^ --»)■+ (y-*)'+(' 


La  constante  C  se  détermine  par  une  valeur  donnée  C  de  v  correspon- 
dante à  une  position  connue  du  mo^iile  ;  représentant  par  a,,bf  et  c,,  les 
coordonnées  paral!è\es  aux  3»^  j  et  5. qui  fixent  cette  position,  par 
F{Xjy:jz)  la, valeur  indéterminée  de  l'intégraie/(X(/r+.J'(^  +  Z<^) 
et  par  F{a„  b,,  c,)  la  valeurdéterminée  de  cette  intégrale  lorsqu'on  y 
substitue  a,h-x,  bfky  et  c,  à  i^  pn  ^ 

(4) 
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'    f    -(4)  .  .  .  ,  .[C^U^-'S,F{a'^ù\,D')j       \        .     - 
dVi     ■    '■  ■  -■..■.■,:  I    ■■ 

(5)'.  .■...■..  ../»==.//•— jtFi;fl?^*',«')ïf;aJ:.{a;^^,5).- 

8a5.  Observant    que  l'équalion  (i)  de  TaMicle    pR'cédent    3onne 
(  dp^  \  x~a    f  .dp  \  y — î/  '  f  dp  \  z,  —  c 

ayaoi  f  gart]  à  lléquation  (a),  d"  même  p^rticle  on  verra  que  les  équations 
(3)  peu\'«tit  se  mettre  sous  la  forme  suivante    . 


fiiisaiit  la  son^me  de  ces  équatlonSj. après  avoir  multiplié.Ia  i^e,  par  dx^ 
la  a*,  par  djr^  ta  3*.  par  dz,  les  coéiïlcients  de  chacune  dés  quanlîtOs 
représentées  par  le  symbole  généraiy(/')j  dani  le  a«.  membre  de  l'é- 
quation iOOT^C|j, seront  les  diflercntielies  complètes  des  distances  cor- 
respondantes^ représentées  par//^  et  on  aura 

■     '    '    '■]•     Xdc'+rJx  +  7:^z^S\dpf(p)\     •'        '         ■' 

ce  quî  fburAtt  une  seconde  démonstration  du  tbéoEéme  dont  la.premit:re 
démortstraiîon  a  été ,  art.  823,  ^déduite  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
Ss.6.  F-ïu»î*urs  des  ^iis  (ïe  mouvement  recriligne,  traités, dan» 'la  »ee- 
tion  préçédi^itte,  ée  rap^jortenti  celui  dont  U  a  été  questHin.avt.  ifcaS». 
Le  mobile, '{I^ns  ces  âîfïerenlG'oasj  n'est  censé  miHnw  qu'!k  l'îu^ilton^l'tme 
eeule  puissance  dirigée  suivant  l'axe  des  x  qui  ent'la  ligne  du  nniuve- 
ment;  on  a  donc  F=oet  Z  =  o  ;  «  l'éqiiatiog  (a)  de  l'art.ifiba'cfeçvient 

_  ,,',  ■'"  '■'     ■  \v^J=C  +  i/Xdx.      '    ■   ■  ■■  ■■■"''  "■' 

.  Le 'Mobile  :étant  un  corp«>pesant  qui  pfiFC^urt  ane  ligqe, verticale  (Ihiis 

ie  videv  la  puissance  X  est  dirigé^  au  contre  de  la  terre.,  et  fonctJop 

<te  la  distance  du  mobile  à  te  centrb  ;  cette  fonction  peut  être  traité^ 

I  i5 
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comme  une  quantité  constante,  lorsque  ta  ligne  parcouirue  est  si  petite 
en  comparaison  du  rayon  de  la  terre,  et  sî  éloignée  de  son  centre  que 
les  plus  grandes  variations  des  distances  du  mobile  k  ce  cénUe  de- 
viennent négligeables  par  rapport  k  ces  distances.  Celte  condition  in- 
troduite dans  l'équation  cî- dessus,  donne  X  =  coiislante  ,  d'où  on 
conclut  l'équation  (3)  de  l'art.  70a,  de  laquelle  on  peut  déduire. toute» 
les  fonniiles  du  mouvement  uniformément  varié. 

Lorsqu'on  regarde  la  longueur  de  la  ligne  parcourue  par  !e  mobile 
comme  comparable  au  rayon  de  la  terre,  on  a,  art.  729,  au-dessus  du 

niveau  de  la  mer,  X=  -;■■■■  -4.   ,  et  art.  7.33,  au-dessous  de  ce  ni- 

veau,  X'=  -£-i -i-  j  ainû,  pouttousl^  cas  particuliers,  traités 

dans  la  i".  section  de  cette  a*,  partie  du  cours,  qui  rendent  la  puis- 
sance X  fonction  de  la  dislance  du  mobile  k  un  centre  fixe,  pris  sur 
la  direction  de  la  force ,  Ta  vitesse  -est  donnée  par  une  expression  qui  ne 
renferme  d'autre  variable  que  la  distance  x  du  mobile  à  une  origine 
donnée  de  positioil,  expression  qui  se  déduit' immédiatement  de  l'équa- 
tion (3)  de  l'article  822. 

827.  Il  n'en  est  pas  d^  même  du  mouvement  vertical  dans  un  milieu 
résistant  comme  le  quarré  de  la  vitesse ,  dont  les  lois  ont  été  exposées 

art.  739  et  suivants;  ce  cas  donne  art,  yi^o  et  741 ,  Xs=^|  +1 ■ 

(les  signes  supérieur  et  inférieur  s'-appliquant,  respectivement,  aux 
mouvements  de  descente  et  d'ascension)  et  ta  fonction  Xi/.r' n'est  pas 
immédiatement  intégrable  comme  dans  les  cas  précédents.  Cette  cir- 
constance aura  lieu  généralement  lorsque  X ,  V  et  Z  rcnferpieront  des 
termes  dépendant  des  résistances  des  milieux^  ou  d'autres  résistances 
quelconques,  fonctions  de  la  vitesse. 

Enfin  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  t'intégrabilité  immçdiate  de 
la  fonction  X(^x+  Vtij-\-Zdz  suppose  toujours  que  les  origines  des  dis- 
tances ,  dont  les  puissances  P',  P" ,  etc.  sont  des  fonctions ,  se  trouvent 
placées  &  des  points  fîxes  de  l'espace  ;  il  ettmanifeste.que  celte  con- 
dition est  indispensable  pour  assurer  l'exactitude  de  l'analyse  consigné* 
dans'  les  art.  828  et  suivants ,  et  des  cotiséfjuctices  que  j'en  ai  déduitev 
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De  la  force  iangentielle  et  d«  U  force  noripaU.  ExpuHion  de  la  viicste  es 
fonction  de*  covaçotamès  tangenlièlles. 

828.  liorsque  le  mobile  a  parcouru,  pendant  l'élément  de  temps  dt, 
un  élément  ds  de  sa  trajectoire,  la  direction  de  son  mouvement  s'in- 
fléchit, et  il  parcourt ,  pendant  l'inslsnl  suivant,  un  autre  élément  dç 
cette  courbe  qui  n'est  pas  dans  la  direction  du  premier.  Ainsi,  à  un 
instant  quelconque,  tout  l'eifei  des  forces  sollicitantes  se  réduit;  1°.  à 
faire  varier  sa  vitesse  dans  le.  sens  de  la  courbe  ;  a",  à  fa'rc  varier  la 
ilirection  du  mouvement  ;  il  suit  cle-l<i  que  si ,  au  bout  du  temps  t , 
on  fait  passer  un  plan,  que  j'appelle  plan  SRN,  par  l'élément  de  courbe 
que  le  mobile  vient  de  parcourir ,  et  par  celui  qu'il  est  prêt  à  par-' 
courir,  ce  plan  renfermera  i".  la  résultante  générale  des  forces  sollî - 
citantes  que  je  désigne  par  Rj  a»,  les  deux  composantes  reclangu- 
Uires  cfe  R,  l'une,  que  je  désigne  par  S ^  dirigée  suivant  l'élément  de 
courbe  que  lé  tnobite  vient  de  parcourir,  et  l'autre  que  j'appelle  N, 
perpendiculaire,  à  oet  élt<meat  de  courbe.  En  .efTet,  si  on  admettait 
l'existence  d'yoe  force  agissaM  surle  mobile,  sans  être  dii-igée  dans  le 
plan  SRN ,  cette  furce  devrait  avoir  une  cotnposante  perpendiculaire 
au  même  plan,  qui  tendrait  k  en  écarter  le  mobile,  et  l'effet  de  cette 
composante  ne  pourrait  ^tre  empt'ché  par  aucune  des  forces  dont  SRN 
renferme  les  directions  ;  mais  celte  liypothtse  est  incompatible  avec  le 
mouvemept  rtVl  du  Cor|>s  qui,  ppr  J'état  de  )a  cpiestion,  doit  parcourir  un 
second  élément  de  courbe  diins  le  plan  SRN  ;  il  faut  donc  que  les  forces 
perpendiculaires  k  ce  plHn,'Oti  soient  nulles,  ou  se  détruisent  entr'elles. 
829.  IhCS  composante»  5  et  A' se  nomment  respectivement  force  ^ara* 
gen/ielle  et  force  norf^ale  j  il  a  déjà  été  question  de  la  première  aux 
art.  819  et  8ao,-et  il  sera  utile  de  dontier  îcïles  foritiules  applicables  k 
toutes  les  déter^itiations  qui  les  concernent.  On  sait  que  la  résultapte 
R  a  pour  yaley? 

(') ■  '  ■Ji  =  i/x^+W+z^  j 

et  qu'en  désrgriahtpar  y4jiB  et  Clés  angles  respectifs  formés  par  sa 
direction  et  par  le^-axes  des  ^i,r.^'  i,  0n  -^ 


w. 


5cos.  ^  =s  -^  ;  ços.  B  =s  -^  ;  CM.  C  =  -^  j  \ 
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\a  direction  de  la  force  tangentielle  5  étant  identique  avec  ccjle  cle 
l'élément'  dé  courbé  as ,  lés  angles  rcpectifs  désignés  par  a,  li,c,  qu'elle 
forme  avec  les  axes  des  x  ,j-  et  :: ,  se  détermineront  par  les  équations 

(3),  .  .  }^co^,a=  ,-^.s  cos.^=  ~^i  cos.c=  -^^1 

d'où  on  conclut,  par  un  théorème  de  trigonométrie  très -connu,  la 
valeur'du  cosinus  de  l'angle,  que  J'appelle  6>j  formé  par  les  directions 
de  R  et  Sj  savoir 

Xdx -^  rdy  ^^  Zdz 

.  Rds 

et  comme  S=  R  eos.  (9  pn  a 
(5)  '  S_      ^^•^+^^  +  ^s 

83o.  Passant  à  là  force  normaleiV,  j'observe  que  sa  direction  à  angle 
droit  sur  céllede  la  force  S  fonne  avec  la  direction  de  ta  force  H  un- 
ângif  complément  dé  0  et  dont  le  cosinus  est,  par  conséquent,  égal  \\ 
sin.  (9,-  ainsi  di^signant  par/",  ^et  h  les  angles  respectift- formés  par  A" 
et  par  les  azes  des  x ^.y  et  2  j'ai  les  trois  équations 

"X  Y  % 

L  -—  tes./  +  -^  cop.  g  +  -^-  COS.  h  ~  sin.  0  _; 

\^)  ••••■•<  d.r  „       dy  j, 

i__.  COS.  /  +  -H-  cos.f  +  Jlz.  COS.  A  =  D  : 
ds  ""  as  °         ^  . 

COS.'y  +  COS."  g  +  COS."  A  Jc  I  j 

desquelles  cm  dé<luit 

rcos./  = 
(a) ) 

Tcos.  A  = 

et  la  force  Nj  dont  on  vient  de  <ié(erminer  la  direction',  a  pour  valeur 

absolue 

(3)   .   . iV=/îsin.  e. 


X 

'    dr. 
ds 
dy 
A    ■ 
dz    '■ 
ds' 

COS.  0 

Tîsln.  0 

r 

sin.  » 
ros.  0 

.      ■  Z.- 

■ sin.» 
coS.  e 

Ram.  0 

sin.  0\^ 
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83i.  Lorsque  les  forces  P' ,  P" ,  etc.  seront  fonctions  des  distance» 
do  mobile  à  des  centres  d'actions  frxes,  pris  sur  leurs  directions  res- 
pectives, et  que,  par  conséquent.  A',  Y  et  7.  seront  fonctions  des  coor- 
donnée» du  point  mobile,  les  valeurs  des  angles  A^B^Cj  0,f,gçi  h 
se  déduiront  àp  la  position  de  ce  mobile. 

J'ajouterai  que  les  angles y^  g,  h  sont  ceux  que  forme,  avec  les  axea 
coordonnés ,  le  principal  rayon  osculateur  de  la  courbe  à  double  cou  - 
bure  décrite  par  le  mobile,  celui  qui  se  trouve  compris  dans  le  plan 
même  de  l'arc  élémentaire  dont  il  mesure  la  courbure  et  dont  son 
origine  occupe  le  centre  ;  je  donnerai  bientôt  la  valeur  de  ce  rayon. 

832.  Désignant  par  ff,  ff",  etc.  les  angles  respectifs  formés  par  les  puis- 
sances P' ,P" ,  etc.  et  par  l'élément  de  courbe  ds,  ou  par  la  ligne  de 
direction  actuelle  du  mouvement,  les  composantes  P'cos.ff',  P"  zm.0" , 
etc.  que  j'appelle  composantes  tangenticUes ,  auront,  pour  effet  ex- 
clusif, celui  de  faire  varier  la  vîteese  v ,  ou  d'engendrer  l'élément  de 
vitesse  dv,  cette  vitesse  c  ne  pouvant  être,  en  aucune  manière,  modifiée 
parles  composantes  normales  P'sin.^, P"sin.^',  etc. dont  la  compo- 
sition, en  une  force  unique,  donne  la  force  normale  N^  exclusivement 
employée k  infléchir  la  route  du  mobile;  on  aura  donc 

{i)  .  .  .di>  =  dtZ{Pcoi.Ûy,  \^       ,  ...      .     • 

„     '^A  est  la  constante  arbitraire 

(a)  .  .  .  v=K-\-f\dtX{Pmi.&);\\ 

oii,  en  multipliant  le  premier  membre  de  (i)  jïar  f/  et  le  2".  ,par  la 

valeur  —;—  de  pj 

(3) v^  =  C-\:s.f\dsS{P COS.  û)\ 

il  est  facile  de  reconnaître  l'identité  de  cette  seconde  valeur  avec  celle 

que  j'ai  donmc  art.  822 ;  on  a  ^ ( F cos  Û)=^S= y^^— , 

ds 

d'où  ds  S{Pcos.  Û)=  Xdx  -h  rdy  -H  Zdi. 

CotiddératioDi  générale*  sur  la  trajectoire  ou  courbe  décrîfe  par  le  mobile. 
Valeur  générale  de  ion  rayon  de  courbure.  Équation  du  plan ,  de  pociiion 
variable,  qui  renferme  l'arc  décrit  de  ce  rayon. 

833.  Je  compléterai  ce  que  j'avais  à  dire  ^ur  l'emploi  des  équations 
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gi'nt'-rales  du  mouvement  d'un  point  matériel  ^  pour  en  déterminer  tous 

les  plu-nomtnes ,  en  donnant  les  équations  générales  de  la  trajectoire, 

et  les  moyens  de  déterminer  le»  affections  de  cette  courbe. 

On  a ,  d'abord ,  un  procédé  général  et  direct  pour  trouver  l'équation 

de  la  trajectoire  dans  les  différents  cas  particuliers,  qui  consiste  dans 

l'inlégration,  lorsqu'elle  est  possible,  de  chacune  des  équations  (2)  de 

l'art.  820.  Les  intégrales  donneront  les  relations  eutre  les  temps  et  les 

espaces  parcourus  parallèlement  à  chacun  des  axes  coordonnés,  et,  en 

éliminant  ta  variable  t  des  3  équations  ainsi  obtenues,  on  aura  deux 

équations  entre  x  ,y  et  i  qui  seront  celles  de  la  trajectoire.  Je  suppose, 

comme  aux  art.  8a3  et  8^4,  Xj  i'~et  Z  fonctions  des  coordonnées  de 

cette  courbe;  si  lesexpressionsdecesquantités  renfermaient  lavltese  c, 

..  ^     ,    .    ,  ■     ■  l/<^j!Î  +  «^r*+(/5» 

il  faudrait  a  v  subsfiiuer  -rr-- 7--^-- . 

dt    ^ 

834.  Pour  avoir  d'ailleurs  sur  cette  détermination  les  résultats  les  plus 

généraux  je  pose  les  équations  hypothétiques 

(i) \dy=pdxid^  =  qd:f:}\ 

desquelles  on  déduit 

(2)  .  .  .  .  \ddy^=pddx-\- dpdx\ddz  =  qddQi-\- dqdx\\ 

(3) ds~dx^i^pij^ff»  '. 

ds  dx        

(4)  —  -5r  =  "  =■  -Try^-^p'+n" 

prenant  dt  pour  diflÏTenlielle  constante ,  les  équations  de  l'an.  8ao 
deviennent ,  ddjt  =»  Xtit*j  dtlj  =  lV/»j  ddz  =  Zdl^j  et  ces  valeurs 
siibsiituces  dans  (a)  donnent 

cdl,d„=.d,'{r~pX); 
>  ' *  d,jd.t:  =  dl>lZ—(iX)  ; 

mais  d'après  (4)  dl-  =  j£S}±^±£L  ,  d'où 


dp. 


'^(■+^'+''')    (Y.-fXy, 


(6) 
équations  qui,  combipées  avec  (i),  donnent 


rf,=J^ii±£l±»!L(z-,x)i 
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(7)  ■ 


rdi—Xdy  — 


Zdx  - 


I +/'■  +  ?" 


mettanl  pour  d/f  et  tiq  leurs  valeurs,  et  ayant  égard  à  (i)  et  à  (3) 


(8), 


rdx—xjj-. 


V*  {^dr  ddjr  —  dy  ddx  ) 
dT^ 


Xdi  . 


■  Zdx 


('*  (  dz  ddv  —  dx  ddz.  ) 


et  par  combinaison  de  ces  deux  équations 
Zdy—Ydz.^ 


v^  (dj-  ddi  —  di  ddyy 

ds^    . 


Divisant  ta  premitre  de.  ces  équations  p^r  l'une  quelconque  des  deux 
autres,  on  a  l'équation  unique  ,  dans  laquelle  la  vitesse  n'entre  plus, 

C  X{dzddy~dyddi)-k 

(9)  ■  •    •  \    +  y\dxddz  —  dzddx)\  =  o 

l  +  Z(djddv  —  drddj)S 
La  trajectoire  sera  immédiatement  déterminée  par  ces  équations 
lorsque  les  puissances  seront  fonctions  des  distances  du  mobile  à  des 
points  fixes,  *pris  sur  leurs  directionSi  puisqu'alors  art.  824  lesvaleurs 
de  Cj  XfFct  Z,  précédemment  déterminées,  ne  renfermeront  d'autres 
variables  que  les  coordonnées  des  points  successivement  parcourus  par 
le  mobile  ;  je  dois  ajouter  que  l'usage  de  ces  équations  est  indépendant 
de  la  condition,  ci'- dessus  imposée,  d'avoir  dt  constant  et  qu'elles 
peuvent  être  mises  sous  les  formes  suivantes  ;  savoir,  les  équations  (8) 


(lo)  , 


ds*  {ydx^xdjy^v^dx^.d(-^\-^ 

ds'\Xdi  —  ZdJ:y=  u^  ds^.df-^^  ;■' 

ds^  (  Zdj'  —  Vdx)  =  f»  dy.  d  ^4^}  ; 


et  l'équation  (9)  dégagée  de  la  vitesse 
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(■■)•■■  ^'^="^<^)+«-"<-â-)+^^-^"r<|)  =  - 

835.  Ladireclion  de  la  tangente  à  la  trajectoire  et  celle  de  son  rayon 
de  courbure  sont  données  par  les  équations  (3)  de  l'art.  829  et  par  les 
équations  (s.)  de  l'art.  83o,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  la  valeur  du 
rayon  de  courbure.  Pour  cela ,  j'observe,  qu'à  l'instant  où  le  mobile 
venant  de  parcourir  un  élément  de  courbe  ds  est  prêt  à  parcourir  l'é- 
lément suivant  ds',  il  est  animé,  dans  le  sens  de  l'élément  dsj  de  la 
vitesse  v  +  tiv^  et,  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure,  de  la  vitesse 
élémentaire  Ndt  ou  iî^Z/sin.  0,  d'où  on  conclut,  par  les  formules  de  la 
composition  du  mouvement,  que  l'angle,  formé  par  4*"  et  di'^  a  son 

'  ftdisin.  e  Bdl'i'inlff 

smus  =1     — ,,  ,        ,  '  —  =  ( — :orcesmus, 

y{i'  +  di'YfH^ih''s\x\.^G  "    • 

qui  est  celui  de  l'angle  appelé  angle  de  contact ^  a  aussi  pouc  valeur 

j,  en  oésignapt,  par  r^  le  rayon  de  courbure  cherché  ;  on  a  doijc 

•  ■       vds       : 


(0 


Hdt^m.ff 


et,  en  observant  que —T— ^.c>    .  .,     .,,,  ; 

je  revietHlrai  sur  cette  valeur  re^tiairquable  dans  la  suite  du  cour;.  . 
836.  Si  on  fait  passer, par  le  p(Mnt«.où  le  mphile  se  trouve  à  ui>ins>' 
tant  quelconque^  trois  axes  sar  lesquels  se  cumptent,  à  partif  du  mêote 
point^lsscoordonnées  ^j*!ef  ^  respectivemenft  paçallgles  aux  .t»  jk  et  - . 
l'équation  du  plan  qui  renferme  l'élément  de  courbe  ds  et  le  rayon 
de  courbure  r^  sera,  d'après  les  formules  de  là  géométrie  analytique, 

.  (i)  ..^{dzdij~dj-ddz)-\-n{dxdd^^dzddx:^-\-i;{djddx~^dxd4yfç=i0, 
qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ob^rvant 
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observant  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  établit  enfre  f  j  >î  *t  f  les 
uitmes  relations  énoïicécs  p^r  l'équation  (p)  de  i'art.  884,  entre  A"_,  /'et 
Z  j  fjft  coQçlut  de  leur  rapprochement 

(3)  .  .  .  \sz~i:xj  ^ r=Y!Xj  nz  =  ^r\. 

Ces  équations  sont  celles  de  la  ligne  de  direction  de  la  résultante  gé- 
nérale /tj  qu'op  pouvait  -déduire  immédiatement  des  équations  (a)  de 
l'art.  828,  mais  en  les  combinant  par  les  méthodes  de  la  géométrie 
analytique,  avec  celles  de  la  ligne  de  direction  du  mouvement  actuel, 
ou  de  la  force  tangcnlielle  S ,  qui  sont 

71  '        dy  ^  ds 

on  a  l'équation  suivante  du  plan  renfermant  les  directions  dû  mouvement 
actuel,  de  la  résultante  générale,  et  du  rayon  de  courbure 

(^rdx  —  xdj)^+{Xd^—zd.v)n-^{Zdy^rdz)^^o 

qui  ne  contient  plus  que  de»  termes  du  i".  ordre  avec  les  sonûjmes  des 
composantes  rectangulaires  des  puissances.  Pour  rapporter  les  positions 
des  différents  points  de  ce  plan  à  l'origine  fixe  des  x^y  et  s,  on  dési- 
gnera les  coordonnées ,  comptées  de  cette  origine  fuie ,  et  parallèles  aux 
X ,j  et  a,  par  ^i'^y  et  i' ,  et  on  substituera,  dans  l'équatioD  précé- 
dente, j>'  —  ^j^-^Jt  et  z,'  —rZjkÇfTi  et  ^,  respectivement,  les  seules 
variables  étant  x'^jr* ,  *'  eï  toutes  le»  autres  quantitt-s,  qui  se  rapportent 
au  point  occupé  par  le  mobile,  devant  être  considérées  comme  cons* 
Xantes  dans  l'équation  entre  ces  variables. 

Propriétés  généralei  du  mouvement  libre  d'un  point  matériel  ,  «ollîcité  par 
des  puictancea  quelconques.  Relationt  enlre  le«  aires  et  les  momenls.  Cas 
qui  rendues  aires  proporllonD elles  aux  temps.  Propriétés  parlicultères  qui  en 
dépendent.  Principe  de  la  moindre  action  vériSé  duni  le  mouvement  d'un 
{>oint  matéjrjel  dû  k  daa  forces  centrales. 

887.  En  supposant  dt  constant  dans  les  équations  générales  (a)  dp 
J'art.  8ao ,  on  a      , 

ddx         -^  -  ddv         „  ,        '  ddz  -, 

— -j—  =  Xdtj      —/—  =  rdtj     — î—  =  Z  dtj 

df  de  dt       ■         . 


y  Google 


122  DyHAMIQVE    lÏLlËMENTAIHE. 

muItipUant  ces  équations  par  des  facwurs ,  savoir  :  i".  la  i'<.  par^  et  la 
3«.  par  X  ;  a*,  la  i".  par  »  et  la  3".  par  .t  j*  3".  ta  s«.  par  2  et  la  3*.  par 
y  ;  retranchant  ensuite  l'une  de  l'autre  les  équations  produits  de  chaque 
*  couple  ainsi  combiné,  les  premiers  membres  des  équations  obtenues  de 
cette  manière  seront  susceptibles  d'une  première  intégration,  et  on  aurft 

jdx  —  xdy  ^  dt  [a,  +/iLr  X  —  ^  ^'^'i](  «/,  fl„,fl„,»ontlMcoii»- 
xdi  —  srfxas  di[aff  +/'][x  Z — 3  A'')Aj]<  t»ntei  «rbîtrairc»  intro- 
jds  ~  idj^dl  [a,„+/\[jy  Z  ~  z  i^)(/;j}^<iuitMp«r  l'intégnition. 

838.  Les  surfaces  élémentaires,  dont  les  premiers  membres  de  ce» 
équations  expriment  les  valeurs ,  méritent  une  attention  particulière. 
Je  suppose,  comme  à  l'art.  820 ,  pour  fixer  les  idées  relativement  aux 
signes  des  quantités  ,  que  le  mobile ,  pendant  l'instant  de _,  parcourt 
un  élément  de  courbe  ds,  situé  dans  la  région  des  x ^y ^  3  positives, 
et  que,  d'après  la  direction  de  ds  et  le  sens  du  mouvement,  les  incré- 
ments dx ,  dy ,  dz  sont  aussi  positifs.  Imaginant  ensuite  deux  rayonS' 
vecteurs  menés  de  l'origine  des  x  ,jr ,  z  aux  extrémités  de  l'arc  élé- 
mentaire ds,  trfiçani  les  deux  droites  AX^l  AT  à  angle  droit  l'une 
sur  l'autre,  prenant  VAX  pour  le  plan  des  xj',  faisant  A"?  =  x _, 
Fig.  %  PM  ^y ,  Pf  =  Mm  =  d.t! ,  mW  -^  ây  ,\e  triangle  AMW  sera  la 
projection  orthogonale,  sur  le  plan  xy ,  du  triangle  formé  par  Télé- 
ment  de  courbe  ds ,  projeté  en  MW ,  et  par  les  rayons  vecteurs  me- 
nés de  l'origine  A  à  ses  extrémités.  Or  on  a  triangle  AMM'  = 
triangle  A  M  m  +  triangle  M  m  H'  —  triangle  A  M' m  ^^ 
7  {ydx  ■\-  dyd-P--^  xdy  )  =  4-  i^J^^  ^  ^^y  )■  Le  premier  membre  de 
la  première  équation  est  donc  l'expression  du  dotible  de  la  projection 
orthogonale ,  sur  le  plan  xy,  de  l'aire  élémentaire  engendrée  par  le  mo- 
bile ,  pendant  l'instant  dt ,  autour  de  l'origine  des  x ^y ,  i  j  et  ot» 
trouvera ,  en  suivant  la  même  marche  de  raisonnement,  que  les  pre- 
miers membres  des  deux  autres  équations  ,'.if'egt-à-dire  les  expressions 
xdz  —  idx  ctydz  —  zdjr  j  sont,  respectivement,  le»  doubles  d«  pro- 
jections orthogonales  de  la  même  aire  élémentaire  sur  les  plans  des  ara 
et  des  yi. 

839.  Les  expressions  sous  le  sïgneydes  deuxièmes  mfrtibres  des  équa- 
tions de  l'art.  887  méritent  aussi  une  attention  piirticulière.  La  masse 
du  mobile  étant,  ainsi  que  je  l'ai  supposé  précédemment,,  prise  pour 
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uaiti'  tyXdt — xVdf&enk  lé  moment,  par  rap|>ort  k  l'axe  des  û, de  la 
quantité  du  mouvement  élémentaire  imprimée  au  mobile,  pendant  l'ins- 
tant tù,  en  vertu  de  l'action  des  puissances;  pareillement  xZdt — sXdt 
et  jy  Zdt  —  iYdt  sont  le»  moments  respectifs  de  cette  quantité  de 
mouvement  élémentaire  par  rapport  aux  axes  des^  et  des  x.     , 

■^                            ,,             .              iir  </v  ,         ,         , 

D  un  autre  coté  1  eipression  j  —y x  -^-  est  la  valeur  dû 

moment,  par  rapport  à  l'axe  des  s^  de  Ja  quantité  de  mouvement 
que  le  mobile  a  acquise ,    au  bout  du  temps  /  ^  les  expressions 

dz  dx  dz  ày    ,  . 

S!—i S  —j—  tijr-~r—  —  i  —7— étant,  respectivement,  le»  mo- 
ments, par  rapport  aux  axes  des^  et  desx^  de  la  même  quantité  de 
mouvement. 

"EaVin  jXde —  xVdtj  X Zdt— zXdt t  j Zdt  —  zydt  sont  les 
projections  sur  les  plans  coordonnés  de  l'aire  élémentaire  que  le  mobile 
décrirait  autour  de  l'origine  si ,  au  point  de  sa  trajectoire  qui  a  x,jr  et  s 
pour  coordonnées,  son  mouvement  avait  lieu  suivant  la  ligne  de  direc- 
tion de  la  résultante  générale  des  forces ,  avec  la  vitesse  y^x^+Y'-^Z'. 

On  retrouve  dans  ces  rapprochements,  les  relations  intimes  qui  exis- 
tent entre  les  moments  et  1«  aires  expliquées  et  démontrées  art.  fioo  et 
suivants  ;  CD  y  voit  aussi  commeat  le  moment  de  la  quantité  de  mour 
vement  acquise  par  le  mobile ,  au  bout  du  temps  /,  se  compose  de  la 
cumulation  de»  moments  des  quamités  de  mouvement  élémentaires 
engendrées  pendant  chaque  instant  dt. 

84o>  Un  CBS  très-remarquable  du  mouvement  d'un  point  matériel 
est  celui  dan»  lequel  la  direction  de  la  résultante  générale  des  forces 
passe  confila#nment  par  un  point  /ixe.  Prenant  ce  point  fixe  pour  ori- 
gine Aes  coordonnées ;r,j'  et  i,  et  donnant  d'ailleurs  aux  plans  coor- 
donnés des  positions  entièrement  arbitraires ,  on  voit  que ,  quelques 
soient  ces  positions,  les  valeurs  des  moments  dont  les  expressions  sont 
«0U8  le  signey^  dant  les  deuxièmes  membres  des  équations  de  l'art.  SSy, 
seront  nulles,  puisque  ces  moments,  par  rapport  ii  diacun  des  trois 
_  axes  coordonnés  ,  doivent  être  égaux  &  ceux  de  la  résultante  générale 
par'  rapport  aux  mêmes  axes,  et  que  ces  derniers  moments  sont  néces- 
sairement nuls  puisque  la  résultante  passe  par  le  point  commun  d'interv 
«ectioD  des  trois  axes. 
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Les  équations  de  l'art.  887  deviennent  donc,  dans  le  cas  dont  il  s'agit 

ydx  —  xdy  =  a,  dt  j 

xdz  —  zdx  =  <ï„  dtj 

jrdz  —  zdy  ^  a„,  dt  j 
d'où  H  suit  I*.  que  les  valeurs  a,,  a^^af/^àes  moments ,  par  rappori  aux 
aies  des  t,jr^.T,de  la  quantité  de  mouvement  initiale  imprimée  au 
mobile  sont  les  valeurs  constantes  de  ces  moments  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement;  2°.  que  les  projections  orthogonales,  sur  les  plans  roor- 
donnés  des  aires  élémentaires  décrites,  successivement,  par  le  mobile^ 
pendant  chaque  élément  de  temps  di  autour  de  l'origine,  sont  proportion- 
nelles à  d/  ou  égales  entr'elles,sur  chaque  plan,  lorsque  dtest  constant; 
d'où  il  suit  que  les  projections  orthogonales,  sur  les  mêmes  plans  coor- 
donnés, de  l'aire  finie  décrite,  pendant  le  temps  /,  autour  de  l'origine, 
est  proportionnelle  à  ce  temps. 

841.  Multipliant  les  1^*.  i*.  3".  équations  de  l'article  précédent^ 
respectivement,  par  —  z,y  et  x  et  faisant  la  somme  des  trois  équation* 
produits,  les  1'".  membres  de  ces  équations  se  détruisent  et  00  a»  en 
divisant  par  dl  la  somme  des  seconds  membres, 

d'où  on  concint  que ,  dans  le  cas  auquel  se  rapportent  ces  équations-, 
la  trajectoire  est  une  courbe  plane  décrite  dans  un  plan  qui  passe  par 
l'origine  des  coordonnées  x,j^,  3  oi»  se  trouve  placé  le  point  fixe  sur 
lequel  la  résultante  générale  des  force»  est  constamment  dirigée. 

Cette  propriété  s'étend,  évidemment,  au  cas  où  la  direction  de  la 
résultante  générale  est,  pendant  tout  le  cours  du  mouvement,  parallèle 
à  une  droite  fixe  dans  l'espace,  ce  qui  revient  à  dire  quelle  point  de 
convergence  constante  de  cette  résultante  est  placé  à  une  distance  infinie 
du  mobile. 

842.  Puisque  la  trajectoire  que  le  mobile  parcoort  est  une  courbe 
plane  contenue  dans  un  plan  qui  passe  par  l'origine  fixe,  les  aires  décrites 
par  le  mobile,  pendant  le  temps /.autour  de  cette  origine,  sont  propor- 
tionnelles U  leurs  projections  sur  les  plans  coordonnés-,  dont  la  même 
origine  est  un  point  commun  ;  d'où  i]  suit  que  les  aires  projetées  sont 
eiles-mènics  proportionnelles  au  temps  t. 

J'aurais  pu  arrivera  ce  résultat  en  considérant  que  la  seule  condition» 
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k  laquelle  j'ai  assujetti  la  posision  des  plans  coordonnés ,  étant  celle 
de  faire  passer  ces  plans  par  le  centre  d'action  fixe  de  la  résultante 
générale,  je  puis,  après  avoir  démontré  que  le  mobile  Se  meut  dans  un 
plan  qui  passe  par  ce  centre ,  prendre  ce  ^an  pour  celui  des  x ,y  sur 
lequel  les  projections  des  aires  seront,  alors,  les  aires  elles-mêmes. 

Lorsque  la  résultante  générale  est  nulle ,  et  que  le  mouvemenr  du 
mobile  n'a  lieu  qu'en  vertu  d'une  Impulsion  initiale,  les  aires  décrites 
autour  d'un  point  quelconque  de  l'espace  sont  proportionnelles  au 
temps ,  proposition  manifeste  par  elle  -  même ,  vu  l'uniformité  du 
mouvement  qui  a  lieu  dans  ce  cas,  et  qu'on  lie  à  ce  qui  précède  en 
considérant  que  la  trajectoire,  qui  est  alors  une  ligne  droite,  est  conte- 
nue dans  tous  les  plans  dont  elle  est  l'intersection  commune.  La  conser- 
vation des  aires  que  j'ai  fait  remarquer  art.  769  se  rapporte  au  cas 
dont  je  parle  ;  la  ligne  a  pourrait  avoir  une  direction  et  une  longueur 
quelconques. 

843.  Les  diverses  propriétés  démontrées  dans  les  trois  articles  pré- 
cédents sont  déduites ,  comme  conséquences,  de  la  supposition  de  l'exis- 
tence d'un  centre  d'action  fixe  sur  la  direction  de  la  résultante  géné-^ 
raie  ;  mais  en  prenant  comme  propriété  hypothétique  celle  qui  rend 
proportionnelles  au  temps  les  projections  sur  les  plans  coordonnés  dos 
aires  décrites  autour  de  l'origine  des  x ,  y  j  z  ,  on  en'  aurait  conclu 
toutes  les  autres.  En  efTet  cette  propriété  hypothétique  donne  immé- 
diatement tes  équations  dp  l'art.  840,  par  lesquelles  on  reconnaît  que 
le  mobile  se  meut  dans  un  plan  qui  renferme  l'origine  des  x,  y  ^  a  ^ 
combinant  ensuite  avec  les  équations  de  l'art.  887  (qui  doivent  conve- 
nir indistinctement  à  tous  les  cas  de  mouvement)  celles  dont  je  viens 
de  parler ,  lesquelles  font  alors  la  fonction  d'équations  de  condition  , 
on  déduit  de  celte  combinaison 

équations  qui  énoncent  l'égalité  ^  zéro  des  sommes  des  moments  de» 
composantes  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés;  or  cette  circons- 
tance suppose  l'égalité  à  zéro  des  moments  respectifs  de  la  tésallante 
générale  par  rapport  b  chacun  de  ce»  mêmes  axes ,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  qu'autant  que  la  ligne  de  direction  de  cette  résultante  est  constam- 
ment dirigée  sur  l'origine  commun  des  Xjj^  et  &, 
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844.  Je  terminerai  ce  que  j'avais  à  dire  $ur  les  propriétés  générales 
du  mouvement  d'un  point  matériel  par  la  vérification ,  danscemouve* 
ment,  du  principe  appelé  de  la  moindre  action. 

Je  suppose,  comme  à  l'a%  8s3  que  la  fonction  Xdo  +  ydjr  +  Zdi 
est  intégrable  par  elle-même;  et  fiiisant /(Ai/j;  +  Ydjr  +  Zdi)  =Ç, 
j'ai  art.  6s2  les  expressions  suivantes  du  quarré  de  la  vitesse 

desquelles  on  conclut 

-^-  =  c+.p+ ^ . 

Prenant  les  variations  des  deux  membres  et  observant  que.  dans  la  varia* 

tion  de  Ç,  les  coefficients  difTérentiels  X,  V et  Z_,  indépendants  des 

vrtlcurs  absolues  des  incréments  de  x,  jr  et  z,  sont,  par  conséquent, 

tes  mêmes  pour  dx,dj- ^  ds  et  pour  à.r,ày  et  àz  ,  on  a,  après  avoir 

substitué,  dans  l'bypolhèse  de  dt  constant,  à  X^V et  Z  leurs  valeurs 

ddo)        ddy         ddz  , ,  . , 

— rT~j  — r; — > — rrr^j  toutes  réductions  faites, 
^^    '     dt*  dt^ 

d{dx  âx  +  dyày  +  dtài) 

â(i'às)= .  '     •    ■^^" — — ; 

intégrant  et  transposant,  dans  le  premier  membre,  les  signes  àet/^  on  a 

.  ^,    ,     -                                docâx+dyâY^-diài 
â/{vds)  =  constante  + "—^ ^ 

la  trajectoire  et  la  courbe  variée  étant  supposées  avoir  une  origine  codl- 
mune,  on  a,  à  cette  première  limite  de  l'intégrale,  (fj;i=o,d)'=o,d'«=o, 
d'où  constante ^o.  Si,  de  plus,  les  deux  courbes  se  terminent  au  même 
point,  on  aura  encore  àx  =  o,ây=^o,ài  =  Q,  à  cette  seconde  limite, 
et  la  valeur  définie  de  l'intégrale,  entre  ses  deux  linjites,  sera  égale  à 
zéro,  ce  qui  dosne  à/(vds):=Çi,  ou 

(a)  .  .  .  ./"{yds)  =  mini/nnm. 
845.  La  propriété,  énoncée  par  l'équatiop  précédente ,  vérifie ,  dans   ■ 
le  mouvement  d'un  point  matériel,  le  principe  général  appelé  principe 
de  la  moindre  action.  Cette  dénomination  duc  à  Maupertuis ,  et  qui 
a  été  conservée  parmi  les  géomètres,  quoique  son  acception  actuelle  iie 
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ta  molîve  plus,  a  été  employée  dans  Tongine,  pour  désigner  un  principe 
moins  général  auquel  est  Hé  celui  que  j'ai  appliqué,art.  768,4  la  déter- 
mination des  lois  du  choc  des  corps  doués  d'une  élasticité  quelconque; 
Maupertuis  en  avait  aussi  déduit  les  lois  de  Xa  réflexion  et  de  \si  réfrac- 
tion de  la  lumière  ;  mais  Euler,  envisageant  eiisuite  ce  principe  ou  cette 
propriété,  sous  un  point  de  vue  beaucoup  plus  étendu,  démontra  le 
premier,  dans  une  dissertation  imprimée  en  1744  à  la  suite  de  son  traité 
qui  a  pour  titre  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  mi- 
nimive  proprietate  gaudentes ,  que,  dans  les  trajectoires  décrites  en 
•vertu  de  forces  centrales,  l'intégrale  du  produit  de  la  vitesse  par  l'élé- 
ment de  la  courbe  est  toujours  un  maximum,  ou  un  minimum.,  ce  qui 
est  l'énoncé  de  l'équation  (a)  de  l'article  précédent. 

L'illustre  auteur  de  la  Mécanique  analytique  a  étendu  cette  pro- 
'priété,  qui,  d'abord,  ne  s'appliquait  qu'au  mouvement  d'un  corps  isolé, 
au  mouvement  d'un  système  de  corps  agissant  les  uns  sur  les  autres 
d'une  manière  quelconque,  et  il  a  démontré  que,  dans  tout  système 
pareil,  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  cliaque  masse  par 
l'intégrale  du  produit  de  la  vitesse  de. cette  masse  et  de  l'élément  de  la 
courbe  qu'elle  décrit ,  est  constamment  un  maximum  ou  un  minimum. 
Je  donnerai,  quand  j'en  serai  au  mouvement  des  systèmes  étendus,  la 
démonstration  de  celle  dernière propositionqui  est  l'énoncé  du  principe 
dans  toute  sa  généralité. 

Mouvement  d«(  projectiles  dam  le  vide ,  ou  mouvement  curviligne  d'un  point 
matériel  peaant  qui  a  reçu'une  impulsion  initiale  dans  uue  dîr«ction  formant 
un  angle  quelconque  avec  la  verticale. 

846.  La  théorie  que  je  vais  ejiposer  est  une  application  faîte  par 
Galilée  de  ses  découvertes, sur  le  mouvement  et  sur  les  lois  de  sa  compo- 
sition, aux  phénomènes  résultants  de  la  combinaison  d'un  mouvement 
uniforme  et  d'un  mouvement  uniformément  varié;  j'ai  déjà  dît,  article 
667,  que  ce  grand  philosophe  avait  posé  les  bases  de  la  dynamique  ('). 
Voici  l'énoncé  du  problème. 

(*)  On  trouve,  dans  plusieurs  ouvrages,  le  détail  des  grandes  découTcrtts 
de  Galilée  qui  font  époque  dans  l'hisioire  de  l'esprit  humain  jmaisje  ne  sache 
pas   que  perieane  ait  parlé  d'une  de  »ei  expériences  les  plus  remarquables. 
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Un  point  matériel  pesant  est  lancé  dans  le  vide  avec  une  vitesse  initiale 
V )  qu'on  appelle  vitesse  de  projection  ,  dans  une  direction  formant 
avec  l'horizon  un  angle  0^  qui  est  nommé  angle  de  projection  j  et  il 
s'agit  de  déterminer  tous  les  phénomènes  de  son  mouvement. 

Le  premier  objet  de  détermination  doit  porter  sur  la  double  ou 
simple  courbure  de  la  trajectoire.  Si  on  fait  passer  un  plan  vertical 
par  la  ligne  de  direction  initiale  du  mobile,  le  premier  élément  de  la 
trajectoire ,  à  partir  du  point  de  départ,  sera  décrit  en  vertu  de  la  force 
as  projection  et  de  la  force  de  la  pesanteur,  toutes  deux  dirigées  dans 
le  plan  dont  je  viens  de  parler  ;  ce  preirier  élément  sera  donc  dans  ce 
même  plan  ;  le  second  élément  de  courbe  y  sera  aussi  parce  que  la  direç  - 
tien  du  mouvement,  à  l'extrémité  du  premier  élément,  et  celle  de 
]a  pesanteur,  qui  modifie  ce  mouvement,  sont  encore  dans  le  plan 
dont  il  s'agit,  et  le  même  raisonnemeUl  s'applique  à  tous  les  éléments 
consécutifs  de  ta  trajectoire.  Le  point  matériel  ne  sortira  donc  pas  dti 
plan  vertical  mené  par  sa  ligne  de  direction  initiale  ;  il  n'éprouver». 


ayant  pour  objet  un  phénomène  qui  a  fixé,  depuis  plusieurs  années  ,  l'attention 
des  savsnlB,  et  ifont  les  lois  fournissent  la  matière  d'un  des  problêmes  de 
Dynamique  les  plus  ïntcressanis  et  les  plus  difficiles  qui  aient  encore  occupé 
les  géomètres.  Je  veux  parler  des  vibralioni  des  lames  élastiques  sur  les- 
quelles M.  Chladnî  a  publié  an  outrage  allemand  en  1802 ,  et  un  ouvrage 
français j  beaucoup  plus  complet,  eu  1809.  On  sait  queM.Cbladni,  pour  rendre 
sensibles  les  vibrations  partielles  de  ces  lames ,  les  couvre  de  poussière,  et  que, 
suivant  la  manière  dont  il  produit  le  son  qu'elles  rendent,  la  couche  de  pous- 
sière se  divise  spontanément  eu  plusieurs  compartiments  séparés  le»  uns  des 
antres  par  des  courbes  ou  axes  d'équilibre ,  dont  les  formes  très-  régulières 
peuvent  être  variées  à  l'infini. 

M.  Chiadni  est  regardé  comme  le  premier  auteur  de  ces  bclîcs  expériences  y 
parce  qu'on  ne  sait  pas,  et  il  l'ignore  sans  doute  lui- même,  que  Galilée,  dans  ce 
genre  de  recherches,  à  encore  ouvert  la  carrière;  son  expérience  fondamentale 
«st  décrite  dans  le  premier  dialogue  dellc  science  nuove  ^  page  5^  du  tome  3 
de  la  collection  de  ses  œuvres,  imprimée  à  Pavic  en  1744.  J'ignorais  ce 
fait  lorsque  j'ai  été  chargé  de  faire  un  rapport  à  la  première  classe  de  l'inslitut 
sur  l'onvragc  de  M. Chiadni,  et  de  rédiger  le  programme  d'un  concours  proposé, 
par  cette  compagnie  savante,  aux  géomètres  et  aux  physiciens,  pour  la  re- 
cherche des  lois  mathématiques  des  vibrations  des  lames  élastiques  (le  prix  a  été 
remporté  par  Mad."'  Germain.)^  voilà  pourquoi  il  n'oit  pas  fait  mention  do 
Galilée  danslc's  détails  historiques  que  j'ai  donné*  snr  celte  question. 

dans 
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dans  son  mouyemeot ,  l'action  d'aucune  force  perpendiculaire-  k  ce  plan; 
la  trajectoire, est  une  courbe  plane.  '■,■-.■.' 

847.  Cette  conclu3ton.se  déduit  très-facilement  des  équations^  gêné- 
raies  du  mouvement  de  l'art.  820;  supposant  que  le  plan  ^  est  hori*- 
zontal  (ce  qui  rend  l'axe  des  ts  et  les  plans  des  xt  et  jyz  verticaux), 
et  que  le  mobile,  partant  de  l'origine  des  ce,  y ,  z,  reçoit  rimpul» 
sîon  initiale  à  laquelle  est  due  la  vitesse  V j  dan»une  direction  formant 
l'angle  $  avec  le  plan  scy ,  et  telle  que  ce  mobile  soit  poussé  au-dessus 
du  plan  horizontal  des  ^y  dans  la  région  des  T,yj  ;  positives,  on  aura, 
en  continuant  de  daigner  par  $  la  force  accélpratrice  de  la  pesanteur, 

X^os  r=oj   Z=  —  SJ 
et  les  équations  de  l'article  cité  deviennent ,  en  prenant  dt,  pour  diffé- 
rentielle constante, 

ddj^  ddy  ddi 

-j^^9J     -^=0,     -^=-Si 

dx 
les  deux  premières  donnent—^  ^^  constante ^  ainsi  la  projection  de 

la  trajectoire,  sur  le  plan  horizontal,  est  une  Ijgpe  droite  laquelle  doit; 
passer  par  l'origine  des  coordonnées,  puisque  cette  origine  étant  plar 
cée  au  point  de  départ  du  mobile,  on  doit  ^voir,  dans  l'intégrale  géné- 
rale X  =  jiy  +  B ,  la  constante  £  =  o.  La  trajectoire  est  donc  conte- 
nue dans  te  plan  vertical  passant  par  l'origine  des  cooi^onnées  et  par 
ta  lîgne'de  direction  initiale, 

848.  D'après  ce  résultat  je  puis ,  pour  la  commodité  du  calcul ,  suppo- 
ser que  le  plan  vertical  renfermant  la  trajectoire  est  celui  des  x'z,  au 
moyen  de  quoi  je  suis  dispensé  d'avoir  égardà  l'équatiop  ddy  =:  0  ;  les 

,  ,  ddx  ddz 

deujc  équations  -^.g-  =f  P»  — t:*"  =?^r-ff,  me  donnent  par  une  pre- 

niière  intégration   -  -    '     '        ' 

d.v      .  df  „  ( 

"dT  "^     '    ~dr^^  —  *^'+*' »  I    B,C,  W,C',  tofit  Ui  coni(aDt«N 
J  arbitraires   introduile*  par   l'inté- 
et  par  une  seconde  intégratioi»  l«ation. 

pn  voit, par  la  ifP.. équation,  que  la  vitesse  horizontale  est  constante,- 

I  17 
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ou  qu'à  Un  instant  quelconque  du  mouvement  elle  est  la  même  qu'an 
1".  instant;  or  sa  valeur  initiale  est  Vcoi.ff,  d'où  Bz^Vcos.ffj  sup- 
posant ensuite  que  l'on  compte  zéro  temps  au  moment  oii  le  mobile 
est  lancé  sous  l'angle  de  projection  ff;,  on  a  les  valeura  simultanée^ 
t=o,x  =  Ot  t  =  o,  d'où  C=:o,  O  =iiO,  Enfin  la  valeur  initiale  de 

la  vitesse  verticale  — ;—  étant  Z7sin.  ^,  oo  a  au  i".  instant  /=  o  et 

~^V sin. &,  d'oii  B'^  Uwt.^. 
dt 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes  désignant,  par 
V  ex  W  respectivement,  les  vitesses  horizontale  et  verticale  au  bout 
du  temps  t,  on  a 

(i) îr=p  Vfm.$;  Pr=  Usm.Û—  sii\ 

(2) \x  =  tUco^.Ûj    z  =tnsin.ff—rgi*A 

849.  Les  équations  précédentes  suffisent  pour  déterminer  toutes  les 
circonstances  du  mouvement ,  puisqu'elles  donnent  les  relations  entre 
le  temps  ,  les  coordonnées  qui  fixent  la  position  du  point  matériel  mo- 
bile, ses  vitesses  horizontale  et  verticale,  et  sa  vitesse  cïans  le  sens  de  la 
courbe  qui  a  pour  valeur  v=l^p^J^:jv'=i{U' — a.Ugts\a.â+g^i'y. 
Eliminant  t  de  cette  équation  par  le  moyen  de  la  a.',  équation  (a,)  on  a 

c»^  U^  —  agz, 
valeur  identique  avec  celle  qu'on  tireraitde  l'équation  générale  de  l'art. 
82a  en  y  faisant -3r=Oj  J'ssOj  Z  =  — #j  et  qui  fait  voù*  que  ta 
vitesse  du  mobile  ,  k  la  hauteur  z  au-dessus  du  point  de  départ ,  est  la 
même  que  si  le  mobile  se  fût  élevé  verticalement  k  cette  hauteur  z^ 
a  près  avoir  été  lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  V  imprimée  dans 
le  sens  vertical, 

850.  Éliminant  /  entre  les  deux  équations  (s.)  ,  on  obtient  l'équa  - 
tion  de  la  trajectoire  ,  et ,  désignant  par  H  la  hauteur  due  à:  lavitesse 
initiale  27  ^  on  a 

,  =  x„ng.«-i.-5-^. 

On  reconnaîtra  aisément  que  cette  équation ,  qui  peut  se  mettie  sous 
la  forme  {zt/sin-Ûcos.  Û~ccy=^^Hcos.'ff(rtsïn.*Û-—z)  est  celle 
tl'une  parabole  dool  l'ajie  est  vertical ,  cet  aw  se  tnwvaab  placé  à  une 
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distance  horizontale  s^sîn.  ^cos.  9^  ou  Hûa.  (a^),  du  point  de  dé- 
part, et  le  sommet  de  la  parabole  étant  à  une  hauteur  verticale  ^sin.'  9 
au-dessus  de  l'horizontale  menée  par  ce  point  de  départ  ;  le  paramètre , 
déduit  de  ces  deux  valeurs,  est  égal  à^fl"  cos.'  9. 

85 1.  Puisque  l'axe  de  la  parabole  est  vertical  il  doit  partager  en  deux 
parties  égales  les  sécantes  horizontales  de  la  courbe ,  d'où  il  sui(  que 
cette  courbe  rencontre  l'horizontale ,  passant  par  le  point  de  départ ,  à 
une  distance  a/Tsin.  (s^)  de  ce  point,  et  que  la  plus  grande  ordon- 
née verticale  positive  ,  qui  a  pour  valeur  H  sin.»  ^^  est  au  milieu  dé 
cette  distance. 

La  distance  afl"  sin.  (2(?)  et  la  hauteur  Hsin.*  9  s'appellent  respec- 
tivement amplitude  du  jet  et  hauteur  du  jet }  le  sommet  de  la  pa- 
rabole ,  ou  extrémité  supérieure  de  la  hauteur  H  sin.*  9 ,  est  le  point 
culminant. 

852.  Voici  une  propriété  Curieuse  déduite  des  formules  préct-dentes. 
Pour  une  vitesse  de  jirojeclion  donnée,  c'est-ù-dire  pour  une  valeur 
donnée  de  ^^  iï  y  a  toujours  deux  angles  de  projection  9  qui  pro- 
curent la  m^me  amplitude  de  jet  3.H%\x\.{i9),  et,  ^t*  étant  la  demï- 
circonférence  dont  ie  rayon  =  i ,  la  demi  -somme  de  ces  deux  angles 
est  égale  kjO",  ainsi  les  extrémités  supérieure»  des  arcs  qui  les  mesurent 
(leur  origine  commuite  étant  sur  l'horizontale  menée  par  le  point  de 
départ)  s<Hit  placées  de  part  et  d'autre  et  à.  égale  distance  du  point- milieu 
du  quart  dé  cercle.  En  effet  soît^^^-î  ^r-f-c?^  la  distance  «T/sin.  {a^  de- 
vient  aHsin.{a(-J«4;o)|et,commeonasin.(f^+3»)  =  sin.f7^'^2») 
ou  sin. [2('^;7'-t-o){4s:sin4s(7i7^-^){»lft  même  amplitude  s'obtiendra 
sous  cbacuD  des  angles  de  projection  ^  fp*—&  et  \  st-^ea,  pour  une 
valeur  déterminée  de  /Tou  de  la  vitesse  de  projection. 

853. L'amplitude  3fîsin.(7jr4;£fi>)diminue  à  mesure  que  ea  augrowHe^ 
H  étant  constante,  ef  sa  plus  grande  valeur  a  ^eu  lorsque  «i  =a  o,  ou 
lorsque  l'angle  de  projection  9-=-^  jrj  ce  maximum  d'amplitude  se 
déduit  aussi,  immédiatement,  de  l'expression  a//sin.(2<?)  dont  le  maxi  • 
mum  a  lieu  lorsque  aS=^  j  ff. 

854.Faisant  U%m.{^z0)=^^  et  irsin,*^=»îjles  coordonnées  horizon- 
tale et  verticale  du  point  culminant  seront  f  et  m  lorsque  l'amplitude 
du  jet  Alésera  donnée  avec  l'angle  de  projection  on  trouvera  la  vitesse 
HPttale  nécestâiro  pour  oue  le  mahûe  atteigne  l'extrémité  de  la  distance 
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iijj  par  l'équation //■;= — : — .    .,■    ;  si  l'amplitude  et  laforce  d'impulsion 
^  sin.(ae)  '^  ^ 

initiale  sont  donnéee,  l'angle  de  projection  se  calculera  par  l'équation 

sin.  {î0)  =  ~^  j  il  faudra,  dans  ce  dernier  cas ,  pour  que  le  problème 

soit  possible,  qu'on  ait  —g — <  i. 

■  Pareillement  les  équations  H  =  —.-  ,  ;.-  et  siri.^=   \/ tt   feront 
^  sm.»^  y    H 

connaître  l'inconnue  Hj  0  étant  donné,  ou  l'incontiue  6,Hèxwi\  donnée, 

lorsqu'on  voudra  lancer  le  mobile  à  une  hauteur  »?  assignée  d'avance  ; 

et,  si  0  est  l'inconnue ,  le  problème  ne  sera  possible  qu'autant  qu'on 

aura  -j~  <  t. 

855.  Tout  ce  qui  précède  se  rapporte  au  cas  d'une  impulsion  initiale  di- 
rigée de  manière  que  le  mobile  s'élève  au  -dessus  de  l'horizontale  passant 
parlepoint  dedé|)art;  lorsque  la  direction  initiale  est  inclinée  au-(lessous 
de  cette  horizontale  il  faut,  dans  toutes  les  formules  précédentes,  chan- 
ger les  signes  de  sin.^et  tang.^;  ainsi  Téquation  de  la  trajectoire  devient 

l'axe  de  la  parabole  est  une  verticale  située  en  arrière  du  point  de  départ 
à  une  distance  ff  sin.(2^)  de  ce  point,  et  le  sommet  de  cette  parabole 
est  &  une  hauteur  ffsin.*  (9  au-dessus  de  l'axe  des  x. 

856.  Je  terminerai  cette  théorie  de  la  balistique  dans  le  vide  par  la 
solution  de  quelques  problèmes  liés  à  l'histoire  de  cette  théorie. 

Si  on  élimine  Centre  les  équationè  de  l'art.  864  qui  donnent  les 
valeurs  des  coordonnées  ^  et  v;  on  aura 

7?  =  if  tang.^; 
c'est  l'équation  d'une  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  sommets,  on 
points  culminants ,  de  toutes  les  trajectoires  décrites  d'une  origine 
commune,  sous  un  même  angle  de  projection,  en  vertu  d'impu/sions 
initiales  quelconques. 

Toutes  ces  trajectoires  ont  pour  tangente ,  au  iroint  de  départ ,  la 
ligne  de  direction  commune  des  impulsions  initiales,  qui  forme  l'angle  0 
avec  l'horizontale. 

867.  Si  on  suppose  l'impulsion  initiaie  constante  et  l'angle  de  pro- 
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jectiou  variable,  la  position  du  point  de  départ  demeurant  toujours  in- 
variable, on  obtiendra  l'équation  de  la  courbe  sur  laquelle  se  trouvent 
tous  les  points  culminants  des  trajectoires  en  élimitiaDt  0  des  équa- 
.  tions  ^=taH  sin.  ^cos.  û  et  ri  =  JIim.*  û  et  on  aura 

élevez ,  au  point  de  départ ,  une  verticale  =  Hj  et  sur  cette  verticale , 
comme  petit  axe,  décrivez  une  ellipse  dont  le  grand  axe  :=  s.ffj  cette 
ellipse  sera  le  iieu  géométrique  cherché. 

858.  Oa  a  vu,  art.  856,  que  toutes  les  trajectoires  décrites,  soub 
un  même  angle  de  projection;,  en  vertu  d'impulsions  initiales  quel- 
conques, ont  pour  tangente  commtitte  une  droite  passant  par  le  point 
de  départ  ;  dans  le  cas  contraire ,  celui  des  trajectoires  décrites  en  vertu 
d'une  même  impulsion  initiale  sous  différents  angles  de  projections ^ 
la  détermination  de  la  courbe  tangente  à. toutes  les  trajectoires  est  une 
application  de  la  théorie  des  solutions  particitlières  des  équations 
différentielles.  Il  faut  pour  trouver  cette  courbe,  diOerentier  l'équation  - 
générale  de  la  trajectoire,  art.  85a,  par  rapport  à  l'angle  de  projection  0 
et  éliminer  ensuite  Centre  l'équation  primitive  et  Téquation  diff^rentiée. 
.  Pour  faire  commodément  le  calcul,  on  mettra  t'équatîon  de  la  tra- 
jectoire sous  la  forme  suivante 

as  sin.  (2^)  =  z  cos.  (2^)  +  s  +  f  -js^  %. 

et  diffërentiant  par  rapport  à  ^  on  aura 

X  cos.  {%&)  =  —  «  si»,  (a^ 

d'où,  sin.  (a^)  =  — — --      ..=^  ;  cos.  {%0)  —      ■;■—    .        ; 

valeurs  qui  substituées  dans  l'équation  primitive  dotine 
x^=4}i{H  —  z) 
La  courbe  tangente  à  toutes  les  trajectoires  est  une  parabole  dont 
l'axe  vertical  passe  par  le  point  de  départ, qui  est  le  foyer  de  la  parabole, 
le, sommet  étant  placé  à  une  hauteur  H  au  -dessus  de  ce  même  points 
et  le  paramt'tre  étant  égal  k  ^H, 

Mouvement  curviligne  des  projectiles  pesants  dam  un  milieu  résistant.  Fonnnles 
générales  indépendantes  de  toute  hypothèie  lur  la  loi  de  la  résistance. 

,.859.  La  théorie  du  mouvement  parabolique  des  projectiles  pesants 
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dans  le  vide,  public-e  pour  U  première  fois,  par  Galilée,  en  i638,  a  été, 
pendant  {^us  d'un  siècle ,  regardée  comme  applicable  au  mouvement 
des  corps  lancés  par  les  bouches  à  ]&u,  sans  égard  &  la  résistance  de  l'at- 
mosphère dont  on  croyait  pouvoir  négliger  l'influence,  quoique  Neirton 
se  fut  occupé  du  problême  de  la  trajectoire  dans  un  milieu  résistant, 
dont  Jean  Btrnouilli  donna  ensuite  une  solution  en  considérant  la 
résistance  du  milieu  comme  proportionnelle  à  une  puissance  quel- 
conque de  la  vitesse;  c'est  d'après  l'hypotlièse  d'une  résistance  nulle, 
ou  plutôt  d'une  résistance  compatible  avec  une  trajectoire  fort-peu 
différente  de  la  parabole,  que  sont  rédigés  l'ouvrage  anglais  de  Boberl 
Anderson,  intitulé  Art  ofgunnety,  et  publie  en  1674,  L'art  dejeler 
les  bombes  de  Blondel,  publié  en  i683 ,  le  mémoire  de  Maupertuh 
sur  la  balistique ,  qu'on  trouve  dans  le  volume  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  de  1781  ,  le  Bombardier  frarteais  de  Béltàor , 
publié  en  1784  etc.  Blondel  et  Bélidor  ont  même  essayé  de  réfuter 
les  objections  faites  contre  ta  supposition  du  mouvement  parabolique 
dans  un  milieu  résistant,  et  Bélidor  prétend  avoir  fait  des  expériences 
qui  détruisent  ces  objections ,  mais  la  doctrine  des  auteurs  que  je 
viens  de  citer  fut  généralement  abandonnée  lorsque  Benjamin  Bo  - 
bùis  eût  mis  au  jour  son  livre  intitulé  A  netr  tkcory:  oj  Gnnnery , 
imprimé  en  174a,  et  contenant  une  nouvelle  théorie  de  la  balistique, 
appuyée  sur  de  très-belles  expériences  qu'il  avait  commencée*  en  1740. 
Ce  livre  a  été  commenté  par  Euler,  et  M''.  Lombard  en  a  donné  ,  en 
1783,  une  édition  française,  k  laquelle  il  a  joint  te  commentaire  d'Euler 
et  des  notes  de  sa  composition. 

Pour  faire  sentir  ,-  par  un  seul  des  résultats  consignés  dans  i'ouvrage 
dont  je  viens  de  parler,  combien  il  est  important,  dans  la  pratique  de 
l'artillerie  ,  d'avoir  égard  k  la  résistance  de  l'air  ;  je  citerai  la  proposi- 
tion V.  du  chapitre  s.  dans  laquelle  l'auteur  dit  v  qu'un  boulet  de  14, 
«  tiré  à  pleine  charge,  éprouve,  de  la  part  de  l'air,  lorsqu'il  sort  du 
«  canon ,  une  résistance  équivalente  à  pbs  de  vingt  fois  sa  pesanteur.  » 
Euler,  dans  son  commentaire,  évalue,  d'après  diverses  considérations  ; 
cette  résistance  &  plus  de  s.S  fois  le  poids  du  boulet. 

Od  voit,  par  ce  fait ,  que  dans  les  cas  des  grandes  vîtesses  la  ttajeC' 
taire  doit  être  très-sensiblement  différente  d'une  parabole  ;  mais  cette 
trajectoire  approche  d'autant  plus  d'être  parabolique  que  le  mouvement 
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rst  moins  rapide ,  ensorte  que  pour  de  peiiirs  vitesses  initiales  et  des 
angles  de  projections  peu  considérables ,  les  phénomènes  dvi  muuve  - 
ment  se  calculent,  avec  une  exactitude  suffisante*  par  les  formules  don- 
nées depuis  l'article  846. 

860.  Je  vais  d'abord  présenter  l'analyse  du  problème  de  la  trajectoire 
dans  un  milieu  résistant,  d'une  manière  générale  et  indépendante  de 
toute  hypothèse  sur  la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ;  je  supposerai  en- 
suite, comme  je  l'ai  déjà  fait  art.  789  et  suivants,  que  cette  résistance 
est  proportionnelle  au  quatre  de  la  vitesse  ;  j'exposerai  les  raisons  qui 
motivent  celte  hypolhc'se,ct  je  ferai  connaitre  les  limites  entre  lesquelles 
elle  est  admissible,  lorsque  j'en  serai  k  la  partie  du  cours  oii  je  dois  traiter 
de  ta  résistance  des  fluides. 

Le  mobile  est  une  sphère  pesante,  homogène,  d'un  rayon  fîni  ou 
itifinimenl  petit,  qui  après  avoir  reçu  une  impulsion  dirigée  par  son  cen- 
tre de  gravité  ou  défigure,  se  meut  dans  un  fluide  stagnant  et  homogène. 

Le  temps  étant  désigné  par  f^  soit  (>é/i  la  quantité  de  mouvement 
élémentaire  que  la  résistance  du  milieu  fait  perdre  au  mobile  pendant 
un  instant  quelconque  ^^j  ^  fera  ta  fonction  d'une  force  assujettie,  art. 
739,3  la  condition  particulière  d'avoir  toujours  un  sens  d'action  direc- 
tement opposé  au  mouvement  actuel  du  mobile,  ensorte  que  la  ligne, 
suivant  laquelle  p  produira  son  effet  pendant  l'instant  dtj  sera  la  tan^ 
gente  à  la  trajectoire  menée  au  point  de  cette  courbe  où  te  mobile  se 
trouvera  au  môme  instant. 

Soit  m  la  masse  du  corps^  faisant  -^—  =  r^  la  quantité  r  sera  )a 

force  retardatrice  due  à  la  résistance  da  milieu ,  comparable  k  ta  quan-> 
tité  g  par  laquelle  j'ai  représenté,  jusqu'à  présent,  \a.  force  due  à  la 
pesanteur,  laquelle  est  accélératrice  ou  retardatrice  suivant  le  sens  de 
mouvement  du  mobile  pesant,  en  observant  néanmoins  que  r  varie  d'un 
instant  à  l'autre,  et  que  g  est  constant. 

861.  La  position  du  mobile,  au  bout  du  temps  f^  e^,  comme  à  l'art. 
847 ,  déterminée  par  trois  coordonnées  rectangulaires  x ,y  et  « ,  prise» 
parallèlement  à  des  axes  fixes  ;  te  plan  des  xy  sera,  coi^me  à  l'article 
cité,  supposé  horizontal,  et  le  point  de  départ  sera  censé  être  l'origine 
des  x,^,  2.  Or,  d'apiëv  l'état  de  ta  question,  la  vitesse  du  mobile,  au  bout 
du  temps  t,  prise  du»  le  sens  de  la  trajectoire  et  ^e  je  désigne  pac 
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c  j  est  modifiée  i°.  pour  la  pesanteur  qui,  dans  l'hypothèse  où  le  mou- 
vement du  corps  l'élève  au-dessus  du  plan  .iy_,  retranche  de  v  la 

dz 
quantité  —j-  ff^f;  i^-par  la  résistance  du  milieu  qui  diminue  c  der*^, 

cnsorte  qu'on  a,  dans  le  sens  du  mouvement,  <^c  =  — I  r+—z~ff  I  dtj 

équation  de  laquelle  on  déduit  l'expression  de  Xa  force  Umgenliplle  S 
(art.  838  et  829),  savoir  ; 

dv  f  dti       \ 

-  la  force  normale  N,  dont  l'unique  effet  est  d'infléchir  la  route  du  mobile, 
ayant  pour  valeur 

V^dP'  —  dz^ 
(^) ^^^~ds ' 

86a.  Le  plan  vertical  qui  renferme  l'élément  de  courbe  ds ,  actuel- 
lement parcouru,  est  celui  dans  lequel  s'exercent  les  actions  des  forces 

di 
r  et  gf  ou  de  la  force  r  et  des  composantes  -%-  ^et  N ,  employées 

eoit  à  faire  varier  le  mouvement  soit  à  changer  sa  direction  ;  l'élément 
de  courbe  ds' ,  que  le  mobile  est  pr^t  à  parcourir ,  sera  donc  aussi  dans 
ce  plan  ;  mais  ce  mobile,  en  parcourant  le  %*.  élément  de  courbe  ds' ^ 
sera  animé  de  la  vitesse  /  et  soumis  à  l'action  des  puissances  r'  ^X g, 

ou  r'^     .     ,■  g  et  iV',  lesquelles  agiront  encore  dans  le  plan  dont  je 

viens  de  parler ,  ce  même  plan  renfermera  donc  le  3*.  élément  de  courbe 
ds".  et  ainsi  de  suite  ;  et  comme  on  peut  fal  re  ce  raisonnement  en  com  - 
mençant.par  le  i^'.  élément  de  courbe,  décrit  en  vertu  de  l'impulsion 
ipitiple  ,  jl  en  résulte  que  la  trajectoire  entière  sera  située  dans  le 
plan  vertical  passant  par  la  direction  de  cette  impulsion  initiale,  ainsi 
que  je  l'ai  déjà  fait  observer  art.  846  en  démontrant  que  la  trajectoire 
décrite  dans  le  vide  jouit  de  celte  propriété.  {*) 

(*)  Il  cit  bon  de  remarquer  qup  l'expérience  p  fait  reconnaître  une  déTiatjon 
latérale  dans  le  mouvement  de  quelques  projeclilcB  lancéf  par  des  bouches  à  feu, 
qui  paraissent  avoir  décrit,  dam  l'atmosphère  ,  des  courbes  à  double  courbare; 
on  peut  voir,  sur  cet  effet  et  sur  «ea  causes,  la  proposition  7  de  l'ouvrage  de 

863. 
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863.  On  retrouverait  cette  même  propriété  en  posant,  comme  je  l'ai 
fait  art.  847,  les  trois  équations  générâtes  du  mouvement,  qui  rfomiCTt 

le»  valeurs  des  composantes  d  i  -j-  J  ,  M'-j  )  >  *^  (  -5—  \î  l'*^^- 
mination  de  rdt  entre  les  deux  premières,  qui  ne  contiennent  pas  g, 
fournirait  la  relation  /i'  =  constante.  Je  puis  donc,. comme  à  l'ar- 
ticle cité,  supposer  que  le  mouvement  a  lieu  dans  le  plan  xt  ;  supposaDC,- 
de  plus  que  le  sens  du  mouvement  actuel  est  tel  qoe  dx  et  dz  sont  des 
incrémentspositift,  et,  faisant  dans  les  i."  et  3."  équations  de  l'art.  8ao, 

respectivement,  X=: ^  rei  Z^—ig-^   -^,  A  ^  j'ai  Ies.é- 

quations  générales  du  mouvement 

,fdx\  dx     , 

\'di)=-'^r^^ 


<4)=-(*-4)- 


864.  Effectuant  la  différentiation  des  i.^"  membres,  dans  l'hypotlitse 
de  dx  constant,  on  a        "" 


(■) 


ddt 
df    — 

rdl 

d.   ' 

ddtdt- 

-ddidf 

=-(^^^> 


On  élifiiifier^  ddt  entre  ces  deux  équations,  en  multipliant  la  1."  par 
rff  f  et  ajoutant  ï'équation  produit  à  ]a  a."  ;  ce  qiri  donnera 

Robtnt  et  Im  remarque!  StSulat  «t  de  %ombarit  sur  Ht  eiplie>ti«n<  douaé»» 
par  l'autêm  anglaif ,  explic^tioas  et  reipacqucf  qu«  ka  élève>;<eroKl  en  état  àt 
icompreodre.  et  d'apprécier ,  loraqu'iU  auront  étudié  la  théorie  du  moUYemeut 
d«a  corps  solides;  mai;  ces  faita  ne  nuisent  en  rien  Jt  la  rigueur  du  raiionneT 
ment  coniigné  dans  l'art.  86a  ,  parceque  ce  raisonnement  suppose,  art.  86a, 
que  le  mobile  est  un  corps  ipbérîque ,  homogène ,  d'^un  dïamère  fini  ou  infini- 
ment petit,  qui  reçoit  une  impulsion  initiale  passant  par  son  centre  de  gravitl 
et  de  figure  ,  et  qui  se  meut  dans  un  fluide-  stagnant  et  homogène  ;  c'est  plùp  dp 
ConditioDa  qu'il  n'en  fiiut  pour  renilre  U  tr^eqtoin  une  courbe  plant. 
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iddi  =  —  gdl^j  {  La  deuxième  é^ation  ci-à-côt*  n'e»t  autre 
l  choie  que  la  première ,  dana  laquelle  on  a 
dqd.T=:.  —  gdt^j  {  fait  dz  =  <fdx. 
Pour  avoir  une  équation  entre  la  résistance  r  et  les  coordonnées  de  la 
trajectoire,  indépendante  du  temps,  je  dilTérentie  la  deuxième  équation 
(a)  et  j'ai 

(3) dd<fdx=ax  —  s.gdtddl. 

ensuite  ,  au  moyen  de  la  valeur  ^^  = ~ j  j'élimine  dt  de  la 

i."e  équation  (i)  et  de  l'équation  (3)  ;  j'obtiens  ainsi  deux  équations 
qui  ne  contiennent  plus  que  ddtj  et,  éliminant  cette  différentielle  se- 
conde ,  j'arrive  à  l'équation  unique 

,  r    ds         ddq 

^^^ ~i  ~~~'d^  '  1^^* 

multipliant  la  deuxième    équation  (a)  par  — .      .      ■ on  a 

dx^  gds'^  ds 

''^> "  ---Âidr- — 13^' 

expression  de  la  vitesse ,  à  un  point  quelconque  de  la  trajectoire ,  qui 
ne  contient  plus  la  résistance. 

Analyie  particulière  du  problème  de  la  trajectoire  dani  le  cas  où  la  résiilance 
du  milieu  est  proportionnelle  au  quarré  de  la  viteue.  Equations  difieren  - 
tîelle*  de  la  courbe ,  ses  asymptotes ,  *a  forme  générale. 

865.  Tels  sont  les  principaux  résultats  auxquels  on  peut  arriver  par 
une  analyse  générale  et  indépendante  de  toute  hypothèse  sur  la  résis- 
tance du  milieu  traversé  par  le  tfiobile.  Au  moyen  des  formules  obte- 
nues par  cette  analyse  lorsque  de  trois  choses  ,  savoir  :  la  trajectoire, 
la  loi  de  la  vitesse  et  la  loi  de  la  résistance,  on  en  connaît  une,  les  deux 
autres  sont  déterminées  ;  je  vais  en  faire  l'application  à  une  loi  de  ré- 
sistance donnée,  et  pour  établir  les  calculs  sur  l'hypothèse  la  plus  con- 
venable à  la  pratique  de  l'artillerie, .je  supposerai  comme  à  l'art.  739, 
la  résistance  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse.  Je  substituerai,  en 
conséquence ,  dans  les  équations  de  l'art,  précédent ,  à  r  le  produit  de 
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»»■  par  une  constante  ~  A  dont  l'expérience  seule  peut  faire  connaitre 
la  valeur  ;  j'aurai  ainsi 

(l) r^\Av^i 

cette  valeur  de  r,  introduite  dans  l'équation  (4)  de  l'article  précédent , 
donne 

^"^ /^    ^       If       dx       ^^^ 

et  en  égal&nt  le  2.«  membre  de  cette  équation  k  celui  de  l'^uation  (5) 
de  l'article  cité 

(3) *  =  ^V  ■ 

d'où  on  tire  par  l'intégration,  dx  étant  ta  diflF^rentlelle  constante , 

j>  j,    (        C  e*t]a  coûatante  arbitraire  ;«:^j,7i828 

(4)  •  •  •    "5^^  '1  *"    '*'    ^*'*  ''"  •7'**"'P   ***•   log^rîtfaine» 

(  aépirienf. 

On  déduit  de  la  a,"  équation  de  l'art,  précédent  ■^-  = —  -^ —  j  d'où 

(S) ^'^'=-^' 

--^  est  la  valeur  de  la  ytteste  horizontale  ;  pour  déterminer  la  com*^ 

tante  C  je  suppose  que  l'impulston  initiale  imprimée  au  mobile,  à 
l'origine  de  Sj  lui  ait  communiqué  une  vitesse  Z7>  dans  une  direction 
faisant  l'angle  ff  avec  l'hpri^ontale,  ou  avec  l'axe  des  x-y  j'ai  donc  le* 

valeurs  initiales  j=F9«t  ~~ir^^^  V  cos,  $j 

^"^ ,&   ""     U>coi.'0    ■  '      ' 

Soit  ^  la  hauteur  à  laquelle  e^t  due  la  vitesse  U^  on  a  £/*  sb  S£-ff  et 

(7) ,  .  ,  .  .   ~e'''-iHcos.'û.  -^  . 

Je  multiplie  le  I,"  membre  de  cette  équation  par  dSj  le  a.«  paf  la 
yajeur  dx}^i  ~i-t)'   de  (irj  et  j'ai  l'équation  séparée 
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(8) ~dse-^'=2.Hco&.' 0'di)\/"{+^j 

pour  intégrer  cette  équation  je  fais  (^r+V^=  X  — 7 

d'oi.  ^  K'7+r = T  ;c '';c  +  f -^ +î -^- ; 

et,  cette  valeur  étant  introduite  dant  le  2^  membre  de  (8),  on  a, 'par 
l'intégration, 

a ''"      =  log.  V  +  ^  .(;<'— )(;<•+■)  ; 

•"•X  =  ? +>'?+?"« -i^i -^ ^!—  =  y KI+,-,  subs- 
tituant ces  valeurs  dans  l'équation  précédente 

Al 
(9)   .   .    .  y»^r+^  +  l0g.i^  +  ^7+?'|=C >gcos.'^      ' 

déterminant,  ensuite,  la  constante  par  la  condition  que  f  =  tang.  ^^ 
lorsque  j  =^  o>  et  faisant 

.     ,  sin.  0  .  C  7^+^\       j. 

<'°> T^Tv"  +  ^^'  *«"e-  (-1— J  =/-•   -  ■ 

(fT  est  la  demi -circonférence  dont  le  rayon  ^  i)  on  a 

_____  _-+/i 

l'équation  (g)  devient 

866.  Il  est  facile  maintenant  d'avoir  deux  équations  desquelles,  si  leur 
intégration  était  possible,  on  déduirait  la  relation  entre  les  coordon- 
nées aï  et  s  de  la  trajectoire  ;  pour  les  obtenir  on  éliminera  e  -entre  les 
équations  (7)  et  (9)  de  l'article  précédent,  et  on  aura  une  première 
équation  qui  donnera  ^x  en  fonction  de  ^  ;  substituant,  ensuite,  dans 

cette  équation  , à  dxyOt)  enaura  une  aecoode^entre  -iiet;^,  et  on 

arrivera  ainsi  aux  deux  étquatiom  cherchées,  dans  lesquelles  les  indéter- 
minées sont  séparées,  savoir  : 
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si  ces  équations  étaient  intégrables  on  en  conclurait,  par  l'élimination 
de  y,  une  équation  unique  entre  x  et  a,  qui  serait  l'équation  de  la  tra- 
iectoire  ;  mais  cette  intégration,  si  elle  n'est  pas  impossible,  échappe  du 
moins  à  toutes  les  mélhodes'dont  les  analystes  sont  actuellement -eitpos- 
session.  Je  vais,  en  conséquence,  chercher  à  tirer  parti  des  équations 
différentielles  pour  déterminer  la  forme  et  les  propriétés  générales  de  la 
trajectoire,  calcaler,  par  approximation,  ses  coordonnées  et  la  cons- 
truire par  points. 

867.  Le  meilleur,  moyen  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  générale  de 
la  trajectoire  est  celui  de  la  comparer  avec  la  courbe  décrite  dans  un 
milieu  non -résistant;  pour  cela  je  faiï  j4==  O'  dans  l'équation  (8)  de 
l'art.  (865)  et  )'ai,  en  désignant  par  s'j  l'ârc  parabolique  qui  a  la  même 
origine  que  Sj  dont  la  tangente,  menée  à  son  extrémité,  est  parallèle, 
à  la  tangente  menée  k  l'extrémité  de  s^  et  qui  est  décrit,  dans  le  vide, 
en  vertu  delà  même  impulsion  et  de  la  même  difebtion' initiales: 

(1)  ;  ,  .  .\  ;  —^  /^y  =  ajff cos:'  Û .  ^-7|XÏ  4. À».  ■  ' 

Appliquant  à  l'intégration  de  cette  équation  le»  procédés  de  calcul  indi- 
qués k  l'article  cité,  on  a' 

'(2)  .  .  ■./=^'Hcas>û\f-^^j^T^:^'-\o^.y+p'7+'^rr\\.j 

et  cette  équation  cortiparée  à  l'équation  (12)  de  l'art. 865  donne  la  rela- 
tion e^'  =  yés'  +  ly  entre  les  arcs  .r  et  /  correspondants  à  une  même 
valeur  extrême  de  y  ou  de  -j—  ,  relation  de  laquelle  on  déduit 

.  (3);..'v.,'.  .!.  .  ,  .j:^^  =  iog4i±^/)i'    .  ' 

les  signes  supérjpurs  et  îjifériîeurs  étant  ..respectivement,  applicables  à 
la  partie  de  la  courbe'  effectivemeiit  parcourue  par  le  mobile,  ,et  <t  sa 
continUatipD  de  l'autre^côté  i^u  point  de  départ. 

86?.,Con9Jdértiiit'd;»b(>rd  cette  seconde  partie,  ou  continuation  de. 

lacourBe'^s^r  laquelle >  et  /-sont  'négatiis  1  si  on  y  suppoie  s'^=  —  i' 

çna  7-fj.y,*=  — v^.^  =  ?<?_,,, d'où, je.qonçlus  quîil  existe  un  arc  fini  de 

ia  partie  tiégative  dt  la  trajectoire 'parabolique,  tel  que  la  tangent* 
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menée  à  t'extrémîté  de  cet  arc,  n'a  sa  correspondante,  ou  sa  parallèle, 
sur  la  partie  négative  de  l'autre  trajectoire,  qu'à  l'extrémité  d'un  arc 
de  longueur  infinie. 

On  conclut  de  cette  propriété  que  la  partie  de  U  trajectoire  réelle, 
correspondante  aux  x  et  ^  négatives  ,  k  uqe  asymptote  inclinée  à  l'ho- 
rizon* et  formant,  avec  l'axe  des  a;,  un  angle  plus  grand  que  0,  le- 
quel angle  se  détermine  en  substituant,  dans  l'équation  (2)  de  l'article 

précédent  ,  — —  à  s'  et  calculant  la  valeur  de  ^  qui  résulte  de  cette 
substitution. 

869.  Voici  une  remarque  sur  la  longueur  — 2"  de  l'arc  parabolique 

dont  la  tangente  extrême  est  parallèle  à  l'asymptote  de  la  trajectoire 
que  je  ne  dois  pa$  dniettre.  Soit  r?=s  0oa  aura,  art.  965  équation  (1), 

c*  =i  —y-  ■  2g  j  donc,  lorsque  r=gj  ou  lorsque  le  produit  de  la  masse 

du  mobile  par  la  force  retardatrice  r  est  égal  au  produit  de  cette  masse 

par  la  force  accélératrice  g  de  U  pesanteur ,  —-7-  est  la  hauteur  due  k 

le  vitesse  qui  a  lieu  dans  ce  cas,  c'est-à-dire  à  la  vîtesse  qui  rend  là 
résistance  du  milieu  égale  au  poids  du  mobile. 

870.  Considérons  maintenant  la  partie  de  la  courbe  effectivement 
parcourue  par  le  mobile  ,'c^lle  sur  laquelle  se  comptent  les  s  positives. 
Ce  mobile  étant  supposé  lancé  dans  une  direction  initiale  telle  qu'il  s'é- 
lève, d'abord,  au-dessus  de  l'horizontale  passant  parson  point  de  départ, 
arrive.aubout  d'un  certain  temps,  au  point  culminant  de  sa  trajectoire, 
celui  où  la  tangente  à  rettç  CQurbe  est  horizontale  et  où  on  a  7  =  o. 
Là  se  termine  la  ùranche  ascendante  sur  laquelle  la  tangente  trigo- 
nométrique  q  est  positive,  et  commence  la  branche  descendante  sur 
laquelle  <j  est  négative,  laquelle  branche  a  une  longueur  indéfinie  au- 
dessous  du  point  culminant,  le  mouvement  de  descente  du  mobile  ne 
pouvant  être  arrêté  par  aucun  obstacle  dépendant  des  lois  auxquelles  il 
est  soumis.  Le  point  culminant  de  la  trajectoire  parabolique  est  plus 
élevé  que  celui  de  la  trajectoire  effective,  et  Téquation  (3)  de  l'article 
867 ,  As  ==.  log.  (  I  +  j4s'  ) ,  prouve  que ,  des  deux  arcs  s  et  s*^  dont  les 
Uingentes  extrêmes  sont  parallèles,  le  dernier  croit  beaucoup  plus  ra> 
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{lîdement  que  îe  premier  dan«  ta  branche  descendante.  L'arc  s*,  qui  ap- 
partient à  la  trajectoire  parabolique,  a  une  tangente  verticale  situtc  à 
une  distance  infinie  de  la  verticale  passant  par  le  point  de  départ  ;  la 
direction  de  réiêment  els  de  l'arc  s  de  la  trajectoire  réelle  s'approche  donc 
de  plus  en  plus  d'être  verticale,  ou  ce  qui  revient  au  même,  ç  s'ap- 
proche d'êfre  infini  à  mesure  que  s  augmente  ,  et  ne  le  devient  rigou  - 
reusement  que  lorsque  s  est  infinie,  c'est-à-dire  à  une  distance  infinie, 
mesurée  dans  te  sens  de  la  courbe,  de  l'horizontale  passant  par  le  point 
de  départ;  mais  comme,  d'après  l'équation  ci-dessus  citée,  l'inclinaison 
de  ds  ou  la  valeur  de  ç  croit,  sur  la  branche  descendante,  dans  une  pro- 
portion qu'on  pourrait  dire  être  incomparablement  plus  grande  que  celle 
des  accroissements  dej  ^  il  y  a  lieu  de  soupçonner  que  cette  branche  ne 
s'éloigne  pas  k  l'infini  de  la  verticale  passant  par  te  point  de  départ , 
comme  la  branche  parabolique,  et,  par  conséquent,  que  l'arc  ^  a,  du 
cAté  positif,  une  asymptote  verticale;  voici  comment  on  changera  ce 
soupçon  en  certitude. 

Je  désigne  par_;i<  une  partie  positive  et  déterminée  de  Jj  dont  l'origine 
soit  au  point  de  départ,  et  l'autre  extrémité  k  un  des  points  de  s  oh 
l'angle  formé  par  la  verticale  est  très  •  petit  et  qu'on  peut  supposer  placé  ; 
sur  la  branche  descendante,  au-dessous  de  l'horizontale  passant  par  le 
point  de  départ,  ou  par  l'origine  commune  des,T  et  x.  Faisante — ^^^a, 
on  a  j  =  ^-l-ff  et  ds  =  «/aj*  désignant,  de  plus,  par  a  et — c  les  coor- 
données du  point  dont  il  s'agit ,  respectivement  parallèles  aux  x  et  aux  &, 
et  posant  tes  équations  a;  =  a+^y  — «=*  —  (c  +  î")^'  onad.xi=ii^j 

-*=_...,=^=^,.,=-<^)=-.(|). 

enfin  les  lettres  Sj  C,Ef  G^  G',  G",  K,  K'  et  L  représentant  des  cons  - 
tantes,  l'équation  (8)  de  l'art.  865  devient,  en  observant  que  la  lettré  ^ 
peut  y  être  conservée 

Oe  ,  en  ne  considérant  cette  équation  que  relativement  aux  valeurs 
correspondantes  de  5  et  ^  dans  la  partie  positive  de  a ,  on-  peut ,  eu 
égard  aux  grandes  valeurs  de'  y  dans  cette  partie,  négliger  t'unité  par 
rapport  k  y'  ce  qui  réduit  le  radical  V^i-j-^»  à- — y  (les  valeurs  de  <f> 
çt  dq  étant  négatives  sur  toute  ta  braaohe  descendante),  et  l'équation 
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pVtJcédente  âev'ientdae    ^^'^"^=B(fdg,{cnïa.\$at\tB^  —  nffcos.'ff)- 

aj-ant,  pour  iptt'gral,e,e  ^r" ,    .,=ïC7*^-£.  Introduisant,  maintenant, 
d9usrçquafion(7)  de  l'art.  865,  les  valeurs  ci -tjessits  données  aux  varia  - 

blés  du  prOWéme,  et,  éliminant  e  ''Vntre  cette  équation  et  celle 

•  Btia 
qu'on  vient  d'obtenir  par  l'intégrai  ion,  on  a--  j  J—  =  Ca'  +  E^  d'où 


rf£  = 


>  +  £» 


équation  de  la  quelle  on  déduit  $=G'  /arc.  f  tang.  =  ■—  J  +  K >  ou 

^  =  C/Iog.  1     *  '"^'  j'+log.K'  >  ,  suîvant  que  Z»  est  positif  ou  né  r 

gaiif  ;  il  ne  serait  pas  drfiicile  de  reconnaître  quel  est  \e  signe  de  X'  j, 
mais  cette  détermination  est  inutile  k  l'objet  unique  de  l'analyse,  pré- 
cédente qui  est  de  prour»  <fu'un«:  valeur  iiiffnie  de  «f  répond  à  une 
valeur  finrà  de  £  ou  de  of  s^a  +  ^  et  que,,  par  joonséquent,  la  biancba 
descendante;  de  la  trajectoire,  a  une  asymptote  verticale  ;  ce  résultat  se 
(Réduit  également  de  l'une  et  l'autre  intégrale. 

871.  Il  est  aûé,  d'après  ce  qui  précède ,  de  se  faire  une  idée  de  la 
fornw  générale  de  la  trajectoire  dans  yn  milieu  résistant,  ^  étant  le 
-  point  de  départ  ^  ^K  une  horizontale  et.j4Z  une  verticale  passant  par 
.ce  point,  si  A&EH  représente  la  parabole  qui  swait  décrite  dans  un 
milieu  non  résistant,  avec  une  vHeese  initiale  £/ et  sous  un  angle  de 
projection  =  0 ,  AOCG  pourra  représenter  la  courbe  décrite  dans  le 
milieu  résistant  ;  AO.^K  la  branche  ascendante  qui  s'abaisse  graduel- 
lement au-dessous  de  la  parabole  à  piesure  que  le  mobile  s'élèVe  ;  OCG 
est  la  branche  descendante  qui  difï^re  beaucoup  plus  de  la  parabole  que 
l'ascendante.  Le  point  culminant  O  est  plus  abaissé  et  plus  rapproché 
de  la  verticale  AZ  que  le  point  culrnlnant  de  la  traj^ectoire  parabolique 
laquelle  s'écavte  à  l'infini  de  AZ  au  lîeu  que  la  trajectoire  réelle  ne 
s'étend  pas  au-delà  d'une  verticale]  QT  aitué^  à^une  distance  finie  AD' 
de  AZ  et  qui  est  l'asyMiptote  do  .la  branche  descendante  OCG.  Enfin  il 
existe  sur  le  prolongement  ^^  dé  la  trajectoire  parabolique  un  point 
-  tel  qu'une  parallèle  (><S  A  à-la  dttoite  tangenK  h  la  parabole»  en  ce  point, 

coupant 
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et  coupant  l'»e  horizontal  AXk  une  distance  finie  AS  Aa  l'origine 
Ai  est  une  seconde  asymptote  de  ta  trajectoire  réelle. 

On  voit  que  la  courbe  ./^OCG  a  quelque  ressemblance  avec  une  hyper- 
bole tracée  entre  les  asymptotes  QR  et  QT^  ce  qui  a  donné  à  Newton 
l'idée  de  chercher  à  déterminer  la  densité  du  milieu  qui  pouvait  rendre 
la  trajectoire  une  hyperbole,  problème  facileà  résoudre  par  les  formules 
des  art.  861  et  suivants  ;  celles  que  j'en  ai  déduites,  depuis  l'art,  865  , 
eupposMit  la  densité  constante  et  donnent  une  courbe  sensiblement  dif- 
férente de  l'hyperbole ,  surtout  lorsque  l'angle  de  projection  n'est  pas  " 
très-petit.  Il  est  évident,  d'après  tout  ce  qui  précède,  que,  si  une  droite 
divisait  l'angle  RQT  en  deux  parties  ^ales,  les  branches  de  la  courbe 
AOCG }  qui  se  trouveraient  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  qe 
seraient  ni  égales  ni  semblables, 

Calcul ,  par  partiel,  des  coordonnée*  de  la  trajectoire  et  conttmction  de  cette 
courbe  par  pointt. 

873.  Les  équations  de  l'art.  866,  desquelles  on  déduirait,  si  elles 
étaient  intégrables ,  la  relation  entre  les  coordonnées  de  la  courbe,  se 
refusant  à  toutes  les  méthodes  rigoureuses  connues,  i!  faut,  pour  cons- 
truire la  courbe,  avoir  recours  à  quelque  méthode  d'approximation  ;  en 
voici  une  dont  les  calculs  sont  faciles. 

J'appelle  ^  l'angle  formé  par  l'horizon  et  par  la  tangente  menée  ù 
l'extrémité  de  l'arc  s j  et  j'ai 

L'équation  (12)  de  l'qrt.  865  devient ,  en  y  substituant  ces  valeurs,  et 
faisant  AHc(^.*0  =  n. 


les  valeurs  de  s  sans  avoir  besoin  de 
lyperboliques  ou  népériens,  on  fera 
fi.  =  2,3oa585 


^~  A' 

Si  on  veut  calculer  les  valeurs  de  s  sans  avoir  besoin  de  se  servir  de 
tables  de  logarithmes  hyperboliques  ou  népériens,  on  fera 
fi.  =  2,3oa585 
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formule  dans  laquelle  le  signe  log.  indique  un  logarithme  pris  dan»  les 

tables  vulgaires  qui  donnent  log.  10  =^1. 

On  calculera  ainsi  une  table  des  valeurs  de  s  correspondantes  à  une 
suite  de  valeurs  données  de  ^  qu'il  est  convenable  de  prendre  en  pro- 
gression arithmétique ,  le  premier  terme  étant  ift  =  tf  ;  plus  la  différence 
de  cette  progression  sera  petite  et  plus  l'opération  sera  exacte. 

Représentons  par  ^  et  ^'  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite,  par 
s  et  s'  les  arcs  de  courbes  correspondant,  et  soient  ^ — ^=»^^  et 
s'  —  s  =  ^s  ,  on  pourra  _,  l'angle  ^^  étant  petit ,  considérer  j^s 
comme  un  af^c  de  cercle  dont  les  tangentes  extrêmes  forment  tes  angles 
^  el  ^'  avec  l'horizon.  Le  rayon  de  cet  arc  et  sa  corde  auront ,  rei- 

peclivement,  pour  valeurs— 3-— et— j—  .  2  sin.(j.«d'^),et  l'anglefor- 

mé  par  l'horizontale  et  par  cette  corde  sera  ^  7  (^  +  ^'). 

Les  longueurs  des  projections  orthogonales  de  cette  corde  seront , 
savoir  : 

sur  l'axe  des  x  .  ,  .  -  ■   _^  ■  ■  sin.  (  1  -i/^)  cos.  l  \j 

sur  l'axe  desa  .  .  .  — -^  ■-  sin.  (î-.^^)8in.  i \j 

et  les  coordonnées  x  et  s,  correspondantes  à  un  nombre  quelconque 
d'arcs  consécutifs  .«^^  compté  à  partir  de  l'origine,  auront,  pour 
valeurs,  les  sommes  des  projections  des  arcs,  savoir; 


!-^sin.(,^,)cos.(^)j. 


Espresiiont  de  la  ftlesie  et  du  temps.  Limite  de  U  vitetae  fUnt  la  branche 
deiceodante ,  sur  laquelle  le  roonrement  tend  à  devenir  uniforme. 

873.  Je  vais  maintenant  donner  l'expression  générale  de  la  vitesse.  On 
déduit  de  l'équation  (5)  de  l'art.  865,  en  y  introduisant  la  valeur  de  C^ 
;  dx*  t/*cos.»^  ajrHco9.»ff 

<'^  •      '  ~d^  =  A»  =  A^ 
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—j~  est  la  Vitesse  horizontale  égale  au  produit  de  la  vitesse  v,  dans  le 

sens  de  la  courbe,  par  le  cosinus  de  l'angle  #  que  l'élément  de  courbe 

parcouru  forme  avec  l*horizon,  c'est-à-dire  que --^'  =  c"cos.*^;soit 

h  la  hauteur  due  à  la  vitesse  c^  on  a  t^  cos."  ^  =  igh  cos.*  ^  et  cette 
valeur  introduite  dans  l'équation  précédente  donne 

(â) h=>= ^ 

e-**cos.*#  j 

^  est  l'angle  dont  q  est  la  tangente, on  a,  par  conséquent,  cos.* #  =     7— s 

substituant  cette  valeur  et  celle  de  e-^^j  donnée  par  l'équation  (12) 
de  l'art>  865 ,  on  a 

n-,         i gco8.-ff(.+y) 

V>)  ■■  •"—   ,  +^^cos.''#|/-»K,+,--log.(y+Kî+,-?)] 

874.  L'équation  précédente  donne ,  &  l'origine ,h=:Hi  ainsi  que  cela 
doit  être,  H  étant,  par  l'état  de  la  question,  la  valeur  initiale  àe  hj 

au  point  culminant ,  où  o  =  o  .  h=  rrî-r tt   •  cette  der  - 

I  -I-  AHftm.^  0 

nière  valeur  de  h  diminue  encore  au-delà  de  ce  point  culminant,  jus- 
qu'à ce  qu'elle  ait  atteint  un  minimum  de  valeur;  elle  augmente  ensuite, 
mais  ses  accroissements  ultérieurs  ne  peuvent  pas  excéder  une  limite 
qu'il  est  bon  d'assigner.  Pour  cela  je  rapporte  l'équation  (3)  de  l'art, 
précédent,  à  un  point  de  la  branche  descendante  de  la  trajectoire  trtïs- 
éloigné  du  point  culminant,  et  j'observe  qu'à  ce  point  <j  est  négatif, 
ce  qui  change  —  y  |/T+y^  en  ^Ki+y*  et  log.  (y -t-Ki+ç"")  en 
log.  ( —  y  -H  K'i-hy^)  i  de  plus  la  valeur  de  la  tangente  trigonomé  - 
trique  q  étant  extrêmement  grande,  puisqu'au  point  de  la  trajectoire  dont 
il  s'agit  l'angle  ^  est  presque  droit,  les  expressions  i  -H 9"  et  9  ^^i  +  ^ne 
diffèrent  l'une  de  l'autre  que  par  une  quantité  négligeable  par  rapport 
à  chacune  d'elles  ,  et  log.  (  —  q  ■\- 1/"^+"^)  est  le  logarithme  négatif 
d'une  fraction  positive  peu  différente  de  zéro;  ce  logarithme  peut  cepen- 
dant être  négligé  par  rapport  à  9l^i+^~,  qui  est  d'un  ordre  supérieur, 
et.'eu  égard  à  ces  diverses  observations,  l'équation  ci-dessus  cifée  devient 
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ainsi  le  mouvement  dans  la  branche  descendante  tend  continuellement 


à  devenir  uniforme  avec  la  vitesse  i,     ■  j 

k  prendre ,  sensiblement ,  cette  vitesse  constante ,  lorsqu'il  a  passé  le 
point  où  P-  est  un  miniroum.  Ce  résultat  est  identique  avec  celui  au- 
quel je  suis  parvenu ,  art.  748 ,  pour  le  cas  du  mouvement  vertical 
dans  un  milieu  résistant,  )a  quantités  de  l'art,  cité  exprimant  exacte- 
ment la  même  chose  que  1/  ——-  puisque  -~  etjji  ont  été  employés, 

art.  740  et  865,  pour  représenter  \& force  retardatrice  due  à  la  résistance 
sous  l'unité  de  vitesse. 

J'ai  fait  voir,  art.  869,  que  —y-  était  la  hauteur  due  à  la  vitesse  qui 

rend  la  résistance  du  milieu  égale  au  poids  du  mobile,  ce  qui  lie  en- 
core cette  expression  à  une  propriété  remarquable  du  mouvement. 

875.  Pour  avoir  une  équation  qui ,  si  elle  était  intégrée,  donnerait 
l'expression  générale  du  temjjs ,  j'élimine  Ce-^^  entre  les  équations  (4) 
et  {5)  de  l'art.  865,  et  prenant  la  valeur  de  dt^  j'ai 

(,) dt'=-Jî±-j 

s 

.substituant  ensuite  dans  cette  valeur  celle  de  àx,  donnée  par  l'équation 
(  I  )  de  Tart.  866 ,  et  extrayant  la  racine  quarrée 

*''  '  '         i^^«[C-yKr+,--iog.(y  +  K.-+^)]!i  "' 

Le  signe  de  dt  est  positif  depuis  le  premier  instant  et  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement;  et  comme  9,  d'une  part,  diminue  sur  la 
branche  ascendante,  à  mesure  que  t  augmente,  et ,  de  l'autre,  devient 
négatif  sur  la  branche  descendante,  ta  différentielle  d^  de  sa  tangente 
doit  toujours  avoir  un  signe  différent  de  celui  de  dt. 

Analyse  ultérieure  du  probidme  de  la  trajectoire  dan»  un  milieu  résiliant ,  au 
moyen  de  laquelle  on  obtient,  eu  fuisaut  quelques  liypothèies  qui  n'allèrent 
pat  sensiblement  l'exactitude  des  résultats,  des  intégrations  qui,  sans  ces  hy- 
pothèses, seraient  impossibles. 

876.  L'équation  précédente  et  les  équations  fondamentales  (1)  et  (2) 
de  l'art.  866 ,  qui  devraient  donner  le  temps  et  la  relation  enlïe  les  coor- 
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données  de  la  courbe,  n'étant  point  intégrables,  je  crois  dévoir,  en  fa- 
veur des  élêvesqui  se  destinent  à  l'arme  de  l'artillerie,  et  vu  l'impor- 
tance de  la  matière,  ajouter  à  la  théorie  eiposée  depuis  l'art.  865,  et 
indépendamment  des  procédés  de  calculs  appl\>ximati(5  expliqués  arc. 
873 ,  de  nouveaux  détails  propres  à  faciliter  l'application  des  formules  à 
la  pratique  de  l'artillerie.  Ces  détails  et  une  partie  de  l'analyse  précédente 
sont  tirés  d'un  excellent  mémoire  de  M.  Le  Gendre,  sur  la  balistique,  qui 
a  remporté  un  prix  proposé,  en  178a,  par  l'Académie  Royale  de  Prusse. 

Je  désigne  par  À  cette  quantité  — ^qu'on  a  vu  être  la  hauteur  due  à 

la  vitesse  qui  rendrait  la  résistance  du  milieu  égale  au  poids  du  mobile , 
et  introduisant  cette  quantité'^  dans  l'équation  (3)  de  l'art.  865  j'ai 

(i) Â.dtiç  =  dsdq. 

j'observe  qu'on  peut  prendre  pour  unité  une  ligne  arbitraire  et  par 
conséquant^^  ensuite,  pour  parvenirà  intégrer  l'équation  précédente, 
je  supposerai  X  égal  à  une  quàntité'variable,  mais  qui  dans  ses  plus 
grandes  variations  diffère  peu  de  l'unité  ;  je  pose  pour  cela 

SX  doit  être  coniidérée  comme  égale 
au  produit  de  Vunité  linéaire  par  la 


l+etang."^  ifonction  trigonométrique  ci-à  cdié 
rqui  est  de  dîmentian  nulle. 
Je  vois  d'abord  que  cette  expression  sera  =  1  au  sommet  0(1  ^  =  0,  et  que 
je  puis  la  rendre  =  i  à  un  autre  poim  quelconque,  en  déterminant  «con- 
venablement. Il  est  à  propos  de  faire  ensorte  que  cette  condition  ait  lieu 
au  point  de  départ,  pourcela  on  substituera  (?à  ^  et  on  posera  l'équation 
^^i-htang.'ff     _  ^/sin.'ff-^cos.'ff         _ 

i-|-«lang.'tf     ~  cos.tf(cos.»ff+£5in.'^)  "~  '  •" 

Cos.»^         ■       ■      . 
d'où  on  déduira 

cos.  0 — COB."(?                 cos.^(i  —  cos.^)  „ 

e  = — TT =    — Tj-T TP--  ,  et  enun 

I— C08.^^  (H-COB.^)(l  — COS.tf)      ■* 

,„,  ■   .  COS^^ 

au  moyen  de  cette  détermination  de  e  le  coefficient  variable  —iliîîHlil,^ 
sera  =  i  à  trois  points ,  savoir  :  1°.  le  point  de  départ ,  a*,  le  sommet , 
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3°.  le  point  de  la  branche  descendante  ou  l'incliDaison  de  la  tangente  sur 
]'horizon  est  la  même  qu'à  l'origine  (observez  que  le  signe  de  ^  ne  change 
ni  la  valeur  ni  le  signe  de  l'expression  ci-dessus).  Dans  les  points  inter- 
médiaires X  différera  de  l'unité,  et,  pour  apprécier  les  anomalies  qui 

en  résulteront,  cherchons  la  plus  petite  valeur  de  — r-  ou  de  ---  -7- 

e  étant  la  variable;  la  condition  dy  — -  |  =  o  donnera  y»  = —  ; 

cette  valeur  substituée  dans  l'équation  (2)  donne,  toutes  réductions  faites, 
en  ayant  égard  à  l'équation  (3),  X  ^  ^i — Ung.+  |^;  d'où  on  conclut 

Pour  0  —  —r- /=i --—  J 

o  400 

Û=  ^  =  1 T—J 

4  07 

^=~r **=' — w^ 

ainsi,  dans  lecas  plus  défavorable,  l'hypothèse  de?- °'.-        =1. 

-_.  a  i+etane.*# 


cos. 


en  faisante^  — — — — 3-^  comporte  une  approximation  suifisanle  pour  le 
plus  grand  nombre  des  applications  qu'on  aura  k  faire  des  formules  ci-après. 
Cette  valeur  ~ ~ —  de  À  substituée  dans  l'équation  (  i  )  donne 

as 
ou,  en  observant  que  ds  =  àx  |/'i-4-^, 

.(4) -^  =  «/»(■ +'?').■ 

dont  la  i.«  intégrale  est,  en  se  rappelant  que  dx  est  constant, 
(5) -%  +B=î+i.y' 

on  a  équation  (7)  de  l'art.  865  lorsque  J  ^  o,  c'est-à-dire  au  commen- 
cement du  mouvement, 

da  1  ds  . 

ce  qui  donne 


y  Google 


B- 


Section   deuxième. 


ou  B=  ..„s.<'+|.  ,a„6.a^+__L_..(^j 

OD  déduit  de  l'équation  (5) 

dx=.  ^ 

1  +  i'l^  —  B 
que  I  on  peut  mettre  sous  la  forme 

(7) i'dj:^. Tl^l 


nfaut,  daoïl'éra- 
luafiotinuaiéFiqiiede 
^et  de  J,  Broiré- 
gardàréqaationliy- 
potHétique  ,ï=i. 


le  ^condmembre  est  une  fraction  rationnelle  et,  pour  avoiraudénomi. 
nateur  des  facteurs  rationnels,  on  fera  .  "™°"" 

("— W(y'+ï<'+c'  +  i)=i*— io_»3i     ^■•'«•'«•^dé.igaeun.con,. 

effectuant  la  multiplication  indiquée  dans  le  ,...  membre  et  égalant  à 
I B  la  part»  du  produit  qui  ne  contient  pas  y  on  aura  ^ 

W f<^Ho-a  =  o, 

équation  du  3..  degré  qui  d„m,e  la  valeur  de  c,  laquelle  peut  ainsi  être 
regardée  comme  connue  dans  l'équation 


(9) 


j  £  dx=- 


pour  m.^ale,.mp,él  pjri:.ilVe^:::ct^^^^^^ 
y  =  rang,  ff,  en  faisant  J/(ie»+J)  _  „^  "^ 


(io)..{i+<;>»)it= 


-^ar.[.ang.=  (^±i£.)] 

+  -^arc.[tang,  =  (ia=S^til)j. 


L'équation  (9)  multipliée  par  («_  ,)  ou  par  „_  -$-de,ient 
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—  dg 
(il) \e(cdx  —  dz)  =   — — ; ^-T — r~~  > 

et  a  pour  intégrale 
(..) . ,  ._cx=-^<,rc.[t™g=(i:^)]-^arc.[ti,-6.  =  ('-ÏÏ!S:^)]. 

877.  Ppur  faciliter  le  calcul  de  ces  formules  on  cherchera  deux  angles 
tels  que 

„  tang.^+7C         ^         _         A'  +  tC 

en  observant  que  sur  la  branche  descendante,  où  9  est  négatif,  tang.  Q 
peut  l'être  aussi.  Alors  l'angle  Q  sera  négatif  et  non  obtus;  car  la 
diminution  de  l'angle  Q  se  faisant  successivement  jusqu'au  point  où 
9  =  —  Y  c ,  lorsque  y  devient  plus  grand ,  Q  augmente  aussi  par  degrés. 
Ces  angles  trouvés  on  aura 

W-' •  =  <^»^--|^(e-9) 

en  prenant  un  nouvel  angle  p^  tel  que  m  tang.  X^^»  ^>  **"  ?*="*  rem- 
placer (i)  par 

(3)...  (...„.  =  ,„,.  j4^;g^j,x.^(«_« 

mais  (i)  est  préférable  lorsque  c  diffère  peu  de  tang.  0. 

878.  Nous  sommes  convenus  ,  en  introduisant  dans  le  calcul  la  fonc- 
tion X  =:  ■ — ■■•  .    j  de  donner  à  c  la  valeur '■ — s-  ^^n  1"^    ■^ 

soil=  I  au  point  de  départ  et  au  point  de  1$  brandie  descendante  oii 
la  direction  du  mouvement  fait  un  angle  ^  avec  l'horizon,  mais,  comme 

c'est  ta  lettre  e  et  ijon  l'expression  — — — ^ — -5  qui  a  été  introduite  dans 

l'équation  différentielle  (4)  de  l'article  876  et  dans  toutes  les  intégrales 
qu'on  en  a  déduit,  «  demeure  encore  arbitraire,  dans  les  quatre  équations 
précéde;}tes,  et  n'est  assujetti  à  d'autre  copdition  que  celle  d'être  une 

quantité 


y  Google 


s  E  CTI  0  N     D  E  UX  I  fe  M  E.  i53 

quaatité  constante.  On  peut  donc  lui  donner  ou  la  valeur  -~ ' — -  ou 

^  i+cos.^ 

telle  autre  valeur  propre  à  satïsfuire  à  des^  conditions  particulières. 

La  remarque  que  je  viens  de  faire  conduit  à  une  équation  particu- 
lière de  la  branche  descendante,  qui  pourra  être  très-utile  ;  on  a  déjà 
dû  remarquer  que  !es  équations  (lo)  et  (12)  de  l'art.  876,  ne  pouvaient 
donner  la  valeur  de  l'amplitude  totale  que  par  une  espèce  de  tâtonne- 
ment ,  mais  lorsque  par  ces  équations ,  ou  par  celles  de  l'art,  précédent , 
on  aura  la  position  du  sommet,  en  prenant  ce  sommet  pour  origine, 
on  calculera  séparément  la  branche  descendante  et  on  trouvera  aisément 
la  position  du  point  oti  elle  rencontre  l'horizontale  passant  par  le  point 
de  départ. 

Désignant  par  If  la  hauteur  due  à  la  vîtesse  du  mobile  au  point  cul- 
minant dont  la  valeur  a  été  donnée,  art,  874 ,  on  a ,  en  restituant  la 
valeur  dej'j 

(,)..H'= : Hçm^£ 

Transportons,  maintenant,  l'origine  de  :c  et  z  au  point  culminant, 
dont  on  détermine  les  coordonnées  particulières  en  faisant  ^  =  odansles 
équations  de  l'art,  précédent;  comptons  les  ic  sur  la  ligne  horizontale 
menée  par  ce  point ,  et  tes  s  de  haut  en  bas  ;  la  vitesse ,  à  cette  nouvelle 
origine,  sera  due  à  ff*  et  sa  direction  sera  horizontale,  ce  qui  rend 
l'angle  de  projection  égal  à  zéro  ;  la  valeur  de  Bj  art.  876 ,  devien  - 

dra  B  ^  — =^7-  et  l'équation  (8)  de  cet  article  se  changera  en 

«•■■■ T''+''-iïr=°- 

On  fera  toujours  m  =  >^X75"ZT  et  /  = --r-  j   cette   dernière 

hypothèse  donne  À  =  t  au  point  de  départ,  oîi  9  =  o ,  et  on  est  maître 
de  déterminer  e  de  manière  à  avoir  encore  À=  i  à  un  autre  point  où  la 
tangente  à  la  courbe  aurait  une  inclinaison  donnée;  je  suppose  que  cette 
inclinaison  est  telle  qu'on  ait  9  =  i ,  ou  que  la  tangente  ii  la  courbe 
fusse  un  demi-angle  drcùt  avec  l'horizon,  cette  supposition  donnera. 
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— — — —  =  t  (observez  que  le  signe  de  q  n*a  ici  aucuoe  influence 
parceque  la  valeur  de  X  ne  conlient  que  ^*)  d'où 

(a) f  =  —  i+V^=o>4i42i36. 

Cette  valeur  de  e  ^tant  substitut^  dans  l'équation  (a)  et  les  valeurs  de 
c  et  mj  qui  rcsuttent  de  cette  substitution,  étant  introduites  dans  tes 
équations  (10)  et  (12)  de  l'art.  876,  ou  (t)  et  (a)  de  l'art,  précédent,  les 
origines  des  coordonnées  :r  et  2  de  ces  équations  se  trouveront  transpor  • 
léesau  sommet  et  donneront  1res- aisément  la  position  de  tous  les  points 
de  la  branche  descendante. 

Je  désigne  les  équations  (i)  et  (a)  de  l'article  précédent,  lorsque  l'ori- 
gine des  xcti  est  placée  au  point  de  départ  du  mobile,  respect ivemenf, 
par  M=o,  N=o,  et  ces  mêmes  équations,  lorsque  l'origine,  par 
les  substitutions  dont  je  viens  de  parler,  est  transportée  au  point  culmi  - 
nant,  par  Af'  =  o  etiV'  =  o;  pour  faire  usage  de  ces  dernières  équations 
on  déterminera  d'abord,  la  position  de  la  nouvelle  origine  en  calculant, 
par  le»  équatimw  Af=:o  et  iV=  o.les  coordonnées  horizontale  et  ver- 
ticale du  point  culminant  que  j'appelle  x'  et  s'  et  qui  sont ,  comme  je 
l'ai  dé)à  dit ^  les  vaLein^  ùeaseti  correspondantes  à  la  valeur  g  ^o;  . 
3/  et  i'  étant  ainsi  oblemiA,  si  on  veut  connaître  l'amplitude  totale, 
on  fera  2  ss  s'  dans  iV  ==  a ,.  la  valeur  correspondante  de  .x^  que  je 
dt-signe  par  a/'  sera  la  distance  horizontale  du  sommet  au  point  où  le 
mobile  rencontre ,  pour  la  seconde  fois ,  l'horizontale  passant  par  le 
point  de  départ ,  et  on  aura  l'amplitude  totale  =  x*  +  a/',  (Voyez 
pour  plus  de  détail  le  mémoire  de  M.  Le  Gendre,  ci -dessus  cité,  et  les 
additions  qu'il  y  a  faites  dans  ses  e-tercices  de  calcul  intégral  impri  - 
mées  à  Paris  en  lëii). 

l^quaiion  très- approchée  de  la  trajectoire ,  lorsque  l'angle  de  projection  est 
petit ,  ce  qui  est  le  cas  du  Ricochet. 

879.  On  peut ,  lorsque  le  mobile  est  lancé  sous  un  petit  angle  de 
projection,  obtenir  une  équation  finie  entre  les  coordonnées  jt  et  a  de 
ta  trajectoire  qui  donne  une  grande  approjximation  ;  pour  cela  on  dO- 
yeloppcra  le  radical  ï^i+^'  ,  et  on  aura 

J/T^p^  =  i  -l-i  9>  —  -;  ,74  +  .^-  /  —  etc. 
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siibstiluant  cette  valeur  dans  l'équation  (8)  de  l'art.  865  —  ds  c***  = 
s.  ff  COS.  *  0dq  y  i~\-<f*  et  intégrant ,  on  a 

(i)  .  .— e'*'=3^ircos.*^{y  +  jy3  —  ^^s+etcl+conwan/e^ 
on  a,  pour  déterminer  la  constante,  les  valeurs  simultanées  j  =  o  et 
g  ^  tang.  0,  ce  qui  donne,  en  faisant  tang.  0  :^Qj 

constante  =  —  i  —  a^ff cos.' 0\Q  +  % Q^  —  -^^  Q^  +  etc. \ s 
(a)  .  .  ,  e''*=i  +  a^^cos.»(5'l(9— y)+f(Ç3_y3)+etc.t^- 
l'hypothèse  faite  sur  la  petitesse  de  l'angle  de  projectioa  rend  trés- 
aplatie  la  partie  de  la  courbe  située  au-dessus  de  l'horizontale  passant 
par  le  point  de  départ ,  et  même  tuie  certaine  longueur  de  la  branche 
descendante  au-dessous  de  cette  horizontale;  ainsi,  Ç  étant  une  petite 
quantité',  Ç — q  le  sera,  à  plus  forte  raison,  dans  l'étendue  que  je  viens 
d'assigner,  et  on  pourra,  sans  grande  erreur,  négliger  les  puissances  de 
Q—rq,  à  partir  de  la  3.*,  ce  qui  réduira  l'équation  précédente  à 

f3) ^^^=1  +av^ffco$.*^(Ç>— ?). 

Ona,parl'équatîon(7)de  l'art. 865j—  e   *— a/fcos.'^-^-,  éliminant 

e      entre  cette  équation  et  la  précédente,  <rt  faisant  ffcos.*  ^=  W, 
on  a  l'équation  séparée 

de  laquelle  on  déduit  par  l'intégration,  après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  par  A, 

(5) Ax  =  \o%.\i^^AB"  (Q-  q)\  ; 

la  constante  arbitraire  est  culle  parcequ'on  a  les  valeurs  initiales  simul- 
lanées  a;  =  o  et  <i=^Q- 

On  déduit  de  cette  équation 

e     —  I 


a.  A  H" 


(6) ?  =  Ç-- 

substituant  pour  y  sa  valeur. -^— 

(y)  .  .  .  .  s.AH"d3=^(i+iJB"Ç—e'^-^]d.rj 
et  intégrant 
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2jff"z  =  (l-i-2jH"Ç)X'~   -T-      +C, 

on  a,  en  même  temps»  a;  =  oet*^o,  d'où  C  =i~-T-  et 
-<<(.+»^fl"())x-(e-^---.) 

(^' '= Ij^W • 

880.  Telle  est  la  forme  que  peut  prendre  l'équation  de  la  trajectoire 
lorsque  l'angle  de  projection  est  petit  ;  on  remarquera  qu'une  partie  de  la 
valeur  de  zse  compose  de  l'ordonnée  =  Qx=^xtan^.0,  à  la  droite  que 
le  mobile  parcourrait  dans  le  vide,  en  vertu  de  l'impulsion  initiale,  s'il 
n'était  pas  animé  de  la  pesanteur  ;  le  surplus  de  la  valeur  de  2  étant  la 

quantité  soustractive 'J>Hi*'~' — ~"  S"'  mesure  rabaissement 

de  chacun  des  points  de  latrajectoire  au-dessous  du  point  correspondant 
à  la  même  valeur  de  x  de  la  droite  dont  je  viens  de  parler. 

Le  calcul  des  valeurs  de  s,  d'après  des  valeurs  données  de  x ^  et  te 
tracé  de  la  courbe  sont  d'ailleurs  faciles;  on  fera  passer,  par  l'origine 
ou  point  de  départ,  une  droite  faisant  avec  l'horizontale  un  angle  dont 

,  j-\-s.AH"Q  .        .  ,     . 

la  tangente  := ,,   ■  ■  ,  et ,  imaginant  cette  droite  coupée  par 

une  verticale  dont  la  distance  au  point  de  départ  soit  x  ,  on  déterminera 
un  point  de  la  courbe  en  portant  sur  cette  verticale,  au-dessous  de  son 
point  d'intersection  avec  la  droite  inclinée  dont  je  viens  de  parler,  un 
nombre  d'unités  de  longueur  égal  au  nombre  dont  Ax  est  le  lo^rithme 
népérien  diminué  de  l'unité  et  divisé  par  s.A^H''\  on  pourra  se  servir 
des  tables  des  logarithmes  vulgaires,  dont  la  base  =  10,  en  prenant, 
dans  ces  tables,  les  nombres  e'*'^  correspondants  aux  logarithmes  vul- 
gaires ayant  pour  valeurs  0,434294a  Ax, 

Données  «péri  me  ut  aie  1  d'aprè*  leiquelle*  on  peut  établir  des  calcula  abiolu» 
sur  les  irajecloirei  décrites  dans  les  nùlieux  résistants. 

881.  L'examen  critique  des  expériences  faites  sur  le  mouvement  des 
projectiles  dans  les  milieux  résistants,  nécessaire  pour  en  tirer  des  ré- 
sultats applicables  à  la  pratique  de  l'artillerie,  exigerait  une  discussion 
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étendue  et  détaillée  à  laquelle  les  bornes  de  ce  cours  ne  me  permettent 
pas  de  me  livrer;  je  me  restreindrai  à  donner  ici ,  en  faveur  des  élèves 
qui  voudraient  s'exercer  à  l'application  numérique  des  formules  dé- 
montrées depuis  Tart,  865  »  quelques  bases  de  calcul  absolu. 

Voici,  relativement  à  la  résistance  de  l'air,  une  évaluation  du  coeffi- 
cient 7  jrf  du  quarré  de  la  vitesse  ','  dans  l'expression  de  r  (  art.  865  ) 
déduite  de  ces  deux  propositions  de  Newton,  savoir;  «  i.°,  la  résis- 
«  tance  qu'éprouve  une  surface  plane  ,  mue  dans  le  sens  d'une  droite 
«  qui  lui  est  perpendiculaire ,  est  égale  au  poids  d'une  colonne  d'air 
«  ayant  cette  surface  pour  base  ,  et ,  pour  hauteur  ,  la  hauteur  due  à  la 
*  vitesse,  a.*  La  résistance  qu'éprouve  une  sphère  est  la  moitié  de  celle 
«  qu'éprouverait  son  grand  cercle.  » 

Soient  A  la  densité  du  fluide  traversé  par  le  mobile,  i?  le  diamètre  de 
ce  mobile,  dqpt  la  forme  est  supposée  spbérique,  K  sa  densité,  ç  sa.  vitesse 

et  par  conséquent la  hauteur  due  à  cette  vitesse ,  fr  la  demi-cir- 
conférence dont  le  rayon  =x  t ,  le  pojds  de  la  colonne  du  fluide, 
ayant  pour  base  une  surface  plane  égale  à  celle  d'un  grand  cercle  de  la 

sphère  et  pour  hauteur jSCVA=fffc.j^D'. =  -^A.  jtD». y 

la  moitié  de  cette  quantité  divisée  parla  masse  du  mobile,  ou  par  j:^KD^, 
donne  \&Jbrce  retardatrice  due  à  la  résistance,  laquelle  force  a,  ainsi, 

3       >t         »-' 
pour  expression  -3- .  — j^  .  — rj-;  telle  est  la  valeur  absolue  de  r  dans 

3(î 
l'équation  (i)  de  l'art.  865,  ce  qui  donne  ^  A  =^  "on 


SDK 


3<^  4OJC 

^■~  ~;m~^  '*-~3F* 


-jTj  ou  à,  est  la  quai^tité  qu'on  a  supposée,  art.  876,  égale  au  produit  de 

l'unité  linéaire  par  la  fonction  ,  de  dimension  nulle, ° —  ,  dans 

laquelle  e  se  détermine  de  manière  que  cette  fonction  elle-même  soit, 

dans  Ses  plus  grandes  variations,  peu  différente  de  i.  L'expression 

^     DK  ,        .  ,    ,  '"OK     ... 

^  -, ,  ou, plus  généralement,  — r— doit  donc  être  prise  pour 
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unité  dans  les  calculs  numériques  établis  d'aprtfs  les  formult  s  des  articles 
876,  877  et  878,  c'est-à-dire  que,  d'une  part,  les  expressions  numé- 
riques de  toutes  les  quantités  linéaires  constantes  qui  entrent ,  comme 
données ,  ^ans  ces  formules ,  énocent  seulement  les  rapports  de  ces 

lignes  avec  la  quantité  linéaire  — ^  V,  et  que,  d'une  autre  part,  les 

nombres  déduits  de  ce«  m^es  formules,  et  représentant  les  inconnues 
r,  Z}  etc.  ne  sont,  pareillement,  que  les  rapports  de  x,  z  etc.  avec  la  mCmc 

quantité  — r—  D}  et  si  on  veut  avoir  x^z  etc.  en  unités  ordinaires,  il 

faut  multiplier  les  derniers  rapports  dont  je  viens  de  parler  par  la  valeur 

cùK.    _  ■   i.       ^         1  '^^ 

qe  — T~  i/j  en  mesurant  la  ligueJ3avecles  mêmes  unîtes; — IT^^  *o"' 

jours  un  nombre  abstrait.  # 

Le  rapport  de  la  densité  du  fer  de  fonte  à  la  densité  moyenne  de  l'air 

étant  celui  de  6047  :  i,  .on  a,  pour  les  boulets  de  canon,— ,—:=  6047 

,,  ,    .          4X6o47-i7        o  ^o  n    .   .*         *           0,0001140a 
(loii  k  =  ■'-^ 7^ =^o63  D  tt  Â  =.  -^  — -^ 

88a.  11  est  essentiel  d'observer  que  cette  évaluation  de  .^j  dont  l'exac- 
titude est  assez  satisfaisante  dans  le  cas  des  petites  vitesses,  s'écarte  de 
la  vérité  lorsqu'il  s'agît  des  vitesses  dont  sont  animés  les  projectiles  \sacH 
par  les  bouches  fa  feu  ;  les  vitesses  initiales  de  ces  projectiles  sont ,  d'aprt>s 
les  expériences  de  Robins,  duOievalier  D'arcy,  du  Comte  deRumford, 
de  Hutton  etc.  de  400  ii  5oo  mètres  (^)  en  (irenant  pour  unité  de  temps 

(*}  Db:ii  le  cas  de  la  prepoition  V  du  chapitre  3  de  l'ouvrage  de  Robina, 
cité  art.  859  ,  \a  vitesie  initiale  àa  projectile  étût  de  i65o  pied*  «ngUii ,  ou 
Soa™  ,76. 

M.  le  Colonel  Grobert  et  mo! ,  avooi  fait ,  en  l8o3 ,  une  longue  «uite  d'es- 
pcrienccs  lar  la  vileite  initiale  des  ballei  lancéet  par  des  futîls  d'infanterie  et 
de  cavalerie,  avec  un  appareil  irèa-ingèaieux ,  imagina  par  M.  Grobert,  et 
aur  lequel  j'di  lu^  à  l'Intlitut  Impérial,  un  rapport  qui  >  été  imprimé.  Le  ré- 
lultac  moyen  lU  ce*  «s|>ériehôM  Mt  qu'une  balle  'd»  plonb  au  poids  de  3^ 
granmei  ^,'chasaé«'avQC  Ift  moitié  de  ce  poida  de  poudre^  est  aiMioé»  d'uno 
rîtease  initiale  de  390^,47  ai  èHe  part  d'un  canon  de  mouaquetoo  de  c^,756 
de  longueur ,  et  d'une  ritetae  dé  4^8"'  s!  ell«  part  d'un  canon  de  fu»îl  d'îa  - 
fanterie  de  i^jiSy  de  longueur;  on  voit  que,  dana  ce  dernier  caa ,  l'excès 
de  vitesse  n'est  pas,  à  beaucoup  près,  en  proportïoij  avec  l'eiciis  de  longueur 
du  canqp. 
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l'ancienne  seconde  sexagésimale  ;  les  élèves  qui  voudront  faire  quelques 
applicatioiia  des  fornuiles,  comme  simples  exercices  de  calcul ,'  pourront 

domier  au  coefficient  de  -r—  D,  dans  l'expression  de  Xj  des  valeurs  arbi- 

,  traires,  comprises  entre  celle  qui  a  été  trouvée  ci -dessus  *e!  sa  moitié, 
■^  mais,  lorsqu'il  s'agira  (Inapplications  effectives  h.  la  pratiqué  de  l'artillerie, 

il  faudra^  en  posant  l'équation  générale  k=  — r —  ,  donner  au  cotffi- 

cient  G>  la  valeur  convenable  à  chaque  cas  particulier.  Malheureusement 
les  données  expérimentales,  que  nous  avons  sur  cette  matière,  laissent 
encore  beaucoup  d'incertitudes , qu'on  pourra  dïmiiiuer,  maïs  qui,  selon 
toute  apparence,  ne  seront  jamais  complètement  levées.  Il  faut  considérer 
que ,  dam  les  mouvements  très-rapides,  la  pression  de  l'air,  sur  la  partie 
postérieure  du  mobile ,  est  considérablement  diminuée  et  devient  même 
nulle  lorsque  le  mobile  a  une  vitesse  de  plus  de  416™,  c'est-à-dire  une 
vitesse  supérieure  à  celle  dont  les  molécules  d'air  sont  animées  lorsqu'elle» 
affluent  dans  un  espace  vide,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite  du  cours; 
cette  circonstance  doit  faire  varier  sensiblement  l'efTet  de  la  pression  de 
l'atmosphère  sur  la  partie  antérieure  du  mobile.  On  peut  observer,  encore, 
que  certains  projectiles,  tels  que  les  bombes,  s'élèvent  à  des  hauteurs 
assez  considérables  pour  que  la  densité  de  l'aJr  ne  puisse  pas  être  regardée 
comme  ccmstante  dans  l'étendue  entière  de  leur  trajectoire  etc.  etc.  Je 
ne  m'étendrai  pas  d'avantage,  ici,  sur  cette  matière  qui  sera  discutée 
ailleurs,  avec  les  détails  convenables. 

883.  Les  trajectoires  décrites  dans  le  vide  étant  des  paraboles  appol- 
lonienes  sont  y  comme  on  le  sait ,  des  courbes  semblables,  et  je  ferai 
remarquer  quelques  propriétés  analogues,  dont  jouissent  les  trajectoires 
décrites  dans  des  milieux  résistants  qui  sont,  d'ailleurs,  comme  on  a  pu  le 
voir  par  ce  qui  précède,  très- différentes  des  paraboles.  Lorsque  des  mo- 
biles sphériqurs,  de  même  matière,  se  meuvent  dans  un  même  milieu*  les 
équations  représentées,  art.  878,  par  Af=;o,  iV=o,  M'=o,  iV'  =  o,  oc 
contiennent  d'autres  constantes  d'après  lesquelles  les  trajectoires  puissent 
diflfrrerles  mies  des  autres,  qwe-^^^  H  tifij  Mworte  que  pour  un- même 
angle  de  projection  û,  et  pour  un  même  rapport  entre  la  hauteur  À  due  k 
la  vitesse  qui  rend  la  résistance  égale  au  poids  du  mObile ,  et  la  hauteur 
.H  due  à  la  vitesse  de  projection  1  les  courbes  sont  semblables;  mais 
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d'après  ce  qui  est  dit,  art.  88t,  lorsqu'on  a  calculé  les  nombres  rpprc- 
senlant  x  j  s  ,  3^ ,  z' ,  par  les  équations  ci-dessus ,  il  faut  multiplier  ces 
nombres  par  la  valeur  effective. de  la  quantité^  qui,  dans  le  calcul,  a  été 
supposée  =  I ,  afin  d'obtenir  les  valeurs  linéaires  rapportées  aux  unités 

*  usuelles  ;  et  comme  X  =  - — j —  est  proportionnelle  au  diamètre  du 

mobile  ,  les  dimensions  absolues  des  trajectoires  semblables  ,  dont  je 
viens  de  parler,  et ,  par  conséquent,  les  hauteurs  des  jets  et  leurs  am- 
plitudes sont  proportionnelles  au  même  diamètre. 

Nomt  dea  T>rinci|)aiix  AitroDomei  qui  le  sont  occupas  du  Systémv  du  Monde, 
^ig  d«  Kepler. 

884.  Hipparque,  le  plus  grand  Astronome  et  l'un  des  plus  beaux  gé 
nies  de  l'antiquité,  parait  avoir,  le  premier,  employé  pour  soumettre 
an  calcul  les  mouvements  célestes,  des  lois  hypothétiques  qui  ne  ser- 
vaient ,  avant  lui ,  qu'à  fournir  quelques  explications,  plus  ou  moins 
vagues,  de  ces  mouvements.  Il  était  né  à  Nïcée  en  Bilhynie  ;  il  vécut 
dans  le  second  siècle  avant  notre  ■ère. 

•  884.  Ptolemée.néàPtolemaidecnÉgypte.etqui  fleurissait  à  Alexan- 
drie pendant  U  i.'^  moitié  du  2."  siècle  de  notre  ère, a  laissé  un  grand  et 
important  ouvrage  sur  l'Astronomie,  intitulé  Composition  mathéma- 
tique ^  et  qji'on  appelle  aussi  Almageste ,  d'après  les  Arabes  ('). 

La  terre,  dans  le  système  de  ces  Astronomes  et  suivant  l'opinion  pres- 
que unanime  de  l'antiquité  est  immobile  au  centre  du  monde  ;  les  autres 
planètes  et  le  soleil  tournent  autour  d'elle,  et  on  a  imaginé,  pour  expli- 
quer les  phénomènes  apparents  et  les  rendre  compatibles  avec  le  mouve- 
ment unijorme  et  circulaire,  regardé  par  les  anciens  comme  le  seul 
convenable  aux  corps  célestes ,  ,des  combinaisons  ^excentriques  et 
d'e)7/cj'c/«  dont  la  complication,  fort- embarrassante  ,  augmentait  îi 
mesure  que  l'art  d'observer  se  perfectionnait,  et  qu'on  découvrait  des 
phénomènes  nouveaux. 
■   Ce  mécanisme  des  mouvements  célestes  ,  quelque  différent  qu'il  fut 

(')  M.  Halma,  Bibliothécaire  de  l':ÉcoIe  Impériale  des  PonU  et  Chauwée», 
publie  ,  en  ce  moinent,  une  traduction  frauçaîie  de  VAlmageste ,  avec  le  teste 
g^rec  en  regard ,  qui  eit  fort  eitiniée  dei  «avant! ,  et  qui  a  eu  l'approbation  de 
(apremière  clatse  de  l'Institut  Impérial. 
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de  celui  de  la  nature,  n'en  a  pas  moins  été  généralcmeot  etuei^é  et» 
on  pourrait  dire,  maintenu  religieusement  dana  l'opinion,  pendant  14 
siècles  depuis  Ptolemée.  Copernic,  né  à  Thqrn  en  1473,  établit ,  le  pre- 
mier, sur  de  solides  preuves,  dans  son  livre  De  Revoliilionibus  orbium 
celesùum ,  mis  au  jour  en  ih^,  la  véritable  composition  du  système 
du  monde  ;  mais  il  conserva  les  mouvements  circulaires. 

Kepler,  né  à  Vie),  pn  1671 ,  fît  de  l'astronomie ,' par  la  découverte  de 
ses  fameuses  lois  ,  une  science  absolument  géométrique  ;  il  d.éduisit  ces 
lois  de  l'observation  et  les  publia,  en  1609,  dans  l'ouvrage  intitulé 
Astronomia  nova  etc. 

Galilée,  né  à  Pise,  en  i564,  appliquant  le  télescope  aux  observations 
célestes,  au  moment  oîi  cet  admirable  instrument  venait  d'être  inventé, 
acheta,  aux  dépens  de  son  repos,  le  gloire  d'enrichir  l'Astronotnie  nou  - 
velle  des  plus  brillantes  découvertes. 

Il  était  réservé  îi  Newton  de  remonter  jusqu'au  principe  physique 
d'où  découlent  les  lois  de  Kepler;  la  première  édition  de  l'immortel 
.  ouvrage  des  principes  parut  à  Londres,  en  16^7,  cent  douze  ans  avant 
la  publication  de  la  Mécanitjue  céleste. 

8H5.  Les  lois  de  Kepler,  qui  ne  supposent  que  l'action  d'une  force 
centrale  unique  j  furent  les  premières  conséquences  déduites  du  prin^ 
cipe  de  la  gravitation  universelle ,  et  elles  ne  laisseraient  rien  à  dé- 
sirer, pour  l'explication  des  phénomènes  ,  dans  une  hypothèse  de  cor- 
respondances isolées  entre  un  centre  de  forces  immobile  et  des  points 
matériels  circulant  autour  de  lui  sans  actions  réciproques  les  uns  sur 
les  autres.  C'est  dans  cet  état  de  simplicité  que  je,  vais  d'abord  consi- 
dérer les  choses;  je  démontrerai,  dans  la  suite  du  cours,  les  principes 
d'après  lesquels  on  peut  avoir  égard  aux  actions  i^iproqucsi. 

Voici  les  lois  de- Kepler  : 

«  t.Y  Les  aires,  que  décrivent,  autour  du  centre  du  Soleil,  les  ray^qs 
«  vecteurs  des  centres  de  gravité  des  planètes ,  sont  proportionnelles 
«  aux  temps  pendant  lesquels  elles  sont  décrites.  4 

t  A.'*  hei  orbites  des  planètes  sont  des  ellipses,  et  le  centre  du  soleil 
«  occupe  un  des  foyers  de  chacune  de  ces  ellipses. 

«  3.»  Les  quarrés  des  temps  des  révolutions  totales  des  planètes  sont, 
«  entr'eux ,  comme  les  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites. 
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EquRtîon'  pelaire'  dei  courbes  du  deuiièrae  ordr« ,  pour  terrir  de  préparatioi) 
k  1«  tbéorie  da  moareineat  dei  pUnètei. 

Fig.  4  ei  5.  886.  Soient  ^B  et  DE  le  grand  et  le  petit  axe  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole  dont  les  foyers  sont  en  S  et  S'j  menant  les  deux  rayons 
vecteurs  SM  et  S' M j  et  abaissant  la  perpendicul^re  PM  sur  ^Bj 
prolongée  s'il  est  nécessaire ,  je  fais 

OA  a 

SM  =  rj  angle  MSA  =  ^. 
La  propriété  fondamentale  de  l'une  et  l'autre  courbe  donne 
^B  =  S'il  ±  .SM=±  SM  +  i/pAt'+fs^^  ft  on  »  ^^  =  î^-»^ 
PM^=rtin.^,  PS'  =a=  a^ircos.^^- substituant  ces  valeurs,  réduisant 
et  tirant  la  valeur  de  r^ 

-\-ia*~ £')     (  ^"  lignes  supérieur  et  inférieur  se  rap- 

(ij  .  .  .  r=   '  7",    Le  a  di     Si"*"*"*  »   respectivement,  à  l'éllipse  et  k 

'  ^     (l'hyperbole. 
On  peut,  dans  cette  équation,  remplacer  /e  par  sa  valeur  ae,  ce  qui.donne 

_L„/, _a\    (Même  observation  que  cî-destus  relalîve- 

(a.).  .  .  .  r=  — == — ^ ^*  ^ment  au  double  sisne.  Ou  «  dafla  l'ellipse 

1       +       «     COS.       #  j,^      ,^        „      J.„       ,,|,»yj„,kJ„      >       ,. 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  fait  ^=f3r^  d'oiicos.  ^  =  o,  le 
rayon  vecteur  r  deviendra  une  perpendiculaire  au  grand  axe  aboutissant 
d'une  patt  à  la  courbe  et  de  l'autre  au  foyer,  c'est-à-dire  deviendra  1c 
demi-paramètre  ayant  pour  valeur  +o(i  — *■)-,  si,  de  plus,  on  désigne 
le  paramètre  entier  par  a/',,  l'équation  polaire,  applicable  tant  &  l'ellipse 
qu'à  l'hyperbfîle,  sera 


(3), 


I  +  €  COS.  4>  r 

L'équation  polaire  de  la  parabole  se  dWuît  immédiatemwit  de  (ï),  en 
observant  que  la  parabole  est  une  ellipse  dont  le  centre  est  hinntment 
éloigné  dAon  sommet  et  de  son  ibyer,  ces  deux  derniers  points  étant  à' 
une  distance  finie  l'un  de  l'autre,  ce^qui  permet  de  négliger  la  diflth^cc 

de.  se  à  CJ  et  de  regarder  y^-j- ,  ou  *  j  comme  ëgal  à  l'unité  ;  on  a  , 

ainsi,  pour  l'équation  polaire  de  la  parabole,  lorsque  le  rayon  vecteur* 
part  du  foyer. 
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(4)  ; ■■=  — ^ 


On  introduira  dans  les  équations  précédente  le  prtit  aieift  Éli  OioycA 
de  la  valeur  Connue  p = ■  de  laquelle  on  déduit 


(5)  .  .  .  ù*  =  ap  =  ±a^(^i—  e»). 


I  M£me  obierration  qua  ci-^eHui 
^rsUtirtment  au  double  •!§■•. 

Les  distances  del'origine  5  à  chacun  des  sommets  A  çt  B  ont,  pour 
valeurs,  5^=  ^  (a  —  A)  et  55=  («+  A),  ou,  en  introduisant  la 
valeur  ae  de  k. 


(6), 


{Sj  =  ±d(t  —  e), 
'jSB  =a{i  +  ê)j 


ces  valeurs  sont»  pour  Tellipse,  celles  du  plus  petit  et  du  plus  grand 
rayon  vecteur;  leur  demi-somme  a  est^  par  rapport  au  foyer  S,  ce  qu'on 
appelle  la  distance  moyenne. 

Le*  lait  da  Kepler  éUot  itapposM*  connuei  par  TtlbaerTatipD  dca  nourementi  câ- 
leitv ,  déduire ,  de  ces  loii ,  rexpreuion  de  ta  force  ifii  agit  >ur  chaque  plaoète. 

887.  La  i."  et  la  a."  loi  de  Kepler  suffisent  pour  la  solution  du  pro- 
blème qu'il  s'agit  de  résoudre  en  ce  moment.  Puisque,  par  la  i."  loi, 
les  aires,  décrites  autour  du  centre  du  soleil  par  le  rayon  vecteur  du 
centre  d'une  planj:te,  sont  proportionnelles  au  temps  ,  la  direction,  de 
la  résultante  de  toutes  les  forces  ou  de  la  force  unique  qui.  sollicite 
cet  astre  (on  peut  considérer  la  planète  comme  un  point  matériel  oc- 
cupant la  place  de  son  centre  de  gravité  )  doit ,  art.  843  »  passée  par 
le  point  autour  duquel  les  aires  ont  la  propriété  sus-énoocée.  On  a 
dcsic ,  en  ijohimdni  t  lé  rayon  vetfteûr  mené  du  centre  du  soleil  au 
centre  de  la  planète,  dto  l'angle  décrit  par  ce  rayon  pendant  l'instant 
dl ,  et  observant  que  la  surface  du  triangle  élémentaire ,  engetidrâ  pen- 
dant cet  instant ///,,  a  pour  valeur  v  r.  rai!»  ;  l'éqtiatipn  '    > 

'([)  ...  .,r*y«=C^/'.  Ï.Cest  unecaDttante  aibitraire.  .  , 

On  a  de  plus,  en  désignant  par  F  hjbrce  accélératrice  de  ïa  ptatiéléi  du<j 
à  la  puissance  inconnue  qui  agît  sur  elle,  et  qui,  dirigée  suivant  le  rayoïl  r, 
tend  à  diminuer  ce  rayon,  l'équation  générale  de  l'artbSfla,  oùiies,'tefme9/ 
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SOUS  le  si^e/ peuvent,  art.  476 ,  être  remplacés,  dans  le  cas  actuel,  par  le 
moment  unique  (art.  467)  —  Fdr^  ce  qui  donne,  en  appelant  v  la  vitesse 
dans  le  sens  de  la  courbe  parcourue, 

(a)  .  .  .  f*  =:  î/*  —  a    /  Fdr  JS^*  "^  ""e  constante  arbitraire. 

ou,  comme  Télément  de  courbe,  parcouru  pendant  l'instant  dtj  a  pour 

■  ,       '     ,                                ,  ■    ,             dr*^r^dm^ 
valeur  ^rfr*  +  r'  rfœ"   et  qu  ainsi  u^= -^-j- j 

(3) Èl±^SL.^V'-^fFdr. 

Éliminant<//entrcles/quation8(i)et(3)etprenantlavaleurde  /  Fàr, 
on  a       , 

d'où  on  tire  par  la  différentiaiion 

Telle  est  la  valeur  de  la  puissance  F  résultant  de  la  combinaison  de 
la  première  loi  de  Kejiler  avec  la  valeur  de  la  vitesse,  art. 82a,  indis- 
tinctement applicable  à  un  mouvement  quelconque.  Cette  équation  (5) 
serait  celle  de  la  courbe  sî  Fêtait  donnée  en  fonction  de  r,  mais  c'est  F 
qu'on  veut  avoir  et  la  courbe  est  conoue  par  la  seconde  loi  de  Kepler, 
son  équation  polaire  étant,  art.  886  équation  (2), 

,,, a(i — jg»)  \  L'ellipse  4DBSA  est  suppo- 

^  ?  '  '  '  '^~  I  +  ff  COS,  (<ï>  — /2)  'jsée  être  l'orbile  de  )ft  planète, 
r  étant  fc  Tayon  vecteur  ^ui  a  son  origine  au  centre  du  soleil  et  son 
extrémité  au  centre  de  ]a  planète  ;  a  l'angle  variable  formé  par  r  et  par 
une  ligne  SB'  menée  wbitrairement  dans  le  plan  de  l'orbite;,  et^  l'angle 
constant  formé  par  le  grand  aie-w^iSet  par  5£'jau  moyen  de  quoi  t'aogle 
^  de  l'article  cité  est  représenté  par  a>  —  «Q.    . 

L'équation  précédente  peut,  en  remettant  ^  %  la  place  de  Gt'—^Sl , 
prendre  la  ^rme  - 

(7)  ........  r+  re  cos.  ^  =  a(i~f') 

et  a  jKilurdifférenfielle.  ,    « 


y  Google 


Section  deuxième,  i65 

(8) </r(i  +  f  cpa.#)  —  red^s\u.^=^Q.    .-  -,     , 

Remplaçant,  dam  cettedernière  éqaation,  i+  fcos.^^  qui  ^wvaut 
à  i+f  COS.  (« — iï2),  par  sa  valeur tirée  de  (6),  on  en  dé- 
duira, après  la  mbatttutioo^-                    .    .  ' 

■       •"°-'^=^     r^-     •  • T- -^        . 

l'équation  (7)  donnera 

ajoutant  ces  deux  équations,  obseî-vant  que  sin."  ^  +cos.*^=»  tj  dïf- 

■  "         ■        ;     ^ 

fërentiant  l'équation  somm^  et  prenant  U  valeur  de       •.  ■  ^-r-  7  on  a 

enlîncemparsntcette  dernière  équation  aVec  Inéquation  (5),  jet  ayanf 
égard  k  la  valeup^  =  o — J2  qui  donne  d^^dt»,  on  «  ultérieuitemen^ 

<-)••• ^=^(^)-^'-    • 

'ainsi  la  force  Fqui,  émanant  du  centre  du  soleil ,  agit  sur  la  planète, 
est  réciproquement  proportiotmelle  au  quarré'  de  la  distance  r  entre 
les 'centres  des  deux  astreS. 

Solution  du  problème  ïnrerse  de  celui  qu'on-  vient  de  résoudre ,  dans  lequd  on 
»  propose  de  déterminer  l'orbite ,  tovaqne  la  loi  de  l'action  de  la  force  cen- 
trale est  donnée.  . 

88ff,  Le  résultat,  énoncé  par  l'équation  (10)  de  l'article,  précédent  j 
est  un  des  plue  remarquables  auxquels  on  soit  jamais  parvenu  dans  les 
sciences  physicq- mathématiques  \  je  dois  ajouter  qu'il  n'y:  en  a  pas  de 
^ieuz  constaté;  quelques  phénomène ^  q"*  aidaient  d'abord  paru  s'écarter 
de  la  loi  découverte;  par  Newton^  sopt  ren(ré^.sous  cette  loi  à  mesure 
que  la  perfection  dç  l'analyse  a  jiermis  de  les  soumettre  au  calcul  ;  mais 
les  données  fournies  par  Kepler  ne  se  rapportent  qu'à  des  orbites  ellipti- 
ques >  et  on  a  quelques  raisons  de  penser  que  certains  corps,  soumis  k' 
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la  même  force  qui  régit  notrt  système,  pourrtitnt  s'écarter  indéfiniment 
du  ibleil,  c'est'k*dite  ge  mouroir  danft  des  orbite»  non  fermées;  il  est 
donc  également  important  et  curieux  de  connaître  toutes  les  courbes 
d'orbites  compatibles  avec  la  loi  de  l'attraction  en  raison  inverse  du 
quarré  des  distances  ;  et  on  arrivera  à  cette  conolùutuice  en  prenant  cette 
loi ,  pour  donnée,  et  cherchant  k  en  conclure  la  courbe  décrite  j  l'équa- 
tion finale  donnera,  nécessairement,  vu  la  généralité  de  l'analyse,  toutes 
les  solutions  possibles  du  problème. 

Je  vais  exposer  un  moyen  simple  et  direct  d'arriver  à  cette  équa- 
tion, mais  il  est  nécessaire,  avant  d'entrer  ea  matière,  de  rap}K)rter 
il  des  idées  bien  celtes  et  précises  le. point  de  vue  sous  lequel  j'envisage 
l'état  de  la  question,  qui  a  déjà  été  établi,  en  peu  dç  mots,  à  l'art.  885.  Je 
■siippoèe  le  soleil  absolument  immobile  dans  l'espace,  exerçant  une  action 
surles  planètes,  qui  sont  a^imilées  à  des  points  matériels,  et  n'en  éprou- 
vant aucune  de  leur  part  ;.je&is  aussi  abstraction  desactions  qui  s'exeroent 
de  planète  à  planète.  Les  mêmes  simplifications  seraient  employées  s'il 
s'agissait -du  mouvement  d'unsaCellite  autour  de  sa  planète.  Cet  état 
hypothétique  èes  choses  donne  déjà  une  grande  aproximation  dans  les 
déterminations  des  mouvements,  vu  l'extrême  petitesse  des  masses  des 
planètes  par  rapfJbrt  à  celle  du  soleît, sur-tout  lorsque  l'on  tie  cotisidère 
pas'ces  mouvemeniB  pendant  une  longue  durée;  et  on  en  a  la  preuve  dans 
les  réstiltais  oblenus.par  Kepler  qui  a'diduit  s^  lois  de  l'observation 
malgré  les  causes  anomales  qui  dérangent  le  mouvement  elliptique, mais 
dont  l'influence  n'a  d'effets  bien  sensibles  qu'après  un  certain  laps  de 
temps.  On  peut  ainsi  se  dispenser,, quand  il  ne  s'agit  que  d'établir  lef 
-premtèfts  notions,  d'avoir  égard  k  l'état  réel  du  système  dans  lequel  le 
mouvement  d'une  planète  est  modifie  par  les  actions  qu'e>ercent,'Sur 
elle ,  non  -  seulement  le  soleil ,  mais  encore  les  autres  corps  du  système 
'(on'  devrait  même  dire  tous  îe^  corijs  existants  dans  l'univers) ,  lesquels 
éprouvent  eux-mêmes  des  réactions  delà  part  de  la  planète  sur  laquelle 
îts  agissent.  J'ojbutcrai  'que  ces  elTets  ne  poui'rolent  être  compatibles  avec 
l'immobilité  absoTué  cfu  "soleil  que  par  une  t^nion  de  conditions  qui  & 
contr'ijUe  un  nombre  presque' Irffini  de'  cliances,  telTèment  qu*dndoitla 
regard'er  comme,  impossible  ;  àus&i  les  Astronome^  pensent -ils,'  ùnanî- 
menient,  que  le  soleil  a  im  mouveinwit ,  dans  l'espace,  dui  tant  aux  forces 
intérieures  de  notre  système  planétaire,  <Ju'à  des  forces  extérieures. 
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Enfîn ,  dans  l'état  de  simplicié  auquel  je  ramène  ce  système,  la  force 
désignée  par  F_,  art,  887,  et  q«e  je  fais  émaner  ^ii  centre Jixe^vt  soteil, 
est  vmt  force  accélératrice  ,  qui  est  proportionnelle  à  Ja^ôree  motrice, 
(art.  7^3  et  808)  et  la  représente  dans  les  équations, qui  ne  se  rapportent 
qu*au  mouvement  d'une  seule  masse. 

889J  Passant  maintenant  k  la  question  pârtîculijrre  que  j'ai  en  vue, 

jedÀ^e  pAr./iJàva)»rdeFàruiiitédedi9taDce;)*ai  vnmFwsL'-^ti 

Fdr=z  j— ^  d'où    /  (Fdr)  ^  —  7^ —  j  introduisant  cette  Valeur 

^ns  r^ualioD  (4)  de  l'art.  887  et  dégs^apt  «^j  od  trouv« 
,     Cdr 

(0 • 


>t-^-^y 


Je  pose  l'iîijiaation  hypothétique 

_C A_ 

C 


(-^y 


la  valeur  de   »• ,;'  tirée  de  cette  équation  est  exactement  idemi  - 

que  avec  la  valeur  de  dto  fournie  par(i),  et  comme     , j^  est  la 

différentielle  de  l'arc  dont  le  cosinus=>ljon.a*/fii^^{<ï«(co8.=Jl}î, 
d*où  on  déduit ,  par  l'intégration,  1»  =  arc.  (cos.  =  ^)  +  J2  j  et 
^  =  COS.  (cï  —  •JQ)^  en  désignant,  par  -O ^  la  constante  arbitraire  ; 
f  équation  (a)  se  change  donc  en 

'    C          h  /  A*   \t 

-^ g-  =  1'^^+-^  r  coBia.<»— J2)j- 

*t  on  en  déduit 

(3)....,=  .  ^" 


M'  +:(-Jïr-  +iy«i«in.(<i>  — ^[ 


Posant  les  équations  hypothétiques 

,  ,  ■  ■ .  C»  VC 

l'équation  (3)  deviendra 
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(5)  .  .  .  .  •'•—  i  +  e  COS.  (a  ^  n)  '. 
on  voit .  par  ce  résultat,  et  par  la  théorie  démoDtrée  art.  806,  que  la  loi 
de  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances  peut  avoir  lieu  non-seulement 
dans  une  orbite  elliptique,  mais  dans  une  orbite  qui  serait  une  section 
coniquequelconque;  j'examinerai  bientôt  les  circonstances  particulières 
qui  déterminent  le  mwivement  dans  l'une'xle'Ces  courbes  plutôt  que 
dans  l'autre. 

J2  est ,  comme  à  l'article  887 ,  l'angle  constant  formé  par  le  grand 
aie  de  la  section  conique  et  par  une  ligne  fiie  menée  dans  le  plan  de  ' 
cette  courbe  ;  a  est  l'angle  fbrmépar  cette  même  ligne  fixe  et  par  le 
rayon  vcctepr  />  et  o  -ir/2  l'angle  formé  |>ar  le  rayon  vecteur  et  par  l'axe. 

DétermiiiatiiMi  dea  rapporta  entre  les  «ctîona  retpectirei  du  soleil  aur  diflîÉ  - 
rentea  pUnôtes ,  loraqu'on  coanatt  les  rapporta  cl«a  dialaacea  «ntrv  le  oeotre 
d'action  et  let  ccntrca  de*  aatr»  aur  leaquela  cette  action  a'exerce.  Coofé- 
q[ueDcea  de  cette  détermination  reUtirea  h  l'univertalité  de  la  loi  d'attrac- 
tion entre  Ica  corpa.  Le  mouTemeat  dea  gravea,  prèa  la  aurface  de  la  Terre, 
peut  fournir  dea  meturea  absolues  pour  toutes  les  forcea  ^i  s'exercent  dana 
le  système  planétaire, 

890.  Les  deux  premières  lois  dç  Kepler  suffisent  poiir  la  détermina* 
tion  des  rapports  qui  existent  entre  les  intensités  d'action  du  soleil  sur 
chaque  planète,  en  particulier ,  lorsque  la  distance  entre  les  centres  des 
deux  astres  varie;  il  reste  encore,  pour  compléter  les  recherches  relatives 
aux  propriétés  fondamentales  des  forces  centrales  qui  régissent  notre 
système  planétaire  ,  k  trouver  les  rapports  entre  les  actions  respectives 
du  soleil  aur  difï^rentes  planètes,  lorsqu'on  connaît  les  rapports  des  dis  • 
tances  entre  le  centre  d'action  et  les  centres  des  astres  sur  lesquels  cette 
action  s'exerce  ;  la  3.°  loi  de  Kepler  va  servir  de  base  à  la  solution  de 
ce  problème.      , 

Reprenons  l'équation  r*da?=Cdlj  de  l'art.  887,  cette  équation  donne 
par  l'intégration  ,fr*doa  ^Ct-^  constante  j  r'Jaest  le  double  de  l'aire 
élémentaire  décrite  au  tour  du  -centre  du  soleil ,  pendant  l'instant  dt, 
par  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  etfsi  on  suppose  queTaire  intégrale 
^t  nulle  lorsque  t=sOj  on  aura  constante  =s  p,  çt 

(') 
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(1)  .  .  .  .  Jire  décrite  pendant  le  temps  f=s^Ct.   . 
Soit  T  le  temps  de  la  révolution  entière  de  !a  planète  dans  son  or- 
bite elliptique,  la  surface  de  l'ellipse  ayant  pour  râleur  ffV2»>^i— £"~ 
on  aura  jm'  V^i  —  e"  =  x  ^"^  *^'où 

W c^Jtf^!2gEZ.j 

d'une  autre  part  00  a,  équation  (10)  de  Tart.  887  et  art.  889,  les  valeurs 

^"  *    J  u 

j  =. — r —  =  desquenes  on  déduit 

a(i— **)r»  r"  ^ 

(3)  .  .  .  . 


or,  parla  3.* loi  de  Kepler,  le  rapport  —f^   «t  le  même  pour  toutes 

les  planètes,  ta  quantité  k,  ou  hjbrce  accélératrice  à  l'unité  de  dis- 
tance,  est  donc  uite  quantité  constante  dans  le  sysiéme  planétaire,  d'oîi 
il  suit  que,  quelques  soient  les  rapporis  entre  les  niasses  des  planètes,  la 
Jbrce  accélératrice  F  sera  la  même,  pour  chacune  d'elle,  à  une  même 
distance  rdu  soleil;  \i farce  motrice  sera,  par  conséquent,  proportion- 
nelle &  la  masse,  et  toi»  ces  astres  étant  supposés  partir,  au  même  instant 
et  sans  vitesses  initiales,  de  différents  points  d'une  surface  sphëriquc 
commune,  qui  aurait,  pour  centre,  le  centre  du  soleil ,  se  mouvraient 
dans  le  sens  des  rayons  de  cette  sphère,  de  manière  qu'ils  se  trouveraient 
toujours  ensemble  sur  la  surface  d'une  même  sphère  concentrique  à  la 
surface  de  départ,  et  arriveraient  au  même  instant  &  la  surface  du  soleil. 
891.  Les  masses  des  planètes  et  leurs  actions  sut-  le  soleil  produisent 
de  très-petites  anomalies  dans  ces  résuhats,  dont  je  donnerai  bientôt 
l'évaluation ,  et  qui  ont  dû  échapper  aur  observations  de  Kepler;  on  n'en 
est*  pas  moins  en  droit  de  conclure  des  grandes  et  belles  vériti-s  de  fait 
précédemment  exposées,  que  la  force  attractive  d'un  des  corps  ou  points 
matériels  de  l'univers,  désigné  par  A,  s'exerce  indéfiniment  dans  toute 
l'étendue  de  l'espace,  que  son  action,  sur  un  autre  point  matériel  B-, 
c'est-à-dire  \a.Jbrce  motrice  àuç  à  cette  action  est,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  réciproquement  proportionnelle  au  quarrë  de  la  distance 
entre  ^  et  5,  enfin  que  l'effet  de  cette  action  n'est  ni  diminué  ni  modifié 
par  ceux  que  le  corps  A  produit  sur  tous  les  corps  de  la  nature  autres  que  B: 
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On  en  conclùi  encore  que  la  force  eh  vertu  de  laquelle  les  corps  graves 
tendent  à  se  mouvoir  vers  le  centre  de  la  terre,  et  celle  qui  retient  les  pla- 
nètes dans  leurs  orbites  autour  du  soleil,  et  les  satellites  autour  de  leurs  pla- 
nètes respectives,  sont  des  forces  de  même  nature  et  soumises  aux  mêmes 
lois.  On  a  vu,  art.  728  et  suivants,  que  tous  les  corps  graves,  i  même 
distance  du  centre  de  la*  terre,  étaient  animés  de  la  même^iwice  accélé- 
ratrice j  quelques  fussent  leurs  masses,  et  on  peut  maintenant  affirmer 
que,  si  la  vitesse  de  la  lune,  dans  le  sens  de  son  orbite,  était  tout -à-coup 
anéantie,  elle  prendrait  (abstraction  faite  des  actions  étrangères  à  celle 
de  sa  planète)  un  mouvement  dans  le  sens  de  la  droite  qui  unit  son  centre 
à  celui  de  la  terre ,  tel  que  les  relations  entre  les  temps ,  les  espaces  par- 
courus et  les  vîtesses,  seraient  exprimés  par  les  mêmes  équations  que 
j'ai  employées  dans  les  art.  cités ,  où ,  en  traitant  du  mouvement  vertical 
des  corps  graves,  dans  le  vide,  j'ai  introduit,  dans  l'analyse,  les  dislances 
de  ces  corps  au  centre  de  la  terre.  On  peut  même  vérifier  cette  asf^ition , 
dans  Je  mouvement  effectif  de  la  lune,  par  la  considération  de  ta  diffé- 
rence entre  la  sécante  et  le  rayon  d'un  très-'iwtit  arc  de  son  orbite,  par- 
couru pendant  un  lemp  donné,  différence  qu'on  peut ,  vu  la  petitesse 
de  l'arc,  regarder  comme  égale  au  sinus  terse.  JVxpIiquerai  bientôt  la 
théorie  de  cette  vérification  à  laquelle  certaines  positions  de  la  lune  sont 
particulièrement  propres;  on  dit  quecefutjapremièretentée  par  Newton, 
pour  reconnaître  l'universalité  du  principe  de  l'attraction  ;  une  mesure 
erronée  de  la  terre  le  conduisit  d'abord  k  un  résultat  peu  favorable  4 
son  système  ,  et  il  abandonna  ses  calculs  jusqu'à  ce  que  le  degré  du 
méridien,  mesuré  par  Picard  en  1671  ,  lui  eut  fourni  des  données 
plus  exactes. 

89a.  L'action  du  soleil  sur  une  planète,  et  celle  d'une  planète  sur 
son  satellite,  étant  les  résultats  des  actions  particulières  de  chacune  des 
molécules  du  soleil  et  de  la  planète ,  on  lire  de  cette  considération  une 
conclusion  parfaitement  d'accord  avec  les  faits,  savoir,  que  les  actions 
dont  je  viens  de  parler,  sont,  k  des  distances  égales,  proportionnelles 
aux  masses  des  corps  qui  les  exercent  ;  de  manière  qu'en  dernier  résultat 
l'intensité  de  la  force  attractive  suit  le  rapport  direct  de  la  masse  et  le 
rapport  inverse  du  quarré  de  la  dislance.  En  raisonnant  d'après  celte 
double  loi ,  cl  en  conservant  l'hypothèse  de  l'exlrême  petitesse  des  pla  - 
nètes  par  rapport  au  soleil  et  des  satellites  par  rapport  à  leurs  planètes 
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respectives ,  on  voit  que  la^  force  accc/érafnce  connue,  dont  les  corps 
sont  animés  près  de  la  surface  de  la  (erre;  peut  servir  de  terme  de  compa- 
raison ou  d'unité  pour  évaluer,  en  nombres  absolus,  \e$Jhrces  aceéléra- 
trices  dont  les  planètes ,  en  vertu  de  la  seule  action  du  soleil ,  et  chaque 
satellite,  en  vertu  de  la  seule  action  de  sa  plaiiète,  sont  animés  dans  le  sens 
de  leurs  rayons  vecteurs,  lorsqu'on  connaît  les  rapports  entre  les  masse^ 
des  corps  attirants  et  la  masse  de  la  terre.  Cette- connaissance ,  réunie  k 
celle  de  la  grandeur  de  ces  astres,  donne  aussi  les  lois  des  mouvements 
des  graves  près  de  leurs  surfaces  et  réciproquement'les  rapports  de  leurs 
niasses  peuvent  se  déduire  des  phénomènes  dûs  à  leurs  forces  attractives. 
Je  donnerai  bientôt  les  formules  relatives  k  ces  diverses  déterminations. 

893.  Je  terminerai  ce  chapitre  en  faisant  remarquer  une  propriété 

c»  ■  . 

qui  se  déduit  de  l'équation  A=   — ; ^  de  IVrt.  890;.  tirant,  dç 

^  a.{i  —  «*)  ^ 

cette  équation  la  valeur  de  £^^  on  a         - 

(') C  =  \^aH{Z:^; 

la  substitution  de  cette  valeur,  dans  l'équation  (ï  )  <^c  ''^rt.  cîté,  donne 

(a)  .  .  Aire  décrite  pendant  le  lemys  t  =  j  tl^ah{i  —  g')  J 
d'oîi  on  conclut,  U  étant  une  quantité  constante  dans  le  système  planétaire, 
a(i  —  **)  le  demi  -  paramètre  de  l'orbite  dont  le  demi -grand  axe  =a, 
et  dont rexentriGité=se, que  «  les  aires  décrites,  pendant  le  même  temps, 
tt  par  les  rayons  vecteurs  de  différentes  planètes ,  sont  entr'elles  comme 
«  les  puissances  7  des  paramètres  des  orbites  respectives  de  ces  planètes.» 

ËipreaiioQ  générale  de  la  vitesse  ;  son  maiimum  et  ion  minimum  tpii  ont  lieu 
respectivement  au  périhélie  et  ï  Vapliélie. 

894.  Je  reprends  l'équation  (4)  de  l'art.  889e*  =  — v^ — hi,  j'en  déduis 

f7*=a ^ — -^ ^et  j'ai,  en  substituant  la  valeur  de  <?"=;=  fl//(i — £») 

équation  (3)  de  l'art.  890, 

a 

Introduisant  cette  valeur  et  celle  de  F=  -— -  dans  l'équation  (2)  de 
l'art,  687  (•'=:=  Ï7*  —  j/FûV,  on  a,  en  intégrant  et  réduisant , 
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(2) f>  =  -i '-  • 

^  '  ar 

Je  désigne  par  X»  le  rapport  — j-  qui,  d'après  la  3."  loi  de  Kepler, 
est  le  même  pour  toutes  les  planètes,  ce  qui  donne,  art.  890,  équation  (3), 
A=  -„     .4^'= — j^^—  et  change  l'équation  précédente  en 


(3). 


La  vitesse  v  se  trouve  exprimée  en  quantités  toutes  susceptibles  d'être 
déterminées  par  l'observation. 

895.  On  voit  par  l'équation  précédente  que  si,  d'après  les  circons- 
tances initiales  qui  ont  déterminé  la  courbure  de  l'orbite,  et  dont  je  par- 
lerai bientôt,  cet  orbite  est  circulaire,  le  mouvement  de  la  planète  sera 
uniforme,  car  alors,  la  seule  variable  r ,  qui  entre  dans  la  valeur  de  v , 
se  trouvera  constante. 

896.  Cette  expression  de  c  a  un  maximum  et  un  minimum  ,  à  deux 
points  remarquables  de  l'orbite  ,  qui  se  déduisent,  à  vue,  de  l'équation 
précédente;  le  maximum  de  p  répond  au  minimum  de  r  et  a  lieu,  par 
conséquent,  lorsque  la  planète  est  à  celle  des  extrémités  du  grand  axe, 
ou  ligne  des  absides,  qui  est  la  moins  éloignée  du  soleil  ;  lorsque  l'astre 
se  trouve  à  ce  point,  on  dit  qu'il  est  à  son  périhélie  j  le  minimum  de  v 
répond  an  maximum  de  r,  et  a  lieu  lorsque  l'astre  se  trouve  à  l'autre 
extrémité  de  la  ligne  des  absides,  au  point  qu'on  appelle  son  aphélie. 

On  a  vu ,  art.  886  équations  (6) ,  que  les  distances  du  centre  du  soleil 
au  périhélie  et  à  VaphélieéiAieDl  respectivement  fl(i  — e)et«(i-}-«); 
ainsi  on  a,  en  appelant  V  et  V" ,  respectivement,  les  vîtesses  à  chacun 
des  ces  points , 

au  périhélie   .  .  .  F'=  ^^^ -SJS^ (,) 

..«M»v,....r"  =  ^|/-^    ..W 

Vitesses  angulaires  tant  effective  que  moyenne.    Bvaluatîoo  de  l'une  et  de 
l'autre.  Points  de  l'orbïte  où  elle*  sont  égaW  eiitr'cUrs. 

897.  T«us  les  poiiris  du  rayon  vecteur  de  ta  planète  en  mouvement 
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décrivent,  autour  du  centre  du  soleil,  ou  du  foyer  de  l'orbite,  des  cercles 
de  différents  rayons  et  ont,  sur  les  circonférences  de  ces  cercles,  des 
vitesses  proportionnelies  aui  mêmes  rayons  ;  la  vitesse  de  celui  de  ces 

,  .  .11-  1  r       1     I      ^  ^f* 

points  qui  se  trouve  a  la  distance  ^au  centre,  est  égale  a —r-^  ou  -j—ff 

4>  et  ai  étant,  art.886  et  887  ,  les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  et 
par  des  lignes  fixes  prises  dans  le  pljin  de  l'orbite,  et  comme  on  a,  art.  887, 

,  .       da            C                ,  ,  Cp  ,     . 
équation  (i),  —1 —  =  —  cette  vitesse  a  pour  valeur  — |—  j  substi- 
tuant pourCsa  valeur =^ -—  ,  art.  890  équation  {2),  et  dési- 
gnant par  -^  l'aire  entière  jra^  y^j  —  ê^  de  l'ellipse,  on  a,  définitivement, 
pour  la  vitesse  du  point  du  rayon  vecteur  situé  à  la  distance  p  du  foyer, 

I  expression  —.pi—  • 

Lorsquep=  ijCetteexpression  devient -~-j-  et  la  vitesse  du  point, 

ainsi  placé  à  l'unité  de  distance  du  foyer  qu'occupe  le  centre  du  aolcll , 
s'appelle  -vitesse  angulaire  j  les  espaces  parcourus  par  ce  point  sont 
les  mesures  immédiates  des  angles  décrits  par  le  rayon  vecteur.  Soit  y 
la  fttesse  angulaire ,  on  a  l'équation 

IlA      \  A  cal  l'aire  entière  de  l'orbite  elliptique,  et  T  le  tempi 
o         2"/""      Itotal  employé  par  U  pUoète  a  parcourir  cette  orbit«. 

898.  Le  produit  de  la  vitesse  angulaire  g  par  le  rayon  vecteur  /-doit  ' 
être  égal  à  la  vitesse  v ,  dans  le  sens  de  l'orbite,  aux  deux  points  oti  r 
est  perpendiculaire  à  la  courbe  parcourue,  c'est-à-dire,  au  périhélie 
et  l'aphélie  ;  et  c'est  encore  aux  mêmes  points  que  se  trouvent,  respec- 
tivement, le  maximum  et  le  minimum  de  cette  vitesse  aogulaire. 

899.  Concevons  un  point  qui  parcoure,  uniformément,  un  cercle  ayant 
son  centre  au  centre  du  soleil ,  son  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur,  et 
que,  de  plus,  la  révolution  entière,  sur  ce  cercle,  s'achève  dans  un  temp» 
égal  k  celui  que  la  planète  employé  pour  parcourir  la  totalité  de  son 
orbite;  la  vitesse  angulaire  absolue  du  point  dont  je  parle  sera  égale 

II  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  la  planète,  et,  en  la  désignant  par 
Jj'_,  on  aura 

,  2;r 

8     rp    ' 
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900.  La  v'itcSse  angulaire  moyenne'  doit ,  d'aprt-s  ce  qui  est  dit ,  art. 
898,  être  plus  grande  au  périhélie,  et  plus  petite  à  l'aphélie  que  la  vi- 
tesse angulaire  efTective  ;  il  y  a  donc  sur  chacune  des  deux  demi-ellipses, 
séparées  par  le  grand  ase,  un  point  où  la  seconde  de  ces  vitesses  est  égale 
à  la  première.  Pour  déterminer  ce  point,  j'égale  les  valeurs  de  y  et  y', 

données  dans  les  deux  articles  précédents,  et  j'ai  r^  +  1/ ,  ou, 

^f       ^ 

en  substituant  la  valeur  de  A=^a^  yi  —  e'  ^  et  désignant  par  Ji  U 
valeur  particulière  de  r  dont  il  s'agit  ici, 

(i) iî=P  +  a(i— £>)T. 

II  ne  s'agit  plus ,  pour  avoir  la  p  silion  des  points  clffrchés ,  que  de 
déterminer  l'angle  formé  par  le  rayon  H  et  par  une  ligne  de  position 
connue  dans  le  plan  de  l'orbite;  faisant  donc  r^R==a(i  —  e*)T 
dans  l'équation  (2)  de  l'art.  886,  et  tirant  la  valeur  de  cos.  ^^  on  a ,  pour 
calculer  l'angle  ip  forpié  par  H  et  par  le  grand  axe  de  l'orbite,  l'équation 

(3) COS.  ^  =  —     I  — (,  — g^)«  _ 

901.  Si  du  rayon  R  =  a  (1  —  «")'ï  et  du  fpyer  de  l'orbite  ,  comme 
centre,  on  décrit  un  cercle  dans  le  plan  de  l'orbite,  l'aire  de  ce  cercle 
et  l'aire  de  l'orbite  elliptique  seront  égaies entr'elles  ;  une  planète  qui, 
d'après  les  circonstances  de  son  mouvement  initial,  parcourrait  l'orbile 
ci  rculaire,  aurait  donc  dans  le  sens  de  cet  orbite  (art.  SçS  et  897)  g_ne  vî tes- 

se  angulaire  constante  frô^  =-^   (en  sul^tituant  pour  ji  sa  valeur 

jtB^),  et,  comme,  art.  899,  -sr  est  la  vitesse  atjgulaire  moyenne  dan? 

l'ellipse,  les  temps  des  révolutions  totales,  circulaire  et  elliptique,  seraient 
égaux  entr'eux,  et  la  vitesse  angulaire  variable,  dans  l'orbite  elliptique  , 
deviendrait,  aux  points  d'intersection  de  l'ellipse  et  du  cercle,  égale  à  la 
vitesse  angulaire  constante  qui  a  lieu  dans  l'orbite  circulaire. 

DéfinilioD  de  Y  anomalie  vraie  ,  de  V  anomalie  ntnyenne ,  de  Yéquaiion  du  centre 
et  de  l'anomalie  excentrique.  Formulet  <]ut  donoent  lei  raleurt  de  cei  di- 
Tcrseï  quanlitéi. 

902.  Avant  d'entrer  en  matière  sur  les  problèmes  qui  ont  pour  objet 
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la  détermination  de  l'instant  auquel  la  plaiitle  passe  par  un  point  déter- 
miné de  son  orbite ,  je  vais  définir  les  quantités  que  les  Astronomes  ap  - 
pellent  anomalies  et  donner  quelques  formules  relatives  k  ces  quantités. 
L'angle,  fornrïé  par  le  rayon  vecteur  et  par  le  grand  axe ,  dont  le 
sommet  est  au  foyer  de  l'orbite  ou  au  centre  du  soleil ,  s'appelle  angle 
^'anomalie.,  vraie  ;  il  est  mesuré  par  J'arc  que  j'ai  appelé  ^  (art.  886) 
qui  a  été  ensuite  représenté  (art.  887  et  889)  pai"»  —  J2j  et  on  a,  équa- 
tion (3)  de  l'art.  886, 

-  p     \  ;>  =:  le  demï-paraiD^re  ; 


COS.  é=i  -  ,  „  ... 

*  '  1  f  =  lexcentricue. 

9o3.Sott  décrite  une  circonférence  de  cercle  ^T^'-^'fi'-^  qui  ait,  pour  Fig.  4. 
centre,  le  centre  6' de  l'orbite  elliptique  et,  pour  rayon,  le  demi-grand  axe 
AC,  et  imaginons  qu'un  astre  fictif  décrive  ce  cercle  dans  un  temps  égal 
au  temps  employé  par  l'aslre  réel  à  décrire  l'orbite  elliptique  entière; 
supposons,  de  plus,  que  ces  deux  astres  partent  ensemble,  lorsqu'on 
compte  «ero  temps  j  du  point  périhélie  et  que  l'aslre  fictif  se  meuve  d'un 
mouvement  uniforme  qui  lui  fasse  décrire  autour  du  centre  commun 
de  l'ellipse  et  du  cercle  des  angles  égaux  dans  des  temps  égaux,  avec  une 

vitesse  angulaire  qui,  art.  899,  apour  valeur — sî — y  ou  une  vitesse  ab - 

solue  ,  dans  le  sens  de  la  circonférence,  égale  à  - — -^ — j  au  bout  du 


temps  /  le  rayon  vecteur,  mené  du  foyer  de  l'ellipse  à  l'astrert-el,  for- 
mera l'angle  tp  d'anomalie  vraie  avec  le  grand  axe,  et  le  xayon,  mené 
du  centre  commun  de  l'ellipse  et  du  cercle  k  l'astre  fictif,  fera,  avec  le- 
même  grand  axe  un  autre  angle  ip'^  qu'on  appelle  anomalie  moyenne ,' 
et  qui  se  calcule  par  l'équation 

(0 ^'=^/i 

ou ,  en  substituant  pour  T  sa  valeur  %a  1  /  —j—  ^  (art.  B90)  ^ualion 

T     r 
(3},etintroduisant  laquantitéK  =  -;^=,  ,  art;  894, 

904.  La  différence  entre  Vanomalie  vraie  et  Vanomalle  majenne^ 
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c'est -à  -dire^  ((S  —  ^')  est  ce  qu'on  appelle  \'é<juafion  du  centre  , 

qui  est  positive,  zéro  ou  négative  à  diverses  époques  du  mouvement. 

9o5.  Par  l'extrémité  Af  de  SM=cr  ou  parle  Heu  vrai  delà  planète, 
dans  l'orbite  elliptique,  je  fais  passer  une  perpendiculaire  PMQ  au  grand 
axe,  se  terminant  en  Qatx  cercle  à' anomalie  mojrenne  AIÏ BE  A ,  et 
je  trace  le  rayon  CQ.  L'angle  QCA  formé  par  ce  rayon  et  par  le  grand 
axe,  angle  que  je  désigne  par^^  est  celui  qu'on  appelle  angle  ù'anamalio 
excentrique- 

cp         es  4-  SP 

On  a  COS.  angle  QC'A  ^   "pn   = 7\j J  observant  que  la 

distance  SP  du  foyer  au  pied  de  la  perpendiculaire,  dont  je  viens  de 
parler,  ■  est  égale  à  r  cos.  <p  et  qu'on  a ,  de  plus ,  art.  886 ,  les  valeurs 

CA  =  a^  CS-=  ae,  l'équation  précédente  devient  cos.  0= '- 

et,  en  substituant,  pour  cos.  #j  sa  valeur   — ^ --  ■    déduite  de 

l'équation  (2)  art.  886 , 


BelatioD»  ^i  exUteot,  uM.  entre  le  tempt  et  V anomalie  txeenirkque,  wit  entre 
les  direrseï  anamolies-  Détermination  du  lieu  vrai  de  U  planète  k  un  initent 
doani.  ProUime  de  Kapler. 

006.  Je  multiplie,  parle  quarré  /■*  du  rayon  vecteur,  chacun  des 
membres  de  l'équation  (i)  de  l'art.  869 ,  ;t  substituant,  dans  l'équation 
produit,  pour  r*  tiea,*^  valeur  C(//(équation(i)  de  l'art. 887)  j'obtiens 
la  valeur  suivante  de  dt 

dr 


(') -^'^ 


j--4-^f  ' 


mettant  à  la  place  de  Z7'  et  de  C*  leur»  valeurs  repectives et 

flA(i— «»)  (équations  (i)  de  l'art.  894  et  (i)  de  l'art.  893)  on  a  toutes 

réductions  faites 

rdr     ' 

(a) ^i  \/ah  =' 
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La  quantité  i  —  f 1    est,  d'après  Tartide  précëdent,  égale  k 

I  —  COS.*  0  =  sin.'  ê i  de  pluê ,  l'équation  du  même  article  donne 
/■  :=  a ( I  —  e  COS.  0),  d  dr  =  a e  sin. 0 dâj  ces  valeur»  »  introduite» 
dans  l'équation  (2) ,  la  changent  en 

(3)  ......  .  diV:^  ^a*{i~£co%.$)d0j 

d'où  on  déduit  par  l'intégration, 

—s-  :=  ^  —  e  sin.  ^  +  constante. 

Si  on  a,  en  même  temps,  /^  o  et  ^^=0,  laconstanteestoulleetl'ex - 
pression  du  temps  en  fonction  de  Vanomalie  excentrique  se  trouve 
dominée  par  l'équation 

(4) tl/7^=.»~.im.«i 

t  1/— g-est  (équation  (a)  de  l'art.  9o3)  la  valeur  àt  Vanomalie  ma- 

jrenne  ^j  on  a  donc ,  entre  cette  anomalie  et  l'anomalie  excentrique  0 
la  relation 

(5) 4>'—^~e%m.0j    ' 

1  équation  COS.  6'= — >  art.905,  donne  cos.#=  '  , 

ou ,  en  substituant  pour /- sa  valeur  a(i — «cos.^), 

(6) cos.  à  =. 3- . 

On  peut  trouver  une  autre  relation  entre  ^  et  ^  en  égalant  les  valeurs 

a(i— «*)  -  y.^  •  j  i—e* 

y  ss: ——i '' — i— etr=«(i — «  cos.  o'),  ce  "qui  donne ^ 

i+«cos.^  *4-r  s  «i  i+ecos.^ 

I — f  COS.  (?,  et  cos.  ^=:  — ; —7-  'déduisant,  de  cette  dernière 

■*  i+ecos.^ 

équation,  i — coB.^ji+ços.^  et  divisant  les  valeurs  trouvées  l'une  par 
.l'autre,. on  a 

I — co8.^  >  —  e  1  — cos.^      ^ 

'7)   •   •   •  •  •      i^cos.^    ^  "  I  +«     '       I  +  COS.  ^      ■* 

d'où  on  conclut,  par  les  théorèmes  connus  de  trigonométrie , 
.  a3 
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L'origine  coinmun«  de 
^  et  de  1^  est  BU  périhélie. 


(8)  .  .  .tang.(i  #)=(^-|±î-y.ang.  (!<?)[ 

Le  rapport est,  art.  886,  équations  (6)  celui  de  la  distance 

aphélie  k  la  distance  périhélie. 

907.  Les  angles  ^  ,  4>'  et  û  ayant  leur  origine  commune  à  l'extrémité 
périhélie  de  l'axe,  ^équation  du  centre  cst.nuUe  lorsque  l'astre  passe 
Â  ce  point  de  son  orbite,  et  l'instant  du  périhélie  continuant  à  être  pris 
pour  origine  du  temps  t,  on  calcule  aisément  l'anomalie  moyenee  ^' , 
au  bout  d'un  temps  donné,  par  l'équation  (2)  de  l'art.  903 


Pour  en  déduire  le  lieu  vrai  de  la  planète  dans  son  orbite ,  il  faut  dé  - 
terminer  ^ ,  ce  qu'on  peut  faire  en  déduisant  d'abord  0  de  ^'  par  l'é- 
quation (5)  de  l'arlicle  précédent  ^'  =  6 — e  ûn.6,  et,  ensuite,  <6  de  ^ 
au  moyen  d'une  des  équations  (6)  ou  (8)  du  même  article;  mais  l'équation 
_  ^'  =  Û — esin.  ^  ne  donne  l'angle  auxiliaire  <?  que  par  des  procédés  de 
tâtonnement,  ou  par  des  méthodes  d'approximation,  et  le  problème  de 
déterminer  ainsi  ^  lorqu'on  connaît  ^' ,  ou  de  déduire  l'anomalie  vraie 
de  l'anomalie  moyenhe  ^  connu  sous  le  nom  de  problème  de  Kepler 
parceque  ce  grand  Astronomeest  le  premierqui  s'ensoitoccupé,  a  été, 
après  lui,  l'objet  des  recherches  de  plusieurs  analystes, 

(Voyez  ta  Mécanique  analytique ,  édition  de  1788,  pagea68,  et 
la  Mécanique  céleste,  i."  partie,  livre  a,  n.o'ai  et  aa)  (*). 

Examen  des  circonstances  d'après  lesquelles  l'orbite  est  une  eltipsg,  une  para- 
bole ou  une  hyperbole.  Déterminalion  de  toutes  les  quantités  qui  donnent  la 
forme ,  les-dimensions  et  la  position  de  cette  orbite. 

908.  J'ai  supposé,  dans  tous  les  développements  donnés  depuis  l'art. 

C)  Le  problème  de  Kepler  est  analysé  avec  une  clarté  et  des  détail*  qui  ne 
laissent  rien  i  désirer  dans  un  ouvrage  mis  au  jour  Irès-récemnient ,  sous  le 
"  titre  A' Abrégé  ^Astronomie,  ou  leçons  élémentaires  d'astronomie  théorique  et 
pratique  ,  contenant  l'eitrait  des  leçons  données  par  l'auteur  ,  M.  Delambre , 
an  Collège  impérial  de  Frtfnce ,  et  dont  le  recueil  formera  un  traité  complet 
en  3  volumes  in-^".  Toute  réflexion,  sur  le  mérite  et  l'utilité  de  cet  ouvrage,  de- 
Tieot  superflue  lorsque  son  auteur  est  nommé.  L'annonce  qu'on  y  trouve  de  la  p rO- 
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887,  que  l'orbite  était  une  courbe 'fermée ,  et,  en  Cela,'  j'ai  eu  pour 
but  de  rendre  les  résultats  de  l'analyse  applicables  au  mouvement  réel 
des  planètes  dont  l'existence  et  la  marche  nous  sont  connues  ;  mais  j'ai 
fait  voir,  art.  889,  que  cette  analyse  embrasse  des  cas  beaucoup  pluf 
généraux  ;  elle  prouve  qu'un  corps  mis  en  mouvement  par  une  impul- 
sion initiale,  et  sollicité  par  une  puissance  qui  agit  en  raison  inverse 
du  quarré  de  la  distance  du  mobile  au  centre  d'action ,  peut  décrire  une 
section  conique  quelconque ,  et  elle  fournit  le  moyen  de  connaître ,  dans 
chaque ,cas  particulier,  la  courbe  décrite  dont  l'espèce ,  indépendante 
de  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  se  conclut  de  la  valeur  absolue  de 
cette  vîtevse,  d<!  l'intensité  de  la  force  centrale,  et  de  la  distance  ini  ^ 
tialedu  mobile  au  centre  d'action;  je  vais  démontrer  quelques  théorèmes 
fondamentaux  sur  cette  matière. 

Je  suis  parvmu,  art.  888  et,  889,  par  la  seule  condition  que  la  forcç 
centrale  est  réciproque  au  quarré  des  distances ,  k  une  équation  de  l'or- 
bitede  la  forme. 

Équation,  (s)  de  l'art.  9B6 r=-{-a.  ~"     

~  I  +  çcos.V> 

qui  peut  appartenir  à  toutes  les  sections  coliques. 

J'ai  trouvé  ensuite ,  art.  894,  que  la  valeur  générale  de  la  vitesse  , 

dans  le  sens  de  l'orbite ,  également  applicable  k  toutes  les  formes  pos? 

sibles  de  cette  orbite ,  était 

Équation  (a)  de  l'art.  894  .  .  .  c  =  1/  ^— S 

d'oii  on  déduit,  en  désignant  par  U  et  par  R  ^es  valeurs  connues  de  v 
et  de  r  qui  ont  lieu  ensemble ,  soit  au  premier  instant,  spit  à  ur  autre 
instant  donné  du  mouvement,' 

f^ï "=^Â7IÂt^^ 

or,  d'après  l'équation  (2)  de  l'art.  88^1  la  section  conique,  k  laquelle 
appartient  le  demi-grand  axe  a,  serauf|ie  ellipse ,  une  paraiole  om  une 
hyperbole,  respectivement ,  selon  que  cette  valeur  de  a  sera  ppsitive, 
infinie  ou  négative  ;  on  a  ainsi  les  conditions 

cliaÎDe  publication  du  traité  complet,  >era  r«{uv,  «vae  la  plus  vive  latiafaetiotiV 
par  l'Europe  lamote  impatiente  de  ponéde'  ce  nouveau  pioDunent  ^er£  i 
1j^  plus  belle  de>  Science*, 
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t  Obicrres  que,  dtiit  le  eu  de 
Cas  de  l'eiiiptc..'..   "' 


Ca»  de  i»  paraboh.  1^=  -— - 
Cas  de  thjptrUlt.  ^'>  ^ 


•  =  :>E> ,  la  quantité  u  (  t  —  C*  } 
n'en.eit  pni  moînt  finie  çt  égale, 
aa   demi  -  paramètre  ,  puisque 
i^e'  diminue,  &  meiure  quea 
augmente,  de  manière  li 'devenir   ' 
Infiniment  ^etït',  lortqne  a-  de*  ' 
rient  infiniment  grand. 
On  voit,  par  ces  résultats,  i.*  que  l'espèce  de  la  section  conique  et 
la  longueur  de  son  grand  aie  sont ,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu ,  ipdépen- 
dantes  de  là  direction  de  la  vitesse  initiale  ,  et  se  trouvent  données  par 
la  Valeur  abfeolue  de  cette  vitesse ,  la  distance  initiale  du  mobile  au 

«entre  d'action  et  l'intensité  de  la  force  centrale  ;  i.»  que  le  terme 

qui  entre  dans  la  valeur  générale  de  la  vitesse  étant  sousrrscttf,  nul  ou 
additif,  respeciiveinent ,  dans  les  cas  de  l'ellipse ,  de  la  pau-àbole  ou  de 
l'hyperbole  ,  cette  vitesse ,  k  des  distances  égales  du  centre  d'action  , 
est  plus  petite  dans  l'ellipse  et  plus  grande  dans  l'hyperbole  qu'elle  ne  ' 
l'est  dans  la  parabole. 

909.  L'espèce  de  la  section  conique  et  son  grand' axe  étAht  ainsi  trou- 
ves ,  il  fdlit  chercher  la  position  de  ce  grand  axe  et  les  autres  quantités 
nécessaires  pour  la  détermination  delaforrne  et  des  dimwisîons  de  l'or- 
bite.'Prenant  pour  Ubiitiée  I^  position  de  la  droite  qtli  joint  le  mobile 
au  centre'd'actioii,  au  moment  où  les  Valeurs  initiales,!^. et  B  ont  iieu, 
on  pourrait  conclure  l'angle  J2  (équation  (5)  de  l'art.  889),  qui  fixe 
la  position  du  grand  axe  par  rapport  au  rayon  vecteur  primitif  H  ,  çt 
l'excentricité  *,  de  deux  valeurs  de  r  correspondantes  k  deux  valeura  de 
aj  mais  toutes  les  valeurs  dont  on  a  besoin  se  déduisent  aussi  de  la 
seule  connaissance  de  l'angle  entre  la  direction  de  la  vitesse  initiale  U 
et  le  rayon  vecteur  correspondant  Bj  désignant  cet  angle  par  ^  on  a, 

au  moment' où  la  vitesse  donnée  a  lieu,  -:— j t=RV  sva./i,  (équa- 
tion (i)  de  l'art.  887)  d'où 
(i) C=  RV^\n.^i 

cette  vale«ir  et  celle  de  a  donnée  par  l'équatioo  (t)  de  l'article  précédent, 

,:,..■,              .    ..  _                                   ^1        j  ... 

étant  substituées  dans  l'équation  k  ^  — -. -.  dé  Parti  890,  on  a,  en 

tirant  la  valeur  de  <, 
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Rn'(2h  —  IIU')s\n.'/i 


{RD'I^h—f 
H' 


quantité  qui  est  plus  petite  que  l'unité ,  égale  à  l'unité ,  ou  plu»  grande 
que  l'unité,  respecîivement,  suivant  ^e  la  i.",  a.«,  ou  3.«xonditif«i 
de  l'article  précédent  ft  lieu.  Ensuite  d>  ét^i  la  valeur  iDConhue  de 
l'ange  primitif  {armé  par  le  rayon  vecteur  bitùil  R  et  par  le  igpaad  aie^ 

l'équation  COS.  ^  =  — ^ déduite  de  la  valeur  générale  de  r, 

équattoB  {s)  de  l'art.  886 ,  donne 

(â)......cos.0=^  W \ 

A  et  «  ayant  les  valeurs  déduites  des  ^uations  (i)'de  l'article  précédent 
et  (3)  du  présent  article. 

On  a  ainsi  tous  les  éléments  de  l'orbite  qui,  d'après  ce  que  j'ai  dit 
art.  846  et  862,  doit  être  renfermé  dans  le  plim  passant  par  le  rayon 
vecteur  71  et  par  la  ligne  de  direction  de  la  vitesse  initiale. 

910.  Tout  ce  qui  précède  suppose  que  la  force  centrale  a  un  sens 
d'action  tel  qu'elle  tend  &  rapprocher  le  mobile  du.point  d'oit  elle  émane  ; 
mais,  son  intensité  continuant  à  étfe  récîprocjucment  proportionnelle 
au  quarré  de  la  distance,  si  on  rendait  cette  force  répulsive,  à'attrao' 
li'ye  que  )e  l'ai  supposée,  il  faudrait  changer  le  signe  de  A  dans  toute 
les  formules  données  depuis  l'art.  889,  et  la  valeur  de  l'excentricité  tSj 
donnée  par  l'équation  (s)  de  l'article  précédent,  deviendrait  ptus.grandç 
que  l'unité;  ainsi  l'orbite  serait  une  hyperbole,  et  le  mobile  décrirait > 
alora-,  la  branche  de  cette  hyperbole  opposée  à  cçlle  qui  environne  le 
centre  d'action. 

Xclairetiumenla  tiré*  de  I»  cÀniîdéi'atJota  du  màuftiûtfit  elUptiqiie,  nir  ^et-^' 
tpiMdîffitTthéi  que  pféMnte  U  ibéAviti  du  mollMUênl  ^«cfiKglie  d'im  point  mti- 
légriel  attirer ,  yets  vb  «entre  fixe  j  en-  tijmb  ihrvn»  dc«  fpuné»  dn  dialâiicr*. 

91 1.  J'ai  donné,  art.73a ,  la  valeur  du  temps  employé,  par  un  point 
matériel ,  k  parcourir  la  ligne  droite  qui  le  sépare  d'un  point  fîxe,  vers 
lequel  il  est  attiré  en  raison  inverse  des  qùarrés  des  distances,  sa  vitesse 
initiale,  k  l'origine  d^^aligiie  parcourue,  étant  nulle.  Si  on  désigne,  par  a, 
lâ  longueur  de  cette  ligne,  par  ^,  ladistatiçé  du  centré  d'action  à  laquelle 
la  force  accélératrice  éihanant  de  ce  centre  =^,et,  par  jt^  tademi-çir- 
conféreoce'  dont  le  rayon  s=  i  ,''Ie  tempe  dont  il  s'a^t  a  [>our  valeur 
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î"  Jrl/ j-  ^'  et  j'obserre  que  ^(j»,  quatrième  proportîponelle  à  i,^*" 

et  gi  est  le  nombre  représentant  la  force  accélératrice  L  l'unité  de  dis- 
tance du  centre  d'action ,  c'est-à-dire  le  nombre  correspondant  à  celui 
que  )*ai  représenté  par  h  depuis  l'art.  889.  De  plus,  dans  le  cas  de  l'art. 
733,  la  vitesse,  infinie  au  point  de  contact,  prend,  ainsi  que  le  temps, 
des  valeurs  imaginaires  pour  tous  les  points  de  la  ligne  du  mouvement 
placés  au-del&  du  centre  d'action  par  rapport  au  point  dé  départ.  Ces 
derniferes  circonstances  présentent  des  difficultés  qui  n'ont  pas  toujours 
été  résolues  d'une  manière  satisfaisante.  Voici  comment  on  les  explique 
par  la  théorie  du  mouvement  elliptique. 
On  a,  art.  908  et 909  les  équations 


.=y.^. 


et,  art.  890  équation  (3), 

Ces  équations  prouvent  :  i."  que  le  temps  Tj  employé  à  parcourir  l'or- 
bite totale  ,  ne  dépend,  en  aucune  manière,  de  la  forme  de  l'ellipse  ou 
de  son  excentricité  e^  mais  uniquement  de  la  distance  initiale  B  du 
mobile  au  centre  d'action,  et  de  la  vitesse  de  projection  Uj  sans  égard 
à  l'angle  ft  formé  par  la  direction  de  cette  vitesse  et  par  la  lîgtie  R, 
angle  qui  détermine  l'excentricité  :  s.",  que  la  vitesse  initiale  V  étant 
supposée  de  plus  en  plus  petite,  la  distance  initiale  R  et  l'excentricité 
fi  s'approchent  de  plus  en  plus,  la  première  d'être  égale  au  grand  axe 
^a  de  l'ellipse,  et  la  seconde  d'être  égale  k  l'unité.  Cependant ,  queK 
que  petite  que  soit  la  valeur  de  27,  la  révolution  autoar  du  centre  d'action 
n'en  aura  pas  moins  lieu,  et  l'hypothèse  de  U  éyancscent  donnera  une 
orbite  elliptique,  dans  laquelle  l'espace  compris  entre  le  foyer  et  le 
sommet  sera  infiniment* petit,  la  distance  initiale  R  du  mobile  au  centre 
d'action  devenant  infiniment  peu  différente  du  grand 'axe  ta^  et  ce 
mobile  se  trouvant  placé  k  l'aphélie  à  l'instant  de  son  départ.  Le  temps 
iqui  s'écoulera  depuis  cet  instant  jusqu'au  retou;^  à  l'aphélie  sera  égal  à 

I  /~R^ 
^1/ —-T- valeur  double  de  celle  de  l'art.  78»  (j'ai  objerré  plus  haut 
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que  ^f>>  représentait  A) ,  parceque  cette  deraiëre  n'exprime  que  le  temps 
employé  k  parcourir  la  distance  initiale  entre  le  mobile  et  le  centre 
d'action ,  c'est  -  à  -  dire  la  distance  de  l'aphélie  au  périhélie ,  ou  la 
moitié  de  l'ellipse  réduite  au  dernier  degré  d'aplatissement  ;  et ,  puis  - 
que,  d'après  les  lois  du  mouvement  elliptique,  qui  doivent  être  con- 
servées dans  toutes  les  suppositions  imaginables  sur  la  valeur  de  l'ex- 
centricité, le  mobile ,  arrivé  au  périhélie ,  retourne  toujours  à  l'aphélie, 
on' voit,  par -là,  pourquoi  en  introduisant,  dans  l'analyse,  la  condition 
de  l'existence  du  mobile  au-delà  du  périhélie  par  rapporta  l'aphélie,  on 
arrive  nécessairement  à  des  r?sultals  impossibles  ou  imaginaires. 

Observant,  de  plus,  que  l'équation  (i)  de  l'art.  896  rend  la  vîlesse, 
au  périhélie,  d'autant  plus  grande  que  l'excentricité  e  diffère  moins  de 
l'unité,  de  manière  que  cette  vitesse  devient  infinie  lorsque  1— erst 
infiniment  petit,  il  sera  évident  que  les  phénomènes ,  dont  il  est  question 
à  l'art.  732,  sont  exactement  ceux  du  mouvement  qui  a  lieu  dans  une 
ellipse  réduite  au  dernier  degré  d'aplatissement,  et  doivent  leur  être 
assimilés  à  tous  égards  ;  te  contenu  du  présent  article  offre  donc  complé  - 
tcment  les  rapprochements  et  les  explications  annoncées  à  l'art,  cité. 

Comment  on  a  égard  aux  actions  que  les  plaDetes  «xercent  nir  le  toleil  d&DS  Ica 
exprfMioDf  analytique*  relative*  à  leurs  mouremcnti.  Petite*  anonulie*  qu'é- 
prouve la  troiaicme  loi  de  Kepler.  Fonnnlea  pour  calculer  lea  rapport*  entre 
le*  masaea  de*  corpt  du  syiléme  planétaire.  Force  de  la  peasnleur  1  la  aur- 
face  de  chaque  planète.  Lois  du  mouvement  de  deux  corps  céleste*  dans  Vbj- 

.  pothèse  où  ils  n'auraient  re^  aucune  impulsion  iniliale.  Immobilité  ,  daua 
cette  hypothèse ,  de  leur  centre  de  gravité  commun. 

91a.  J'ai  dit ,  art.  891 ,  que  les  masses  des  planètes  produisaient,  dam 
les  conséquences  déduites  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  de  petites 
anomalies  dont  il  est  bon  de  donner  l'évaluation.  On  a  vu,  précédem  - 
ment,  que  l'attraction,  en  raison  directe  de  la  masse  et  inverse  du 
quarré  de  la  distance ,  était  une  propriété  commune  à  toutes  les  mo- 
lécules de  matière  que  l'univers  renferme;  il  suit  de  là,  comme  je 
l'ai  observe  art.  888,  qu'une  planète  exerce  sur  le  soleil  ijoe  action, 
en  vertu  de  laquelle  elle  doit  avoir  une  tendance  à  s'en  rapprocher,  in- 
dépendante de  l'action  qu'elle  éprouve  de  sa  part ,  et  uniquement  due 
à  celle  qu'elle  exerce  sur  lui.  D'après  ce  fait,  et  en  conservant,  pour 
mieux  fixer  les  idées ,  l'hypothèse  de  l'immobilité  absolue  du  soleil,  il 
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est  manifeste  que  si  les  masses  des  deux  astres  étaient  égales  eDtr'elles» 
la  tendance ,  dont  je  viens  de  parler ,  aurait  pmir  mesure  l'attraction 
càtièredusoleitsurlaplanète,  en  vertu  de  laquelle  elle  est,  art.  889,  ani* 

mée  d'une  force  accélératrice  ^;  —  j  mais,  eu  égard  k  la  loi  de»  masses, 

art.  S92 ,  le  rapport  de  la  valeur  véritable  à  cette  valeur  hypothétique  est 

celui  de  la  masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil ,  et ,  désignant  ce  rapport 

par  Vj  la  partie  de  la  force  accélératrice  de  la  planète,  due  à  l'actèon 

vh 
qu'elleexercesur  le  soleil,  sera-— —  j  et  s^^  force  accélératrice  totale,  sera 

(  I  +  v)  ;  cette  force  équivaut  à  celle  qui  aurait  lieu  si ,  continuant 

de  supposer  la  planfrte  sans  force  attractive  ,  on  augmentait,  la  masse 
du. soleil  d'une  quantité  égale  à  la  masse  de  la  planète. 

9i3.  Le  rapport  Vj  qui  varie  d'une  planète  &  l'autre,  est  égal  à 
m'tjn  po"""  '*  planète  Mars ,  celle  que  Kepler  a  principalement  fait 
servir  à  la  découverte  de  se»  lois,  et  Ba  plus  grande  valeur,  applicable 
h  Jupiter,  est  de  7^,  il  n'est  donc  pas  étonnant,  que  l'observation 

ait  donpé  à  la  quantité  — 5—  ^  — r —  une  valeur  sensiblement  cons* 

tante  dans  tout  le  système  planétaire,  vu  son  peu  de  différence  avec  la 

f  .    •     .     dans  laquelle  les  différentes  masses 

des  planètes  introduisent  de  légères  variations. 

914.  Voici  comment  on  peut  conclure,  des  quantités  connues  par 
l'observation,  les  valeurs  numériques  de  h  et  y  s  so<<  "^  la  masse  de  ta 
terre ,  ç  ton  rayen  moyen ,  g  continuant  à  représenter  la  force  accéléra  r 
trice  des  graves  \  sa  surface-  Pour  déduire  de  la  force  accélératrice 
imprimée  à- la  distance  ji  celle  qui  a  lieu  à  l'unité  de  distance,  il  fâut 
prendre  la  quatrième  proportionnelle  &  i,  p*  et  ^j  ainsi  la  force  accélé* 
ratrice  cherchée  est  égale  à  g^*. 

Cette  quantité  gç*  est.purement  hypothétique  comme  la  quantité  h 
:de  l'art.  8S9,  car,  à  une  distance  du  centre  de  la  terre  ou  de  celuî'du 
«oleil  égale  à  l'unité  linéaire  qui  mesure  g  et  p,  l'attraction  ne  suit  pas, 
art-  728-,  la  raison  invene  du  quarré  des  distances  ;  mais,  commç  dans 
l'hypothèse  de  la  sphéricité  des  astres  de  notre  système,  leur  attrac- 
tiop  à  des  distances  de  leurs  centres  plus  grandes  que  leurs  rayons,  est 
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]a  même,  comme  je  le  ferai  voir  dans  la  suite  du  cours,  que  si  leur 
masse  était  toute  rassemblée  à  leur  centre ,  on  peut ,  pour  avoir  un 
module  de  force  attractive  applicable  aux  cotps  situés  au  dehors  de  ces 
astres,  supposer  que  la  loi  inverse  du  quarré  des  distances  a  lieu  jusqu'à 
leurs  centres,  ce  qui  revient  k  les  considérer,  en  conservant  les  masses, 
comme  des  points  matériels  occupant  les  lieux  de  ces  centres. 

Le  produit  de  l'expression^^*  par  la  masse  attirée  Aoimt  \3i  force  mo- 
//■/ce  de  cette  masse,  et,  par  conséquent,  ^^*  est  la  valeur  numérique  de 
la  force  motrice  imprimée  à  l'unité  de  masse  placée  à  l'unité  de  dis- 
tance du  centre  de  la  terre ,  le  point  de  vue«  sous  lequel  on  doit  envi  - 
sager  cette  valeur  hypothétique  étant  conforme  aux  explications  que  je 
viens  de  donner.  Divisant  ensuite  gç*  par  la  masse  m^  on  a ,  d'après  la  loi 

du  rapport  des  masses,  l'expresbion  -^^  jqui  donne lavaleurnumérique 

de  la  force  motrice  imprimée  par  Tunité  jde  masse  à  une  autre  unité  de 
masse  placée  à  l'unité  de  distance,  ou  la  valeur  numérique  de  la  force 
accélératrice  que  cette  même  unité  de  masse  communique  à  un  point 
matériel ,  de  masse  quelconque,  également  placé  à  l'unité  de  distance. 

Le  produit  de  -^—  par  une  masse  quelconque  'donne  donc  la  force 

accélératrice  communiquée  par  cette  masse  à  un  corps  placé  à  l'unité 
de  distance  ;  ainsi ,  M  étant  la  masse  du  soleil ,  on  aura ,  en  conservant 
à  la  lettre  h  la  signification  qui  lui  a  été  donnée  art.  889, 

(■) *=-^<'<"- 

Oo  a  de  plus,  d'après  l'article  précédent,  7' et  a  se  rapportant  à  l'orbite 
de  la  terre, 

et  on  déduit  de  ces  deux  équations 

^  > U   ~      4x^a^—e(i'T' 

(4).......A^-      4-°^-/<-^-      . 

ce  qui  détermine  la  Vçtlettr  de  fj  applicable  à  la  terre,  et  ]a  valeur  de  A, 
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Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de  v ,  applicable  à  une  planète  quel- 
conque, on  emploiera  l'équation  de  l'art.  giS, JJ-  ^  —j- r-  (T' 

et  a'  sont  la  durée  de  la  révolution  total^  et  la  distance  moyenne  de  la 
planète  dont  il  sagit),qui  donne  * 

(^> "-^—hT^-'' 

et, on  introduira,  dam  cette  expression  de  Vj  la  Vcilcur  de  h  calculée  par 
l'équation  (ci -dessus). 

Les  rapports  y  entre  les  masses  des  planètes  et  celle  du  solci  1,  ainsi  éva- 
luées par  l'emploi  des  éléments  dont  j'ai  parte  à  l'art.  892 ,  peuvent  aussi 
se  déterminer,  par  approximation,  sans  qu'on  soit  obligé  d'introduire 
la  quantité  h  dans  le  calcul  qui  devient,  par  conséquent,  indépendant  de 
g  et  ^)  mais  cette  méthode  ne  s'applique  qu'aux  planètes  qui  ont  des 
satellites;  voici  en  quoi  elle  consiste  :  soit  m' la  masse  d'une  planète  et 
m"  celle  de  son  satellite  ;  T"  et  a"  étant  le  temps  total  de  la  révolution 
de  ce  satellite  et  sa  distance  moyenne  rapportés  à  sa  planète ,  dont  Tac  r 

lion  à  l'unité  de  distance  a,  pour  valeur,  équation(i), -gp^fOM 

m' 
-77-  .  h,  on  a 

M 


(6) 
d'une  autre  part  le  mouvement  de  la  planète  autour  du  soleil  donne 


.11'    £  m"    \ 


(7) 


(-4) 


négligeant  les  petits  rapports   — j-  et   — rj-  ,  et  divisant  la  seconde 

équation  par  la  première,  on  obtient  la  valeur 
m'  a"3  r*» 

^^ ~M    =  V3~  •  "r^  ' 

qui  ne  contient  que  les  distances  moyennes  a'  et  a" ,  et  les  temps  de 
révolutions  totales  7*  et  V, 

Pour  avoir  immédiatement  le  rapport  de  la  masse  m'  d'une  planète 
à  la  moese  m,  de  la  terre,  on  substituera,  dans  (5),  à  >'  sa  valeui- 
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^^„i—hT» 


■8r 

déduite  de 


\9). 


—rr  et, divisant  (5)parréquation  —jrr-  =;  ÏTâ" 

(a) ,  on  aura 

m'  _  (4/r»fl^3— A7^«)n 
■  m  ~  (4ffl-«  «3  ~  /tT>  )  V'  ' 
9i5.  La  force  accélératrice  des  graves  placés  à  la  surface  d'une  planète 
quelconque,  que  je  désigne  par  0,  se  déduit  aisément  de  ce  qui  pré- 
cède, lorsqu'aux  données  qui  entrent  dans  les  formules  trouvées  on  réu- 
nit celle  du  rayon  moyen  de  la  planète.  Soit  f'  ce  rayon  moyen,  et  m' 
la  masse  de  la  planète ,  la  force  accélératrice  qu'elle  imprime  sera , 

d'après  l'art. précédent, •  g(>*  h  l'unité  de  distanc»,  et  on  auta  (P  = 

•  -  ,  -  jf  à  la  distance  p'  du  centre,  c'est-à-dire,k  la  surface.  Le 

rapport sera  donné  ,  soit  par  une  table  qu'on  peut  avoir  calculée 

d'après  l'équation.  (5)  ou  l'équation  (8)  de  l'article  précédent,  laquelle, 
contenant  tes  rapports  entre  les  masses  des  planètes  et  celle  du- soleil , 
fait,  par  conséquent,  connaître  les  rapports  entre  les  niasses  des  pla- 
nètes, soit  par  l'équation  (9)  du  même  article. 

916.  J'ai  dit  précédemment  que  le  soleil  avait  une  tendance  à  se  dépla- 
cer en  vertu  de  l'action  qu'une  planète  exerçait  sur  lui ,  et  il  est  bon  de 
donner  quelques  détails,  sur  ce  sujet,  avant  de  pasier  k  d'autres  laatières. 

On  a  vu,  art.  914,  que  le  produit  de  la  quantité  -^- —  par  la  masse 

d'un  corps  quelconque  donnait  la  valeur  de  la  force  accélératrice  com- 
muniquée par  cette  masfte  à  un  corps  éloigné  d'elle  k  l'unité  de  dis- 
tance ;  faisant ,  pour  abréger,  ~^^  =9  j  désignant  par  m'  la  masse 
d'une  planète  et  par  r  son  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  soieil,  — mi- 
sera l'expression  de  la  force  accélératrice  que  reçoit  le  soleil  en  vertu 

de  l'action  de  la  planète  ,  et i~  celle  de  la  force  accélératrice  que 

reçoit  la  planète  par  l'action  du  soleil  (A/ est  la  masse  du  soleil),  la.force 
motrice,  imprimée  à  chacun  des  deux  astres,  étant ^  . 
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On  a  donc,  en  supposant  que  Jes  deux  astres  commencent  à  agir  l'un 
sur  l'autre  sans  vitesses  initiales  ,  et  tendent  à  se  rapprocher  en  se  mou- 
vant sur  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  c  et  tv  désignant  respective- 
ment  la  vitesse  du  soleil  et  celle  de  la  planète  au  bout  du  temps  t^ 

^'J \~de  T^'~di         7ï~^"  j 

dt  étant  constant,  on  a,  au  bout  du  temps  tj 

f{dv):f{dw)::m:Mi 
dou  (a) f=  -jTf-^vj 

les  vitesses  sont ,  à  chaque  instant ,  réciproquement  proportionnelles 
aux  masses. 

Nommant  x  et  x'^  respectivement,  les  distances  au  bout  du  temps  t 
des  centres  des  masses  Jtf  et  m  à  leurs  points  respectif  de  positions  iiii  - 

m  dx' 

~W  '  "dF  '  °" 

(3) xM — x'm^^Q. 

a  étant  la  dislance  initiale  entre  les  corps,  on  aura,  au  moment  de  leur  ' 
réunion  ,  x  ■^  x'  ^=  a ,  équation  qui  ,  combinée  avec  la  précédente , 

donne  x  = —  ,  a/  = ;  d'où  l'on  conclut  que  les  deux 

m  +  M   '  m  +  M  ^ 

astres,  s'ils  étaient  des  points  matériels,  arriveraient,  au  même  instant, 

au  point  de  position  initiale  de  leur  centre  de  gravité  commun,  et  on 

dx  dx' 

~"  ~M    '"^""^ 

ce  centre  de  gravité  commun  reste  immobile  pendant  toute  la  durée 

— 3 — j  article  765,  étant  à 

chaque  instant  égale  à  •zéro. 

Dans  le  cas  d'une  vitesse  initiale  imprimée,  soit  à  chacune  des  masses, 
soit  à  l'une  d'elles  seulement,  le  centre  de  gravité  se  meut  et  les  corps 
circulent,  autour  de  ce  centre  mobile,  d'après  les  lois  dont  je  parlerai 
dans  la  section  du  cours  où  il  sera  question  du  mouvement  des  systèmes 
de  corps. 
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Cou  aidé  ration!  généraica  sur  le  mouvement  d'un  point  maléricr  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  courbe  donnée.  Expression  générale  do  la  vitesse.  Cette 
vitesse  est  constante  lorsque  le  mobile  ne  se  meut  qu'en  vertu  d'une  impul- 
sIoD  initiale. 

917.  Le  point  matériel  mobile  peut  être  considéré  comtne  une  sphère, 
d'uD  diamètre  infiniment  petit,  renfermé  dans  un  tube  dont  il  occupe 
toute  la  section  transversale  ,  et  dans  lequel  il  se  meut  sans  frotte  - 
ment;  j'appelle  directrice  la  ligne  que  suit  son  centre;  cette  ligne 
est ,  en  général ,  une  courbe  a  double  courbure  ;  les  positions  de  tous 
ses  points  sont  rapportées  à  trois  axes  fixes,  perpendiculaires  entr'eux , 
sur  lesquels  se  mesurent  les  coordonnées  x ,  y  H  z  ée  ces  difTérenis 
points.  La  surface  de  la  paroi  intérieure  du  tube,  est  censée  engendrée 
par  un  des  grands  cercles  du  mobile  sphérique,  se  mouvant  perpendi- 
culairement à  la  directrice ,  avec  la  condition  d'avoir  toujoursson  cepire 
sur  cette  courbe.  ^ 

•Chacune  des  puissances,  qui  sollicite  le  mobile,  est  dirigée  sur  son 

centre, et  décomposée  en  trois  forces  respectivement  parallèles  aux  x , 

jy  et  zj  la  somme  des  composantes  parallèles  aux  x  est  désignée  par 

.   Xj  la  lettre  J'  représentant  les  forces  parallèles  aux  jy^  cl  la  lettre  Z 

les  forces  parallèles  aux  z. 

918.  Le  mobile  sollicité  par  les  forces  X,  t' el  Z,  décrirait,  s'il  se 
mouvait  librement,  une  certaine  courbe  dont  on  trouverait  l'équation 
parles  principes  posés  au  commencement  de  cette  section;  mais  comme 
la  trajectoire  est  une  courbe  déterminée  ,  il  faut  avoir  égard  à  cetie 
circonstance  dans  les  équations  du  mouvement ,  ce  qu'on  peut  faire 
en  combinant  avecjes  forces  X,  Y  et  Zj  une  force  jTj  telle  que  les 
actions  simultanées  de  X,  Y,  Z  et  r ,  feraient  parcourir  librement 
au  mobile,  la  même  courbe  sur  laquelle  ce  mobile,  enfermé  dans  un 
tube,  ou  canal,  de  figure  donnée,  est  obligé  de  se  mouvoir. 

On  a,  sur  le  champ,  une  idée  de  la  fonction  que  remplit  cette  force 
r  et  de  sa  direction ,  en  considérant  qu'elle  remplace  la  résistance  du 
tube ,  et  qu'elle  doit  par  conséquent ,  à  chaque  instant ,  annuller  la 
tendance  qu'a  le  centre  du  mobile  à  s'écarter  de  la  directrice  j  la  di- 
rection de  r  doit  donc  êire  perpendiculaire  à  cette  directrice  j  il 
est  évident  qu'une  seule  force  normale  et  ayant  d'ailleurs  l'intensité 
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convenable  ,  suffit  pour  remplir  la  condition  dont  il  s'agit  ;  dès-lois, 
on  peut,  en  réunissant  la  force  2^ aux  forces  Xj  J'  et  Zj  et  ensuivant 
la  même  marche  de  raisonnement  qu'à  Tart.  8x>,  poser  les  équations 
du  mouvement  comme  si  le  mobile  était  libre. 

Soient  «'_,  n" ,  n'"  les  angles  respectivement  formés  par  les  axes  des 
X , y  çX-Z  ex.  par  la  force  JT,  les  équations,  dont  je  viens  de  parler  , 
seront  les  suivantes 

d  T-^)  =  dt  (X+rcos.  «0  ; 
d(-^\  =  dt  (r+rcos.  a")i 

919.  Je  multiplie  les  i.",  s."  et  3.*  équations  de  l'art,  précédent 
respectivement  par  d.c ,  djj  dz,  et,  faisant  la  somme  des  équations 
produits  dans  l'hypothèse  de  dt  constant,  j'ai 

d.T,  ddx-\-  dj.  ddy  +  di.  ddz  \  Xdx+  ydy+Zds 

dt^  l+J'(rfa;c8<.n'-)-rfj'C0<,n"+rf«C0i.n"') 

L'élément  de  courbe  ds  sur  lequel  se  trouve  le  mobile  fait  avec 
les  axes  des  x ,  y  fii  i  ,  des  angles  respectifs  qui  ont  pour  cosinus 

,  — ■•i-—  ,  — ; —  ;  et ,  comme  cet  élément  de  courbe  est ,  par  hypo- 

ds  ds         ds  r        .-1 

ihése,  [lerpendiculaire  à  la  force  V ,  on  a,  par  les  théorèmes  connus 

1       ■  /    ■         d-^  I  .     dy  ,,      •  dz  ,,, 

de  trigonométrie  ,  — -, —  cos.  n'  -} ^—  cos.  n  '  +  — j—  cos.  n'"  =  o 

ds  ds  f   ds 

ou  dx  cos.  n'  -^  dy  COS.  n"  +  dz  cos.  n"'  r=  o.  Le  deuxième  terme  du 

deuxième  membre  de  (i)  est  donc  nul ,  et  cette  équation  se  réduit  à 

dxddr-^dyddy  +  dzddi        _,         „,        _, 
(a)  .  .  .    dT^ —  Xdx  ■\- rdy -ir  Zd&  j 

c'est-à-dire  qu'elle  devient  identique  avec  l'équation  (i) de  Part.  822, 
obtenue  dans  l'hypothèse  du  mouvement  libre  d'un  point  matMel  so!  - 
licite  par  les  puissances  X,  KetZj  on  arrive,  ainsi,  à  la  même  expres- 
sion de  la  vitesse,  soit  que  le  mobile  se  meuve  librement, soit  qu'il  se 
nieuve  dans  un  tube  ou  canal  fixe  de  forme  donnée,  savoir  ; 
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(3)  .  .  :  ;  .  f»  =  t7»  +  z/ixdx  +  rjj-  +  zdz)  ; 

c'est  i'équation  (2)  de  l'article  cité,  c  est  ia  vitesse  au  bout  du  temps  t 
et  Z/s  la  constante  arbitraire, 

9B0.  Si  Je  mobile  n'étant  soumis  à  l'action  d'aucune  puissance,  ce  qui 
donne  X=  o^  i^=  o,  Z  =  o,  se  mcuten  vertu  d'une  vitesse  initiale 
qui  lui  aura  été  imprimée  tangent i cl lement  à  un  point  quelconque  de 
la  direttrice  j  l'équation  précédente  idcvient 

(0 i^=Uj 

la  vitesse  est  constante,  ainsi  sa  valeur  initiale  £7 se  conserve  la  même 
pendant  la  durée  du  mouvement  dans  le  tube;  .r  étant  la  dislance  au  bout 
du  temps /_,  mesurée  sur  la  directrice,  du  mobile  à  un  poinl  fixe  de  ceuç 
courbe,  on  a,  dans  l'iiypolbèse  des  valeurs  sîmuUanées  a?=oet  t^a, 

(2) X=^Utj 

ce  résultat  et  tous  ceux  que  j'aurai  k  conclure  de  la  théorie  exposée 
depuis  l'art. piysupposent  que  la  courbure  de  la  directrice  est  soumise 
k  la  loi  de  continuité. 

921.  G>nsidf-rant  l'équation  .(3)  de  l'ar't.  919.  sous  un  point  de  vue 
plus  général,  on  peut  d'abord  se  donner  pour  condition  que  les  forces  dont 
se  composent  X,  Ket  Z  sont  fonctions  des  distances  des  points  d'ap- 
pUcations  de  ces  forces  k.  des  points  fixes  pris  sur  leure  directions  res- 
pectives; c'est  le  cas  remarquable  dont  je  me  suis  occupé,  art.  828  et 
suivants,  et  qui  rend,  ainsi  que  je  l'ai  démontré  aux  articles  cités,  ia 
fonction  Xdx+Vcfy  +  Zdi  intégrable  indépendamment  de  toute  rela- 
tion particulière  entre  x ,  jr  et  z. 

On  peut  donc ,  dans  le  cas  dont  je  viens  de  parler ,  supposer  .  , 
J"  (Xdx+ydy+Zdz)^  Q ,  en  désignant  par  Q  une  certaine  fonction 
finie  de  x,j-  et  2  dont  la  composition  n'a  aucune  liaison  nécessaire  avec 
celles  des  fonctions  dépendantes  de  la  courbure  de  la  directrice,  ce  qui 
donne  k  la  valeur  de  la  vitesse  la  forme 

_,  n  ,  ]        Ç  est  «ne  fonction  finie  de  ar,y  et  x  itidépendante 

)   detouterelationentreleBCOordonDéeîdelarfirecïricf, 

et,  comme  la  fonction  Q  est  absolument  indépendante  de  celle  dont 
l'égalité  à  zéro  détermine  les  positions  respectives  des  points  de  la  di- 
rectrice, la  forme  de  cette  courbe  n'inilue  en  rien  sur  la  valeur  de  fj 
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qui  f6t  donnée,  uniquement ,  à  un  instant  quelconque ,  par  les  valeurs 
des  coordonnées  du  point  mobile  à  cet  instant ,  sans  égard  aux  valeurs  de 
ces  coordonnées  correspondantes  aux  positions  que  ce  mobile  a  eues  ou 
qu'il  aura  dans  les  instants  précédents  ou  suivants  ,  la  seule  condition  à 
laquelle  ces  positions  sont  assujetties  étant  la  contimiité  de  la  courbure 
de  la  directrice. 

922.  Ces  remarques  conduisent  à  une  conséquence  digne  d'attention  ; 
si  on  imagine,  entre  deux  points  fixes  de  l'espace,  une  infinité  de  tubes 
de  courbures  quelconques  continues  dont  chacun  ait  son  origine  k  l'un 
de  ces  points  et  son  extrémité  à  l'autre ,  un  point  matériel  r  soumis  k 
des  puissances  données ,  et  introduit  dans  un  de  ces  tubes  avec  une  vi- 
tesse initiale  déterminée  dans  le  sens  de  sa  directrice,  aura,  arrivé  à 
l'autre  extrémité  de  ce  tube ,  une  vitesse  qui  sera  la  même  quelque  soit 
le  tube  parcouru. 

Cette  proposition  peut  être  présentée  sous  un  point  de  vue  beaucoup 
plus  étendu  en  terminant  les  tubes,  non  k  deux  points  fixes  communs, 
mais  à  deux  surfaces  courbes.  Pour  arriver,  à  cet  égard ,  aux  résultats  les 
plus  généraux  que  la  question  comporte,  j'observe  que ,  dans  l'équation 

(i) .  ,  f»=f7*  +  a(ïj 

on  a  déterminé  la  constante  parla  condition  des  deux  valeurs  simultanées 
v  =  Z7et  ()  =  o;  mais,  en  prenant  une  autre  valeur  v=-V  correspon- 
dante à  ()  =  (/,  la  constante  serait  égale  à  V'*~—^(^  et  on  pourrait , 
k  tous  égards,  remplacer  l'équation  **  =  P^*  +  %Q  par  la  suivante 

(a) ^;^  =  v'^^.:L{Q-q^)î 

pour  deux  autres  valeurs  particulières  et  simultanées  de  c  et  de  (>j  res  - 
pectivement  égales  k  V"  et  (>"j  on  aurait  l'équation,  aussi  générale 
que  les  deux  précédentes, 

(3) ^>  =  F"»  +  2(p-(>")^- 

si ,  des  trois  constantes  V ,  V  et  V" ,  c'est  U  qui  est  donné  par  l'état 
de  la  question,  et  qu'on  ait  pris  arbitrairement  (^  et  Çf' ,  on  aura  les 
relations  V'^  =  £/»  +  aÇ)'^  F"»  =  i7«  +  a()",  ce  qui  détermine  les 
constantes  inconnues  V  et  V" s  pareillement,  V  et  (^  étant  les  valeurs 
ai  mul  tanées  données  par  l'état  de  la  question,  on  aurait  £/»  =  V  * — s  <^ , 
V"*  =  V*  +  2(^'  —  Q')  ,  Ç>"  étant  pris  arbitrairement. 

Dr  les  équations  (1)  et  (3)  font  voir  que,  lorsque  le  mobile,  sollicité 

par 
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par  les  forces  X,  JT  et  Z,  passe  de  la  position  oii  on  a  (>  —  Ç'  =  0  et 
oii  il  est  animé  de  la  vitesse  V ,  k  la  position  où  on  a  Ç  —  Q"  =  o ,  il 
a ,  dans  cette  dernière  position ,  une  vitesse  V"  1=  [  F'^  +  2.{Q"  —  C)  1^  / 
mais  Q  étant ,  par  l'état  de  la  question,  une  fonction  variable  de  x,jtt 
Zf  dire  ,que  les  coordonnées  qui  fixent  les  positions,  initiale  et  finale ,  * 
-du  mobile,  sont  assujetties  aux  conditions  respectives  Q — Q'  =  o,  et 
Ç —  Ç"=  o,  c'est  dire  que  parti  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
courbe,  qui  a  pour  équation  Ç — Ç'  =  o,  il  est  arrivé  à  un  point  quelcon- 
que d'une  autre  surface  courbe  ayant  pour  équation  Ç-~Q"  =  o;  donc 
si  plusieurs  mobiles,  dont  chacun  est  sollicité  par  le  même  système  de  for- 
ces, partent  de  la  surface  courbe  déterminée  parl'équation  Ç — Ç'  =  o, 
avec  une  vitesse  commune  f^'  et  vont,  en  se  mouvant  dans  des  tubes  de 
courbures  quelconques  cort//««w,  rencontrer  une  autre  surface  dëtermi- 
Dée  par  l'équation  Q—  Ç"  =  o,  ils  auront,  aussi,  en  arrivant  à  cette 
seconde  surface,  une  même  vitesse  V"  =  î^'f+a(Ç" —  Ç')!*^  ■  C'est 
le  cas  le  plus  général  du  théorème  particulier  de  l'art.  781. 

923.  V  étant  la  vîtesse  du  mobile  à  l'extrémité  de  l'arc  s  de  ta  courbe 
parcourue,  j'ai  démontré,  art.  844,  la  propriété  remarquable  du  mouve- 
ment libre  Ôfiyds)  =  o,  qui  tient  au  principe  de  ta  moindre  action. 
Cette  propriété  a  été  déduite  de  l'expression  générale  de  la  vîtesse,  et 
comme  cette  expression  est  la  même  dans  le  cas  du  mouvement  libre  et 
dans  celui  du  mouvement  qui  a  lieu  sur  une  courbe  déterminée  ,  il 
semblerait ,  au  premier  coup  d'oeil ,  que  l'équation  âfvds  =  0,  devrait 
également  être  satisfaite  dans  l'un  et  l'autre  cas  ;  mais  on  reconnaîtra 
aisément  la  différence  de  ces  deux  cas  en  faisant  attention  aux  détails 
du  calcul,  indiqués  à  l'art,  cité,  d'après  lesquels,  en  remplaçant  les  forces 
X,V  ex.  Z  par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  de  l'art.  918,  on  a 

k  d{dxâx-\-dydy-\-éid£) 
à  {yds)  =  }      ~  di 

é  —  Ndi  {àx  COS.  n'-Vày  cos.  n"+  âz  cos.  n"')  j 

Tintégration  étant  faite  entre  des  limites  fixes,  prises  sur  la  courbe  parcou- 

rue.  la  partie  de/ rf  (.A)  donnée  par  le  terme  ■^(■^J^  +  ^y»- +  ■/'<>») 

<e  réduit  à  zéro,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  partie  correspon- 
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dante  à  l'autre  terme  du  deuxième  membre,  dans  lequel  dx ,  dy  eX  dt 
sont  des  variations  absolument  arbitraires.  On  peut  observer  que  ce 
terme  disparaîtrait  avant  l'intégration;  1.°  dans  rbypotbèse  particulière 
àe  d.T  =:  dx y  ây  =  i^  et  ài=:^dij  de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure 
sur  la  variation  à  {vds)  ,  puisque ,  dans  cette  hypothèse ,  on  ne  compare 
la  courbe  parcourue  qu'à  elle  -  même  ;  a.°  dans  le  cas  de  iV  =  o ,  qui  est 
celui  du  mouvement  libre. 

Considérations  générales  sur  )a  pression  qu'exerce  contre  U  paroi  intérieure 
d'un  tube,  ou  canal  fixe,  de  courbure  quelconque  continue,  un  corps  obligé 
àt  le  mouToir  dans  ce  tube.  Evaluation  générale  de  la  partie  de  cette  pres- 
sion due  à  la  vitesse  du  mobile.  Définition  de  lajhrce  centrifuge.  Cas  ob  le 
mouvement  est  modifié^  soit  par  le  frottement,  soit  par  la  résistance  d'un  milieu. 

924.  La  pression  qu'exerce  un  corps  contre  la  ligne  ou  la  surface 
sur  laquelle  il  est  assujetti  à  se  mouvoir,  fournit  matière  à  des  questions 
également  curieuses  et  importantes,  soit  dans  la  mécanique  rationnelle, 
soit  dans  la  mécanique  appliquée;  cette  pression  est  due  à  deux  causes 
qu'il  est  essentiel  de  bien  distinguer  ;  la  première  est  la  vitesse  du  corps  ; 
on  a  vu,  arl.yiS  et  719,  qu'un  corps,  dans  lequel  des  forces  quelconques 
ont  engendré  une  certaine  vitesse,  doit,  si  ces  forces  cessent  d'agir  sur 
Jui  après  la  génération  de  cette  vitesse ,  la  conserver  constamment  et  se 
mouvoir  en  ligne  droite  à  moins  que  quelque  obstacle  ne  l'en  empêche, 
ce  corps  exerce  donc,  en  vertu  de  sa  simple  vitesse,  un  effort  contre 
la  paroi  intérieure  d'un  tube  ou  canal  courbé,  dans  lequel  il  est  forcé 
de  se  mouvoir,  uniquement  parceque  ce  tube  contrarie  sa  tendance 
au  mouvement  rectiligne  :  ensuite  si  ce  même  corps ,  animé  d'une  vites- 
se finie  ,  est  de  plus  soumis  à  l'action  d'une  ou  plusieurs  puissances, 
l'cifet  dont  je  viens  de  parler  se  combinera  avec  celui  de  ces  puissances, 
car,  leur  système  étant  disposé  pour  faire  parcourir  au  corps  ,  s'il  était 
libre,  une  certaine  courbe  déterminée,  elles  s'opposent  autant  que  leurs 
intensités ,  directions,  etc.  peuvent  le  permettre ,  à  ce  qu'il  en  parcoure 
une  autre,  et  par  conséquei.t  le  pressent  contre  toute  paroi  qui  le  fait 
-dévier  de  la  route  qu'il  suivrai  t  en  vertu  de  leurs  seules  actions. 

()S,5.  Je  vais  traiter  d'abord  la  question  de  la  pression  due  à  la  seule 
vîtesse  et  supposer  que  le  mobile  se  meut  uniformément  dans  un  tube 
iXHirbé  d'une  manière  quelconque  ^,  on  a  vu  art.  920  que  ce  corpSj  n'étant 
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soumis  k  l'actian  d'aucune  puissance  extérieure,  ecaiserve,  aans  altéra- 
tion, une  vitesse  qui  lui  est  imprimée,  k  un  point  quelconque  de  la 
directrice,  taegemicllement  à  cette  courbe.  Il  est  aisé  de  voir,  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  de  IVt.  835.  oîi  it  s'agissait  delà  trajec- 
toire libre ,  que  le  point  matériel,  animé  d'une  vitesse  U  avec  laquelle 
il  parcourt  l'élément  de  courbe  ds  rencontrant,  à  l'extrémité  de  ds  j 
un  autre  arc  élémentaire  «z^  qui  fait,  avec  le  prmier,  un  angle  dont  le 

siDus=: (le  rayon  principal  de  courbure,  celui  qui  est  renfermé 

dans  le  plan  de  deux  éléments  de  courbe  consécutifs ,  est  désigné  par  r) . 
Si,  sur  le  plan  qui  renferme  les  deux  arcs  élémentaires  consécutifs  «ireC 

d/  et  le  rayon  r^  on  décompose  U  en  Vi/  |  j |  el  tA.  —  _, 

prises,  respect! veroeot,  dans  la  direction  de  ds'  et  perpendiculaire- 
ment à  cette  direction,  le  corps  exercera  sur  d/  un  effort  normal,  ou 
dirigé  suivant  le  rayon  de  courbure  r^  et  dû  à  la  vitesse  élémentaire 

uds 

laquelle  art.  7 13  et  804  est  représentée,  dans  l'analyse ,  par  \ajhrce 

''^,.        .       U       ds      .           U»  .      ,  ds         „       , 

accélératrice  — —  •  — 5— j  ou  pap ■  j  pufsqu  on  a  — j—  =  U,  valeur 

identique  avec  celle  de  la  force  normal^  déduite  de  l'équation  (2)  de 
l'art.  835  qui  est  applicable  au  mouvement  libre. 

L'autre  composante  ^  1/  |  i |  ne  difft're  de  U  que  d'une 

quantité  comparable  au  sinus  verse  d'un  angle  infiniment  petit ,  ce  qui 
reproduit  le  théorème  de  l'art.  910. 

926.  L'effort  normal  dont  un  corps  est  ainsi  capable  en  vertu  de  sa 
simple  vitesse,  et  qui,  pour  une  masse  constante,  est  proiwrtioimel  à 
Ua 
^  s'appelleyôrce  centrifuge.  Voici  un  autre  moyen  d'arriver  k 

l'expression  de  cette  force  ,  qui  a  l'avantage  de  faire  connaître  immé- 
diatement  sa  direction  dans  l'espace,  et  qui  offrira  d'ailleurs  aux  élèves 
un  exercice  utile  d'analyse  et  de  mécanique. 

Puisque  le  mobile  animé  de  la  vitesse  J]  et  ayant,  en  vertu  de  cette 
vitesse  ,  une  tendance  à  se  mouvoir  en  ligne  droite  ,  presse  la  paroi  du 
canal,  cette  paroi  lui  fait  éprouver  une  réaction  que  l'on  peut  considérer 
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comme  une  puissance  inconnue,  tant  en  intensité  qu'en  direction,  k 
laquelle  ce  corps  est  soumis  ;  je  désigne  cette  puissance  par  JV  et  j'ap- 
pelle n'j  n" ,  n"',  respectivement,  les  angles  qu'elle  forme  avec  les  axes 
des  a:  j  ^  et  »  s  on  a  donc ,  art.  820  , 

X=Nco3.n'j    y=Ncoi.n" j  Z=Nc(».n"'j 


0)  ■ 


d(  —^  \=  Ndt  COS.  n'  j 


=  Ndc  COS.  n"' 


Mais  le  mobile ,  animé  de  la  vitesse  U,  n'éprouve ,  par  hypothèse , 
d'autre  action  que  celle  qui  est  due  à  la  résistance  de  la  paroi  du  tube  et, 
d'après  l'art.  920,  cette  résistance  ne  peut  faire  subir  aucune  modification 
&  la  vitesse  U,  on  a  donc,  ds  étant  l'élément  de  courbe  parcouru  pen- 
dant l'instant  dt,  IJ^  — -r—  ,  d'oii  àt  =  — ==- .  Substituant  cette  valeur 
at  y 

dans  les  équations  précédentes,  prenant  ds  pour  différentielle  constante, 
et  désignant  le  rayon  principal  de  courbure  par  r ,  ces  équations 
deviennent 


1  U'ddx 


}     ds' 

et  on  en  conclut 


=  Ncoa.n'j 


U'ddy 
ds' 


=  Nco».n'r 


inddi 


^2Vcos.n"' 


(3)- 


cos.n    ^- 


cos.  n'  =  - 


ds' 
ddx 


\{dd.rY+(M^)'  +  dd.)\-= 

d^ 

\(ddx)'-Hddj)'  +  (dd!.Y\ 
ddx 


rddx 
~d^  ' 
rddy 

ds*      ' 
rddz 

IF'  ■ 


~  \{ddxY-\-{dd^y^~{dd%Y\'^' 

La  force  centrifuge  se  trouve  ainsi  déterminée  immédiatement  et  in- 
dépendamment de  la  considération  de  Van^U  de  contacts  on  a  >  dé 
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plus  ,  sa  direction  dans  l'espace  ,  et  comme  on  sait ,  par  la  géométrie 
analytique,  que,  r  étant  le  rayon  de  courbure  principal ,  on  a 

-S-^  ,=-  -li L__l — sli i i-J —  et  que  les  valeurs  de  cos.  n' , 

cos.  n" ^  COS.  n'"  sont  celles  des  cosinus  des  angles  respectifs  formés  par 

ce  rayon  et  par  les  axes  des  ^ ,  ^  et  Sj  le  tout  dans  l'hypothèse  de  ds 

17* 
constante,  on  retrouve  la  valeur  iV=: de  l'art,  précédent,  et  les 

autres  équations  (3)  énoncent  l'identité  entre  les  directions  de /■  et  de  N. 
On  peut  observer  qu'en  regardant  la  valeur  et  la  direction  de  N 
Comme  connues  par  l'art,  précédent,  l'analyse  du  présent  article  rt''soud 
fort-simplement ,  par  des  considérations  de  mécanique,  les  problèmes 
de  Géométrie  analytique  relatifs  aux  déterminations  de  la  valeur  et  de 
la  position ,  dans  l'espace,  du  rayon  principal  de  courbure  d'une  courbe 
à  double  courbure. 

De  la  preiBÏOD  totale  qu'un  corpt  fait  éprouTer  \  une  courbe  quelconque ,  sur 
laquelle  il  est  obligé  de  te  mouyoïr,  due  tant  à  t».force  centrifuge  iju'à  l'ac- 
tion de<  puissances  auxquelles  ce  corps  est  tournis. 

927.  La  pression  qu'un  corps  exerce  en  vertu  de  sa  force  centrifuge 
n'est  due,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  ci -dessus,  qu'à  la  simple  vitesse; 
mais,  lorsque  le  mobile  est  soumis  à  l'action  d'une  ou  plusieurs  puis- 
sances, la  pression,  dont  je  viens  de  parler,  n'est  qu'une  partie  de  celle 
qu'éprouve  la  courbe  sur  laquelle  ce  mobile  est  forcé  de  se  mouvoir, 
car  la  résultante  unique  des  puissances  sollicitantes  peut  toujours  se  dé- 
composer en  deux  forces,  l'une  tangentielle  qui,  étant  uniquement  et 
exclusivement  employée  à  faire  varier  la  vitesse,  n'exerce  aucune  pres- 
sion sur  la  trajectoire ,  l'autre  normale  qui  (abstraction  faite  du  frot- 
tement )  n'a  aucune  influence  sur  la  vitesse ,  son  effet  unique  et  exclusif 
étant  de  presser  la  trajectoire.  La  pression  totale  est  donc  la  résultante 
de  cette  dernière  force  et  de  la  force  centrifuge ,  forces  qui  agissent , 
toutes  deux  ,  dans  le  plan  normal  k  la  directrice  à  double  courbure , 
mais  qui  n'ont  pas  les  mêmes  directions  sur  ce  plan. 

Je  désigne  parX"  la  pression  normale  totale  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner, par  R  la  résultante  générale  des  puissances  sollicitantes  Xj  Y 
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et  Z  étant  les  composantes  de  R  respectivement  parallèles  aux  x  ,  y 
et  z  j  par  (9  l'angle  que  forme  H  avec  l'élément  de  courbe  Js  sur 
lequel  le  mobile  se  trouve  au  moment  ou  la  pression /'a  lieu,  je  fais 
JT:=  R  sin.  <9  =  la  composante  normale  qui ,  sans  influence  sur  la  vi- 
tesse ,  a,  pour  effet  unique  et  exclusif,  la  pression  de  la  trajectoire  ,  et 
je  désigne  'p^xf,  g,  h,  respectivement,  les  angles  formés  par  la  direc- 
tion de  U  et  par  les  axes  des  .7:  ^  ^  et  s. 

On  a  R  =  \/x^~if. y  +  z^i  l'équaiion (4)  de  l'art.Sap  donne  la  va- 
leur décos.  &  et  les  équations  (a)de  l'art.  83o  donnent  celles  des  cosinus 
des  angles^j  ^  et  A  ;  Ip  contenu  des  art.  cités  se  rapporte  au  mouvement 
libre,  mais  les  déterminations  dont  je  viens  de  parler  n'en  sont  pas  moins 
indistinctement  applicables  k  la  trajectoire  liùre  et  à  la  trajectoire^r- 
céej  on  a  même,  dans  le  deuxième  cas,  l'avantage  de  pouvoir  déduire, 
immédiatement,  des  équations  de  la  directrice,  toutes  les  valeurs  dé- 
pendantes de  la  position  du  mobile  ,  et  parmi  ces  valeurs  se  trouvent 
celles  de  A',  i^  et  Z  ^  lorsque  dans  l'hypothèse  des  art.  828  et  921  les 
forces  sont  fonctions  des  distances  de  leurs  points  d'application  à  des 
points  fixes  pris  sur  leurs  directions. 

Les  expressions  de  Q  ^f,  g^t  tétant  ainsi  donr.t'es  par  les  équations 
des  articles  829  et  83o,  et  la  valeur,  constante  ou  variable,  de  R  étant 
aussi  supposée  connue,  les  sommes  des  composantes,  respectivement  pa- 
rallèles aux  x,jr  et  z  des  deux  forces  normales  TV  et  IJ,  sont,  en  conservant 
la  signification  donnée,  art.  925  et  926,  aux  lettres  r,  t^  ,n" ,  «"' et  dési- 
gnant la  vitesse  par  c,  cQs.n'-^U  coi.fj COS.  n" -^  H  COS.  g  j 


équations  des  art,  829,  83o  et  <)2.6,  en  observant  que  H  est  la  quantité 
désignée  par  N  aux  art.  829  et  83o ,  et  que  ds  est  pris  pour  la  dilTé  - 
rcnlielle  constante, 

v'dd.r+  X(^y'  +  d!.i)~(Fdr+  Zdz)dx 

ds^- 
(,a  ddj  +  r(^.r'  +  i^â'  )  —  {Xd.r  +  Zdi  )  dy 

di^  '       ■'* 

(■a«/^/s  +Z(flV»  +  d.r^)  —  (Xdx  +  rdj')dt 
di' 
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Soient  K,,  K„,  K,„,  respectivement,  la  i.»*,  la  a.«  et  la  3.» de  ces 
composantes,  A,,  h,,,  ^„/ les  angles  respectifs  formés  parla  pression 
normale  totale  r  et  par  les  x^  jj-  et  »  on  a 

COt.  *,=  — w  ;      C0S.«„=  ~jr  J      COS.  *„/=  —rr-  ■ 

La  valeur  de  la  force  P  peut,  en  observant  que  le  cosinus  de  l'angle 
formé  par  ses  deux  composantes  H  et  JV  a  pour  valeur  cos.ycos.  n'+ 
cos.^cos.  n"  +C0S.  A  COS.  n"'j  et ,  en  désignant  cet  angle  par  À,  se 
mettre,  art.  5i,  sous  la  forme 

(a) ^=  y  H"  +  N^  +  nHN  COS.  À. 

9^8.  Pour  avoir  égard  au  frottement  qui  peut  avoir  lieu  aux  points 
de  contact  successifs  du  mobile  et  de  la  paroi  du  canal  dans  lequel  ce 
mobile  est  enfermé,  il  faut  observer  que  ce  frottement  alieu  uniquement 
en  vertu  des  forces  normales /Z"  et  N,  et  qu'en  appliquant,  au  cas  dont  i! 
s'agit  ici,  les  notions  établies  depuis  l'art.  60Ô  jusqu'à  l'art.  621,  les 
résistances  qui  en  résultent  peuventjFdésignant  un  coefficient  ccmstant, 
être  considérées  comme  les  effets  d'une  puissance  i''Z~'dirigée  suivant  la 
trajectoire  et  agissant  en  sens  contraire  du  mouvement  actuel  du  mobile. 

La  valeur  et  la  direction  de  T"  so\A  données  par  les  équations  (1)  de 
Vart.  précédent,  Fest  un  coefiicient  connu  par  expérience, et  on  devra, 
tant  dans  ta  valeur  de  la  vitesse  c  que  dans  tes  autres  expressions  ana  ■ 
lytiques  dans  lesquelles  entrent  les  puissances»  substituer  aux  compo 

santés  X,  Y,  Z  les  nouvelles  composantes  respectives  X -3 — FTs 

r-  ^FTj  z--^Fr. 

as  as 

On  peut  encore  traiter  la  question  dans  l'hypothèse  de  la  résistance 
d'un  milieu  traversé  par  le  mobile,  résistance  qui  est,  en  général,  une 
force  retardatrice,  tangentielte  comme  la  précédente  et  agissant  aussi 
comme  elle  dans  un  sens  contraire  à  celui  du  mouvement  actuel.  Ainsi, 
1^  étant  le  signe  de  fonction,  il  faudra  combiner,  avecles  forces  desquel- 
les résulte  le  mouvement  ,  la  force  tangentielte  —  '4'iy)  qu'  doit  son 
existence  &  ce  même  mouvement. 

Je  me  borne  à  ces  indications  générales  sur  des  cas  qui  rendent  l'a- 
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nalyse  fort-compliquée,  lorsque  les  forces  qui  entrent  dans  la  compo-' 
sition  de  X,  Fct  Z  sont  dirigées  dans  des  plans  difTérents,  et  qui, 
faisant  dépendre  une  partie  des  causes  auxquelles  les  variations  de  la 
vitesse  sont  dues  de  cette  vitesse  elle-même,  ôtent  les  moyens  de  sim- 
plification fournis  par  l'hypothèse  des  art.  SaS  et  çai ,  en  ne  permettant 
plus  de  regarder  la  valeur  du  quarré  de  la  vitesse  comme  composée 
d'un  terme  constant  et  de  l'intégrale  d'une  fonction  de  la  iormc J\Pdp) , 
dans  laquelle  P  est  fonction  de  p. 

De  la  preision  que  fait  éprouver  à  une  courbe  plane  ,  sur  laquelle  il  eit  oblige 
de  so  mouvoir,  un  point  matériel  sollicité  par  des  forces  quelconques,  diri- 
gées dans  le  plan  de  celte  courbe  ,  en  ayant  égard  ,  tant  aux  actions  des 
forces  qu'à  la  rileise  du  mobile. 

929.  Je  rapporte  les  positions  des  différents  iwinls  de  la  trajectoire 
aux  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  l'axe  des  x  et  celui  des  y  étant 
deux  lignes  de  positions  fixes,  sur  le  plan  de  cette  trajectoire,  dont  le 
point  d'intersection  est  l'origine  commune  de  œ  et  dej' }  la  distance  du 
mobile  à  un  point  fixe  de  sa  trajectoire,  mesurée  dans  le  sens  de  cette 
trajectoire  ,  sera  représentée  par  s. 

Je  décompose  chacune  des  puissances  qui  agissent  sur  le  mobile  en 
deux  composantes  respectivement  parallèles  aux  x  et  aux  y ,  et  je  dé- 
signe par  X  la  somme  des  composantes  parallèles  aux  x  et  par  Y  la 
somme  des  composantes  parallèles  auxj'. 

J'appelle  jT  la  pression  totale  cherchée  qu'éprouve  la  trajectoire  au 
point  oii  se  trouve  actuellement  le  mobile,  au  bout  du  temps  /,JV  étant 
la^re«  centrifuge  qui  représente  la  partie  de  la  pression  due  à  la  vitesse 
du  mobile  ;  et  /7  l'autre  partie  de  la  pression  due  à  l'action  des  puissances. 

Il  est  évident  que  les  pressions  iVet  IT ont  lieu  dans  le  plan  de  la  tra- 
jectoire, puisque  ce  plan  renferme  la  direction  du  mouvement  et  celles 
de  toutes  les  forces  sollicitantes  ;  de  plus  N  et  /^doivent  être  normales 
à  la  trajectoire,  car,  si  on  supposaitque  l'une  ou  l'autre  de  ces  pressions  fit 
avec  la  tangente  un  autre  angle  que  l'angle  droit,  on  pourrair  ramenerson 
effet  à  celui  de  deux  forces,  l'une  normale,  entièrement  employée  k  pres- 
ser, l'autre  tangentiellc;  mais  comme  i'efi'et  delà  dernière  composante, 
pour  presser,  est  nécessairement  nul,  cet  effet  doit  être,  entièrement, 
attribué  à  la  première,  et  la  seconde  est  nécessairement  égale  à  zéro. 

JV 
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N  et  iXoTit  donc  leurs  directions  sur  la  tigme  du  ra^on  de  caufibur«,  et 

la  pression  totale  se  compose  de  leur  somme  W+i7  c'est -à-dire  qu*0D  a 

r=N+n. 

980.  Cette  identité  des  lignes"de  direction  de  iV  et  TTj  q\ii  permet  de^ 
les  composer  par  ion»/7ïe  j  est ,  principalement,  ce  qui  rend  l'analyse  du 
cas  actuel  de  la  pression  d'une  courbe  plane  beaucoup  plus  simple  que 
celui  de  la  pression  d'une  courbe  à  double  courbure  traité  depuis  l'art. 
924  jusqu'à  Tart.  928.  Dans  ce  cas  général  les  pressions  N  et  JI  sont, 
à  la  vérité,  dirigées  dans  un  même  plan  normal,  mais  elles  font  un  angle 
entr'enes  dans  ce  plan  et,  de  là,  la  complication  inévitable  des  formules 
qui  donnent  la  valeur  et  la  direction  de  Z*. 

Cependant  on  peut  déduire  très>aisément  de  ces  mêmes  formules  la 
valeur  de  JTdont  on  abesoin  en  ce  moment^  pour  cela  on  supprimera 
des  équations  de  l'art.  927  tout  ce  qui  a  rapport  à  la  Coordonnée  z  et 
à  la  force  Z  et  on  aura, 

v^ddx  dy        Xdy  —  Tdx 


(')■ 


p'-~^ii~  ~^^dr 


w 


J'observe  que  dans  l'hypothèse  de  ds  conetant ,  r  désignant  le  rayon  de 

courbure,  on  a  ddx  =    — = i  ddy= ,  ce  qui  change 

les  valeurs  précédentes  en 

p=    -dr\JT-^  —ds )' 

d'où ,  en  observant  que  dy'^  -i-  dx*  ;=  ds*, 

t»  Xdv—Fdx 

(3) . . .  r=  i^xT+Kv -^  — -■ 

(4)  .  .  .  cos.lt,^  —p-  =  ■ 

On  voit  que  le  terme  -^  répond  à  celui  qui,  dans  les  formules  géné- 
I  36 


^    r       '            d. 

di'   ^■K=-r  =  - 

dx 
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raies ,  représentait  N  ou  la  force  centrifuge  dépendant  exclusivement  de 

ia  vitesse  ;  le  terme ^— j étant  la  valeur  de  IT  ou  de  la  par- 

tie  de  la  pression  due  à  l'action  des  forces. 

gSi.  Le  problême  que  je  viens  de  r^oudre  est  lié  k  une  théorie  avec 
laquelle  tes  élèves  ne  sauraient  être  trop  familiers;  je  crois  devoir^  par 
ce  motif,  en  donner  une  solution  immédiate,  qui  ne  soit  pas  déduite, 
comme  cas  particulier,  d'une  solution  plus  générale.  Je  remarque  d'abord 
que,  si  des  deux  quantités  TV  et  77  on  ne  voulait  avoir  que  la  force  cen- 
trifuge iV_,  due  à  la  seule  vitesse,  il  suffirait  d'appliquer,  purement  et 
simplement ,  à  deux  éléments  consécutifs  de  !a  trajectoire  plane,  le  même 
raisonnement  qu'on  a  appliqué  art.  Ç25  à  deux  éléments  consécutifs  de 
la  trajectoire  à  double  courbure,  puisque  le  résultat  auquel  je  suis  par- 
venu à  l'art.  ci|é  est  fondé  sur  ce  que  les  deux  éléments  consécutifs  de 
la  trajectoire,  ta  direction  du  mouvement  du  mobile  qui  les  parcourt, 
et  le  rayon  principal  de  courbure  sont  dans  un  même  plan;  ainsi,  dans 
la  trajectoire  plane  comme  dans  la  trajectoire  à  double  courbure,  on  a 

(■) JV=-L-, 

Quant  à  l'identité  de  direction  de  iV  et  77  suivant  la  ligne  du  rayon  de 
courbure,  je  n'ai  rien  à  ajouter  à  ce  qui  à  été  dit,  art.  939,  et  j'ai  en 
conséquence  l'équation 

(a) r=IV+JT. 

Je  vais  maintenant  chercher,  par  des  procédés  immédiats,  ta  valeur  géné- 
rale de  T"  dans  la  trajectoire  ;  cette  valeur  se  composera  du  terme  

et  d'un  autre  terme  qui  sera  la  partie  de  la  pression  due  à  l'action 
des  puissances.     , 

Conservant  la  notation  de  l'art,  929  ,  et  appliquant  aux  puissances 
Xct  Inexactement  les  mêmes  raisonnements  que  j'ai  fait,  art.  820  ou 
art.  821 ,  sur  les  forces  Xj  F' et  Z ,  j'ai  les  é-quations  suivantes ,  dans  le 
cas  du  mouvement  libre,  lorsque  toutes  les  forces  sont  dirigées  dans  un 
même  plan. 
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Ensuite,  si  (e  mobile  est  obligé  de  suivre,  sur  ce  plan,  une  courbe  dé- 
terminée ,  je  considère  la  réaction  P  de  cette  courbe  contre  le  mobile , 
comme  une  force  particulière  qui,  combinée  avec  les  forces  A' et  Y ^ 
réduit  la  question  du  mouvement yow^  à  celle  du  mouvement  libre. 

La  force  J%  d'après  ce  qui  précède  ,  agit  suivant  la  ligne  du  rayon 
de  courbure,  et  pour  fixer  les  idées,  sur  son  sens  d'action,  on  peut  sup- 
poser que  le  mobile  se  meut  sur  la  concavité  de  la  courbe  VMWj  en  ^'S-  "• 
allant  de  M  en  JV  et  exerçant  une  pression  normale  dans  le  sens  N'MN, 
de  laquelle  résulte,  par  conséquent,  une  réaction  dans  le  sens  NMN'j 
l'angle  rAX  étant  celui  des  a;  et  y  positives,  la  réaction  F"  tend  à 
éloigner  le  mobile  de  l'axe -rfX et  k  ie  rapprocher  de  l'axe -rfi^  c'est-à- 
dire  à  augmenter  les  y  et  à  diminuer  les  xj  ainsi  le  cosinus  --7--  de 

as 

l'angle  obtus  X'MN'^  formé  par  MN*  et  par  l'axe  des  x  doit  avoir  le 

signe  négatif,  le  sinus  du  même  angle  qui  est  le  cosinus  de  l'angle 

as 

aigu  yMJV  prenant  le  signe  positif,  toutes  choses  compatibles  avec 

les  valeurs  positives  de  dx^  dy 3  X  et  J'  et  supposant  seulement  la 

relation  de  X  à  J^  telle  que  le  mobile  soit ,  à  l'instant  où  on  considère 

son  mouvement ,  appliqué  contre  la  concavité  de  FMTV.  Les  cosinus 

ày         dx  ,      .  .       .  1  .  > 
j  —  ^^  --jT"  ""^  °^^  signes  contraires  a  ceux  de  cos.  h,  et  cos.  k„, 

équations  (3)  de  l'art.  980,  parcequ'ici  j'emploie  la  r^-action  de  la 
courbe  contre  le  mobile,  au  lieu  qu'à  l'art,  cité  r  représentait  l'action 
contraire  du  mobile  sur  la  courbe  ;  mais  cette  différence  de  signes  n'a 
aucune  influence  sur  la  valeur  ultérieure  de  F. 

D'après  ces  explications ,  et  en  suivant  la  marcIie  de  raisonnement 
de  l'art.  918  on  trouvera  aiscment  que  les  équations  du  mouvement 
forcé  sut  \a  coMThc  y  M  fV ,  ramenées  auras  du  mouvement //ii/-e_,  sont 


(4)- 


Pour  en  déduire  la  valeur  de  F"  je  multiplie  la  1 ."  par  djr,  la  a."  par  dx 
et  je  retranche  la  dernière  équation  produit  de  la  i.'",  ce  qui  donne, 
en  observant  que  d/*  +  dx^  =  ds^  et  prenant  la  v&ieur  de  jT, 
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__    M        \  'à  J         dt       \dl)         Xdy  —  rdx 

7s +  S         ' 

dx    .fdr\       <lr    fdx\      dx'     rdr    </x\      <fe>   Ydy\ 


àx' 


•<^) 


r=J!l_L\^zJ.  +  ^^-^" 


substituant  pour  (à»  sa  valeur  — j— 


^•<^) 


Je    n'ai  supposé    aucune    difFérentielle    constante  et    dans    ce  cas  , 

rfj3                                    Xdy  —  rdx        .    ,      r       , 
r  = ■  le  terme *~i qui  n  est  formé  que 

(</r  ^  eis  ^  ^ 

de  quantités  du  i."  ordre  est  indépendant  de  toute  hypothèse  sur  le 
module  de  difTérentielle,  on  a  donc 

(5) r^^.JmszIit^ 

valeur  identique  avec  celle  de  l'équation  (3)  de  l'art.  pSOjT  .——est  la 

force  centrifuge  ,     — *~ '—   est  la  partie  de  la  pression  normale 

due  à  l'action  des  puissances. 

Moyen  de  faire  décrire  une  courbe  donnée  ik  un  point  matériel ,  lani  le  ren- 
fermer dans  un  tube  ou  canal.  Equation  fondamentale  de  la  théorie  des 
forcet  centrales ,  déduite  dei  condition*  d'équilibre  entre  la  force  centrifuge 
et  l'aclioD  normale  dei  puiitancet  qui  agisient  tat  le  mobile. 

çSa.  Le  mobile  assujetti  h  parcourir  une  courbe  donnée  a  été ,  depuis 
l'art.  917  ,  supposé  renfermé  dans  un  tube  ou  canal  curviligne  ayant  la 
courbe  donnée  pour  directrice  ;  mais  on  peut  remplir  la  même  condi- 


,y  Google 


tion  par  d'autres  moyena  dont  le  plus  direct  et  le  plus  simple  cofi^ste  k 
attacher  ce  mobUe  à  l'exlr^mitc  d'ua  Hl  qui,  pendant  le  mouvement, 
ou  s'enveloppe  autour  d'une  ligne  ou  surface  courbe,  ou  se  développe 
après  avoir  été  d'abord  plié  suivant  une  certaine  courbure. 

Bornant  cette  considération  aux  courbes  planes,  on  conçoit  aisément 
<]ue  si  un  fil  attaché,  par  une  de  ses  extrémités,  à  un  point  d'une  pareille 
courbe  et  enveloppé  sur  une  portion  convexe  de  cette  courbe,  tient  un 
corps  attaché  k  son  autre  extrémité,  en  donnant  à  ce  corps  une  impul  - 
sion,  telle  que  le  fil  se  développesuccessivement  sur  le  plan  de  la  courbe 
en  restant  toujours  tendu ,  le  mobile ,  considéré  comme  un  point  ma  - 
tériel ,  décrira  une  autre  courbe  déterminée.  On  peut  se  donner  la  courbe 
dtveloppé€,en  déduire  la  développante ^  et  réciproquement.  L'emploi 
de  ce  moyen  dans  les  arts  n'est  pas  sans  exemple  ;  le  fameux  Huyghoqs 
s'en  était  servi  pour  obtenir  des  oscillations  isochrones  quelques  fussent 
leurs  amplitudes,  d'aprts  une  théorie  que  j'exposerai  bientôt. 

933-  Le  lil  est  continuellement  perpendiculaire  li  la  courbe  décrite 
et  sa  tension  mesure  la  pression  que  le  corps  ferait  éprouver  à  une 
courbe  matérielle  sur  laquelle  il  serait  obligé  de  se  mouvoir  ;  celte 
tension  mesure  aussi  l'intensité  de  la  puissance  normale  h  la  trajectoire , 
qu'il  faudrait  continuellement  appliquer  au  mobile,  indépendamment 
de  celles  qui  agissent  déjft  sur  lui,  pour  lui  faire  décrire,  Uhement, 
la  même  courbe  sur  laquelle  il  est  obligé  de  se  mouvoir,  quand  il  est 
ou  attaché  à  un  fil  ou  enfermé  dans  un  canal. 

La  valeur  générale  de  la  puissance  normale  dont  je  parle  est  celle 
de /^donnée  art.  917  ;  mais,  en  se  bornant  à  ta  considération  des  trajec- 
toires planes,  la  force  normale  qu'il  faut  substituer  à  la  tension  d'un  fil 
ou  h.  la  résistance  de  la  paroi  d'un  canal,  pour  retenir  un  mobile  sur 
une  courbe ,  donnée  à  l'arlice  981 ,  équation  (6),  a  pour  expression 
y»  Xdj~rdiC 

r     "*"  ds 

Les  puissances  qui  sollicitent  le  mobile  étant  supposées  fonctions  des 

distances  ^e  leurs  points  communs  d'application  à  des  points  fixes  pris 

sur  leurs  directions  respectives,  la  vitesse  c  et  les  composantes  Xet  J^ 

auront  des  valeurs  dépendantes  de  la  position  du  mobile  et  l'expression 

Xdr—¥d.T  .  -  _       . 
-(-  — ^~j pourra  toujours  se  transtormer  en  une  fonction 
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de  Tj^,  et  de  leurs  différeotielles.  Dès-lors  on  a  une  équation  fonda- 
mentale pour  la  détermination  des  trajectoires  planes,  dans  le  cas  du 
mouvement  libre,  en  faisant 

équation  par  laquelle  on  énonce  que  la  force  centrifuge  fait  con- 
tinuellement équilibre  à  l'action  normale —i  ■  ■■--■■  des  forces  , 

et  qu'ainsi  la  trajectoire  est  parcourue  //i«men/ sans  qu'il  soit  néces- 
saire de  retenir  le  mobile  sur  cette  courbe  par  le  moyen  d'un  fil  ou 
d'un  canal  ou  à  l'aide  d'une  force  particulière. 

Digreition  lur  la  vérification  du  principe  de  la  pesanteur  universelle  que  le 
mouvement  de  la  lune  a  fourni  k  Newton. 

984.  Les  premiers  Géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  new- 

toniene  ont  lire  beaucoup  de  parti  de  la  considération  de  l'équilibre 

entre  ta  force  centrifuge  et  l'action  de  la  force  centrale  prise  norma  - 

lemenl  k  la  trajectoire  ;  son  emploi  le  plus  remarquable  est  assuré  • 

ment  celui  qu'en  a"  fait  Newton  lui-même  pour  vérifier  ses  premières 

conjectures  sur  la  loi  de  la  gravitation  universelle;  voici,  à  cet  égard, 

les  explications  que  j'ai  promises  art.  89t.  On  est  assuré,  par  des  moyens 

indépendants  de  tout  système  d'astronomie  physique,  que  la  lune  d*'-- 

crit  autour  du  centre  de  la  terre  une  courbe  qui  peut,  dans  des  calculs 

de  vérifications  sommaires,  être  regardée  comme  circulaire.  Il  est  bien 

naturel ,  lorsque  ce  fait  est  constaté,  de  penser  que  la  lune ,  dont  le  mou  - 

vement  a,  en  vertu  de  son  inertie,  une  tetidanre  continuelle  à  être 

rcctiligne,  est  k  chaque  instant  détournée  de  la  direction  tangentielle 

par  une  force  émanant  du  centre  de  la  terre,  et  ne  variant  qu'avec  la 

distance  de  son  point  d'application  à  ce  centre.  Soit  G  cette  force ,  R  le 

rayon  de  l'orbite  lunaire  et  U  la  vîtesse  de  la  hme  dans  celte  orbite; 

„.        .         "•  Vdx  —  Xfiy      .    „     .  ,        .  ,,         .    •     , 

1  équation  ^  — -j —  ,  de  I  article  précédent,  deviendra,  en 

observant  que  le  second  membre  est  la  somme  des  composantes  des 
forces  prises  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure,  et  représente,  par 
conséquent,  la  force  G^ 
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GptR  étant  constants ,  U  le  sera  aussi  ;  soit  Jj  la  vitesse  angulaire  de 
la  lune»  on  aura  £7  ^  il  ^^  d'oii 

W .G=flic. 

L'angle  ^  décrit  par  le  centre  de  la  lune  pendant  une  seconde  sexag&î  - 
maie  de  temps,  est,  en  parties  du  rayon  des  tables  pris  pour  unité, 
=  0,00000266 16  ;  désignant  par  (>  le  rayon  de  la  terre  on  a  R=6o,i38.  f 

d'oii 

G  =  60,1 38(j^. 
Telle  est  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  que  communiquerait  à  un 
mobile,  en  exerçant,  sur  lui,  une  action  constante  pendant  l'unité  de 
temps,  la  puissance  qui  pousse  le  centre  de  la  lune  vers  le  centre  de  la 
terre,  et  ce  résultat,  fondé  sur  la  théorie  générale  des  forces  centrifuges, 
est  indépendant  de  toute  hypothèse  sur  la  loi  à  laquelle  G  peut  être 
soumis  ;  il  s'agit  maintenant  de  vérifier  s\G  a,  par  rapport  à  ta  pesanteur 
gj  qui  a  lieu  à  la  surface  de  la  terre,  une  valeur  compatible  avec  la  loi 
de  la  raison  inverse  du  quarré  des  distances,  ce  qui  se  réduit  à  vérifier 
■  ^^  ■    (6o,i38)V«" 


Faisant  le  calcul ,  on  a 

3  log.  6o,i38 
log.  ^  .  .  . 
a  log.  y  =  . 
comp.t  log.  g 
sommes  .  . 


=  5,33745 
=  6,8o388 
^7à,85o29 
=T,oo838 


0,00000  =  log.  I . 
Les  forces  G  et  g  sont  donc  réciproques  aux  quarrés  des  distances  de 
leurs  p  'ints  d'application  au  centre  de  la  terre. 

935.  J'ai  dit  k  l'art.  891  qu'on  pouvait  arriver  à  ce  résultat  «  par  la 
«  considération  de  la  différence  entre  la  sécante  et  le  rayon  d'un  très- 
«(  petit  are  de  l'orbite  parcouru  pendant  un  temps  donné,  difïïrence 
1  qu'on  peut,  vu  la  petitesse  de  l'arc,  regarder  comme  égale  au  sinus 
«  verse.  »  G"  moyen  de  résoudre  la  question ,  employé  par  Newton ,  est 
fondé  sur  l'égalité  qui  existe  entre  la  quantité  dont  le  mobile  s'écarte 
de  la  tangente  à  son  orbite  pendant  un  temps  infiniment  petit  dt,  dans 
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le  sens  du  rayon  vecteur ,  et  l'espace  initial  que  la  force  centrale  lui  ferait 
parcourir,  pendant  le  même  temps  et  dans  le  même  sens,  s'il  n^avaic 
point  de  vitesse  autour  du  centre  d'action  ;  or  l'arc  de  l'orf>ite,  décrit 
pendant  i  " ,  peut ,  eu  égard  à  l'extrême  y elitette  de  «a Valeur  angulaire  g, 
être  pris  pour  un  arc  élémentaire  ;  <hi  a  donc  (en  observant  que  7  G  est, 
art.  704,  la  cliute  du  mobile  vers  le  centre  de  la  terre  pendant  l'unité 
de  temps ,  ou  l'espace  que  la  force  cwitrale  lui  ferait  parcourir  en 
exerçant  sur  lui  une  action  constante  pendant  i" ,  sa  vitesse  initieile 
étant  supposée  nulle)  y  G  =i  /î  \sécante  Jj  —  \)  ■=R  sinus  verse  Jj, 
L'espace  7  G  se  trouve  ainsi  exprimé  en  fonction ,  soit  de  la  sécante ,  soit 
du  sinus  verse  de  l'arc  dont  le  rayon  =:/?  et  qui  est  parcouru  pendant  i", 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  à  l'art.  891  ;  et  pour  savoir  si  le  rapport 
de  7  G  à  l'espace  correspondant  7^,  parcouru  par  les  graves,  près  de  la 
surface  de  la  terre,  pendant  la  première  seconde  de  leur  chute,  {rapport 
qui  est  celui  des  forces  G  et  ^)  s'accorde  avec  la  loi  de  la  raison  in- 
verse des  quarrés  des  distances ,  il  ne  reste  qu'à  vérifier  l'équation 

jRsin.  verse  «         9*       ■       r-  ■         „            ,     ■        n^psin.versey 
:■— ■  -■■  =-^  qui  en  faisant /î=«/3  devient — *— r '==1. 

La  propriété  des  petits  arcs  donne  sin.  verse  y  =  7  sin.=  tj ,  ainsi  pour 
procéder,  par  la  méthode  new  tohienne,  à  la  vérification  numérique  qu'on 

trouve  à  la  fin  de  l'art,  précédent,  on  peut,  k  la  formule i-2 — :=  i 

,     .          /j3/>sin."«  ,,  .  ,  ^, 

substituer * ^  =  1,  en  désignant,  par /i,  le  rapport  du  rayon 

de  l'orbite  lunaire  au  rayon  de  la  sphère  terrestre.  On  obtiendra  le  même 
résultat  par  l'une  ou  l'autre  formule,  car  la  valeur  angulaire  de  Jj,  l'unité 
de  durée  étant  la  seconde  sexagésimale,  n'est  que  de  c"j549,  ancienne 
division  du  cercle,  ou  i",6944  nouvelle  division  dans  laquelle  i"  est 
un  millionième  du  quart  de  cercle,  au  moyen  de  quoi  la  cuincidence 
des  valeurs  de  jj  et  sin.  jj,  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité ,  a  lieu 
jusqu'à  la  décimale  du  la.*  ordre  (*). 

("*)  Je  v&i*  donner  la  valeur  rigoureuse  de  la  longueur  du  prolongenrent  du 
rajron  compris  cDirc  la  tangente  et  l'orbite  circulaire ,  et  rapportée  à  une  durée 
quelconque  7* du  mouvement;  la  (angente  est  menée  au  point  de  l'orbile  où  le 
inobile  se  trouve  au  commencement  du  temps  r,  e( ,  pendant  ce  temps  ,  il  a 
parcouru  uo  arc  de  son  orbite  égal  à  iî  Jj  r,  le  prolongement  dont  on  cherche 
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Formule*  diverses  relalîvea  à  la  force  centrifuge  produite  par  le  mouvemeot 
circulaire.  Détermination  de  la  force  accélératrice  due  à  la  peianteur  dam 
lo  cas  où  la  terre  n'aurait  aucun  mourement  de  rotation  autour  de  son  au. 
Valeur  i*  la  Titsate  borizont^e  qui  annulerait  l'effet  de  la  grarité. 

936.  On  peut  donner  à  l'expression  de.la  force  centrifuge  dans  le  cercle 
diverses  formes  propres  à  faciliter  les  conséquences  auxquelles  la  thé- 
orie conduit. 

D'après  la  relation  établie,  par  l'équation  N= de  l'art.  981  , 

entre  les  quantités  N^  c_,  et  Fj  si  T  est  le  temps  total  employé  par  le 
mobile  à  parcourir  le  cercle,  décrit  d'un  rayon  Rj  sur  lequel  il  est  as- 
sujetti à  se  mouvoir  avec  une  vitesse  angulaire  constante  ^,  et  ^la  demi- 

circoaférence  dont  le  rayon  =  i ,  ce  qui  donne  J}  ;=  — m-  j  on  aura 

la  valeur  e«t  donc  #gale4  Jl  J  lécante  (  ^T) — 1  }— Jl-|  TûTT  — ^  1" 

fi-co..(8r)l         lin.TwiedjT)  .  \,T'  _.        , 

^1    co..(8r)     1=      co..(i{r}      ^'  '"'  "''  ^"i^  -ï"*'  ■*"•  **  "" 

d'une  petite  valeur  de  l'angle  ^  x,  qui  permet  de  faire  cos.  (  %  r)  =  ï ,  l'ei- 
preuion  se  réduit  i  il  un-vem  (  ]j  r),  et  cette  réduction  pourra  «'appliquer 
au  cas  de  t=i"  ti  l'angle  ^est,  lui-même,  très -petit.  Mais  ji».  r«rw(  $'')  = 
a  sin.'  (  f  Ij  7}  >  donc  la  valeur  ultérieure  du  prolongement  du  rayon ,  compris 

entre  l'orbite  circulaire  et  la  tangente ,  est   — — 7-:- — r Jl ,  valeur  à  la- 

cos.  i  0  •  J 
quelle  on  peut,  lorsque  ]}  est  très -petit  et  r  égal  à  l'unité  >  substituer  l'ei- 
pression  j-itsin.*  Jj  au  moyen  de  quoi  il  est  permis  de  changer,  comme  je  l'ai  fait 

,        ,  «•p  sin.  vers.  H  n'Psin.'H       ™     . 

dans  le  texte ,  * — \ en î =-  .  Plus  le  temps  T  sera  petit 

et  ptusl'cspace  ~ri — \ —  ^  »  <'«pp™<:licra  d'être  rigonreuiement  égal 

à  la  cliate  du  mobile  dans  la  direction  du  rayon  vecteur,  correspondante  à 
la  durée  X  de  l'action  de  la  puissance,  telle  qu'elle  aurait  lieu  si  ce  mobile  était 
attiré ,  pendant  ce  temps  T,  sans  avoir  eu  de  vitesse  initiale  ;  lorsque  T  est  in- 
finiment petit,  ouégalfcift,  — --■■  yyt--it  devient-^  |j' Jlrfï»  etapourva- 
cos.  ^  (j  »  j 

leur  \Qdt*  ,  valeur  qui  se  déduit  aussi,  soit  de  l'équation  (s)  de  l'art.  934,  soit 
des  formules  générales  du  mouvement  varié. 
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«Lorsque  plusieurs  mobiles  décrivent  uniformément  des  cercles  de 
«  mêmes  rayons,  leurs  forces  centrifuges  sont  réciproques  aux  quarrés 
«  des  temps  qu'ils  emploient  à  faire  leurs  révolutions,  et  si  ces  temps 
«  sont  égaux  ,  les  forces  centrifuges  sont  proportionnelles  aux  rayons 
«  des  cercles  décrits». 

Soit,  encore,  ffla  hauteur  due  à  la  vitesse  /fy,  ou  ï/,on  aura  V^^s-gll, 
en  désignant,  'çar g,  la  force  accélératrice  de  la  pesanteurà  la  surface 

V* 
de  la  terre ,  et  l'équation  N  =  — 3-  j  se  changera  en 

w ^=-^«-- 

937.  L'équation  (i)  de  l'article  précédent  aurait  pu  se  déduire  de 
l'équation  (3)  de  l'art.  890  appliquée  au  cas  ou  les  circonstances  initiales 

du  mouvement  d'une  planète  la  déterminent  à  décrire  un  cercle  ; 

représente,  dans  ce  cas,  la  force  centrifuge  N,  le  demi-axe  a  représente 

Je  rayon  /f  et  on  a,  par  l'équation  citée,  — —  =       rpZ —  •  «• 

La  vitesse  d'une  planète  ainsi  assujettie  à  décrire  un  cercle  est,  équation 
(2)  de  l'art.  894,  (en  introduisant,  dans  cette  équation,  la  conditions  ^r) 

égale  à  1/ ou  à  1/  — —  •  «_,  expression  équivalente  à  p^ifR  qui , 

est  la  valeur  Z/dans  les  formules  de  l'article  précédent. 

Cette  vitesse  V  avec  laquelle  le  mobile  se  meut  sur  la  circonférence 
du  cercle  qu'il  parcourt ,  est  la  même  qui  lui  a  été  imprimée  au  premier 
instant  de  son  mouvement  tangentiellement  au  cercle  ou  perpendiculai- 
-  rement  au  rayon  ;  et  j'observe  que  cette  condition  de  l'angle  droit  entre 
l'impulsion  intiale  et  le  rayon  vecteur  initial,  dans  le  cas  des  trajectoires 
circulaires  des  planètes,  est  expressément  énoncée  parles  équations  (i) 
de  l'art.  908  et  (2)  de  l'art.  909  ;  en  effet  posant  a  =  R,  dans  la  prç  - 
mière  équation,  oaa  k  =  RU^;  cette  valeur  étant,  ensuite,  introduite 
dans  l'autre  équation ,  dont  le  s..'  membre ,  est  par  l'état  de  la  question 
égal  à  zéro,  puisque  ,  dans  le  cercle,  l'eicentricitè  e  est  nulle,  on  en 
déduit  sin.ft  =  +  i. 
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pSB.  La  terre  faisant ,  art.  676  ,  une  révolution  sydérale  autour  de 
son  axe,  en  86164"  ^^  temps  moyen,  un  point  quelconque  de  sa  sur- 
face a,  art.  986,  équation  (i)  dans  le  plan  du  parallèle  sur  lequel  se 

le 


trouve  ce  point ,  une  force  centrifuge  N  =  t ôT^ —      |  ^^- 

rayon  B  du  parallèle  >  est  dans  l'hypothèse  de  la  sphéricité  de  la  terre, 
égal  au  produit  du  rayon  d'un  grand  cercle  par  le  cosinus  de  la  latitude 
et  la  valeur  précédente  devient,  art.  a.65,  L  étant  la  latitude, 

(i) . .  iV=  |r-^^^i|^  Yx6366i98»"  (  cos.Z  =  o,o33853  COS.  Z 

la  direction  de  cette  force  iVfait  avec  la  direction  de  la  pesanteur,  un 
angle  égal  à  celui  de  la  latitude,  ainsi  son  action  dans  le  sens  de  la  ver- 
tical, action  que  Je  désigne  par  N',  a  pour  valeur 

(2) iV'=  o.o33853  C08.»  L. 

Cette  force  N'  est  l'excès  de  la  pesanteur  qui  aurait  lieu  si  la  terre  n'avait 
aucun  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe,  sur  la  pesanteur  ré- 
sultant de  l'attraction  de  la  terre  combinée  avec  la  force  centrifuge  ; 
soit  g^  cette  pesanteur  hypothétique  et  g  la  pesanteur  effective,  on  a 

(3) #'=^  +  0,033853  co8.»£. 

On  peut,  pour  plus  d'exactitude,  avoir  égard  aux  variations  de^,  à 
différentes  latitudes;  je  ferai,  en  conséquence,  comme  à  l'art.  709, 

g  =  9,77980  +  o,o5 174.  sin.»  Lj 
et  introduisant  cette  valeur  dans  l'équation  (3) ,  on  a 

(4) ^=  9,8i365 +0,01789  sin.»i^" 

BOUS  i'équateur,  où  cos.  L=i,g'  surpasse  g  de  la  valeur  entière  de 
N'  =  o,'^o2Z%B ,  c'est-à-dire  que  la  force  centrifuge  diminue  de 
o,™o3385  la  vîtesse  qu'un  grave  acquerrait  pendant  la  première  seconde 
de  sa  chute  si  la  terre  ne  tournait  pas;  cette  diminution  est  d'environ  ryj 
de  ^.  Au  pôle,  où  sin.  £  =  i,  et  cos.i^o,  on  a  N'  =  o  et g^ ^ g, 
ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  la  force  centrifijge  devant  être  nulle  pour 
tous  les  points  placés  sur  l'axe  de  rotation. 

N  3.11 

989.  L'équation  (a)  de  l'art.  g!S6  donne—  =  —  ^—  j  et,en-8ap- 

posant  N=g,on  a  H=~  R  j  ainsi  «  lorsque  la  vîtesse  constante  du 
«  mobile,  sur  le  cercle  qii'il  e$t  obligé  de  décrire,  sera  celle  qu'acquerrait 
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«  ce  mobile  vn  tombant  d'une  hauteur  égale  à  ta  moitié  du  rayon  du 

«  cercle,  sa  force  centrifuge  sera  égale  à  son  poids». 

/I  étant  le  rayon  du  glob«  terrestre  ,  si  un  corps  étoit  lancé  dans  le 
plan  de  l'équatpur,  près  de  la  surface  de  la  mer,  avec  une  vitesse  hori- 
zootale  =:J^^,  ce  corps,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ferait,  en 
vertu  de  sa  force  centrifuge,  pour  s'éloigner  du  centre  de  la  terre,  un 
efTbri  égal  k  celui  que  l'attraction  terrestre  eiercerait  sur  lui  pour  le 
rapprocher  du  même  centre;  il  devrait  donc,  (dans  l'hypothèse  oiison 
mouvement  aurait  lieu  dans  le  vide)  se  maintenir  constamment  dans 
une  orbite  circulaire  et  devenir  un  satellite  de  la  terre. 

Cette  proposition  se  déduit  fort-simplement  des  équations  (i)  de  l'art. 
908  et  (a.)  de  l'art.  909,  qui  se  rapportent  au  mouvement  elliptique 
des  planètes  ;  si  on  y  introduit  les  conditions  de  l'orbite  circulaire  a^R 
et  sin.  ft  =  i,  dont  l'autre  condition  e  ^o  est  une  conséquence,  on  a 

Z7=|/~=  1/^-4—  -  f/î  lor-s^est,  arl.889,lafo^ceaccéléra- 
trice  àia  distance  VT du  centre d'nction.etl/  I  -—— .\R  lest,  art. 7o3, 

la  vitesse  qu'acquerrait  le  mobile ,  animé  de  cette  force  accélératrice 
supposée  constante ,  en  tombant  sur  le  centre  d'actioa  de  U  hauteur  \  R, 

c'est-à-dire  quel/ -^  ^  est  la  vitesse  due  à  la  hauteur  \  R  lorsque  la 

pesanteur  a  pour  mesure  la  force  accélératrice  résultant  de  l'attraction 
exercée  à  la  distance  R. 

Sous  l'équateur,  t^/S=  J/9,7796  X  6376466  =  7896",9;  ainsi  la 
vitesse  qu'il  faudrait  imprimer  à  un  corps,  pour  rendre  sa  force  Centrifuge 
, égale  à  sa  pesanteur,  est  égale  fa  environ  16  fois  celle  d'un  boulet  au  sortir 
de  la  bouche  du  canon  (vitesse  que  je  suppose  de  5oo™)  et  a  ly  fois  celle 
dont  un  point  de  l'équateur  est  animé  en  vertu  de  sa  rotation  autour  de 
l'axe  de  la  terre ,  cette  dernière  vitesse  étant  de  46S  mètres.  (La  seconde 
sexagésimale  est  prise  pour  unité  de  temps). 

Obtervationi  et  eiemple  relatîfi  i  l'effet  que  protlilit,  fw  nu  mobile  aiAtjelli 
à  parcourir  une  ligue  doRuée  ,  la  solution  de  continuité  de  la  direction  de 
c«t(e  ligav.  Propriété*  généralee  du  mournBent  d'iut  coif  ■  petaot  amjetii 
à  parcourir  une  courbe  Ëse  quelconque. 

940.  Tflijt  cç  que  J'si  du,  depuis  l'art.  917  wr  k  mogvemeaft  d'un 
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point  matériel  assujetti  &  parcourir  une  Hgne  donnnée,  suppose  ^ue  ia 
courbure  de  cette  ligne  est  assujettie  à  la  loi  de  continuité j  sans  cette 
condition,  la  valeur  générale  de  la  vitesse,  art.  919116  serait  pas  admis* 
sible,  cette  valeur  n'étant  applicable  qu'au  cas  oii  les  variations  de  v, 
sont  dues  uniquement  aux  actions  fies  puissances  ,  de  telle  sorte ,  que 
lorsque  les  paissances  sont  nulles,  la  vitesse  initiale  se  conserve,  art. 
9S0  quelle  que  soit  la  forme  de  la  trajectoire  ;  or  ces  propriétés  ces- 
seront d'appartenir  au  mouvement  dès  que  la  trajectoire  aura ,  sur  sa 
trace,  une  ou  plusieurs  couples  de  lign^  ou  d'arcs  formant  des  angles 
iînis  à  leurs  points  de  réunion.  La  vitesse  du  mobile  éprouvera  un  chan- 
gement brusque  et  fini ,  Jt  chacun  des  sommets  de  ces  angles ,  qui  ne 
permettra  plus  de  lui  appliquer  les  formules  générales  ci  -  dessus  dé  - 
montrées. 

941.  Je  vais  ,  pour  éclaircir  ces  propositions  générales  ,  doimer  un 
exemple  simple  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  ligne  ^con- 
tinue  qu'on  pourra  aisément  comparer  avec  le  cas  analogue  de  mouve- 
ment sur  une  ligne  continue.  Soit  un  système  de  tubes  rectilignes  nns 
bout-à-bout  de  manière  &  former  une  portion  de  polygone ,  dont  les 
côtés  peuvent  être  ou  n'être  pas  dans  le  même  plan  ;  je  suppose  que 
ce  système  se  trouve  mis  dans  une  position  fue  et  telle  que,  si  par  un 
sommet  d'angle  quelconque  du  polygone ,  on  mène  un  plan  horizontal , 
les  deux  eûtes  adjacents  à  ce  sommet  d'angle,  se  trouvent,  l'un  au-dessus 
et  l'autre  au-dessous  du  plan  dont  je  viens  de  parler,  avec  U  condition 
qu'on  n'ait  nulle  part,  dans  le  polygone,  un  câté  vertical  ayant,  pour 
prolongement  inférieur,  un  c6lé  horizontal. 

Dans  cet  état  des  choses  un  point  matériel  pesant  introduit,  dans  le 
tube  poligone,  par  l'ouverture  supérieure,  descendra,  en  suivant  le  péri- 
mètre de  ce  poligone,  jusqu'à  l'issue  inférieure  et  il  s'agit  de  déterminer 
les  circonstances  de  son  mouvement  ;  je  supposerai  que  la  vitesse  initiale 
et  le  frottement  sont  nuls. 

Je  désigne  les  côtés  contigusdu  polygone  pan.';  a.*,  3.*, etc.  n.«  côté 
en  commençant  p»r  le  côté  sup^ieor  qui  est  le  i.**  côté.  J'appelle 
h'f  h" ,  h"' ,  etc.  A(»),  («)  étant  un  numéro  d'accentuation)  les  différences 
de  niveau,  respectives,  ratre  les  points  extrêmes  du  i.",  du  a.«,  du  3.* 
etc.  du  n.*  côté,  d'^  a", a/",  etc.  £>("},  les  aogles  que  forment  entr'euK 
\e»  côtés  contigus  de  manière  que  l'angle  numéro  ("^  ou  a<"),  soit  celui 
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que  forme  le  côté  numéro  n  avec  le  côté  (n+i);  enfin  ^("î  est  la  vîteses 
dont  jouit  le  mobile  au  point  inférieur  du  côté  n."  (n)  avant  d'avoir 
changé  de  direction,  et  A^/"*)  est  ce  qui  devient,  à  l'instant  même,  cette 
vitesse  par  l'effet  du  changement  de  direction  ou  de  l'angle  que  forment 
entr'éux  les  côtés  n.°'  (ra)  et  (n  + 1  ), 

On  a  une  relation  immédiate  entre  les  vitesse  FM  et  F/"),  par  I* 
décomposition  de  la  vitesse  ^C°)  en  deux  autres  dont  l'une  soit  perpen- 
diculaire au  côté  numéro  (n+t)  et  l'autre  dirigée  suivant  ce  côté  ;  ta 
première  composante  sera  détruite  (le  mobile  est  supposé  entièrement 
dépourvu  d'élasticité  )  et  la  seconde  qui  aura  pour  valeur  FW  cos.  «at») , 
sera  la  vitesse  au  point  supérieur  du  côté  numéro  (n+i)  ainsi  on  aura 

(i) F,m  =  FWcos.(DM. 

La  vitesse  FW ,  qui  est  celle  du  mobile  au  bas  du  côté  n."  (/i) 
dépend  de  la  vitesse  /^/°~0  correspondante  au  point  supérieur  de  ce 
côté  et  de  la  vitesse  engendrée  par  la  pesanteur  pendant  que  ce  même 
côté  a  été  parcouru  ;  op  a  art.  779,  et  701  équation  (3) 

(2) (Fmy^{F,(—'))^+!tgM'^^j 

ou  en  observant,  équation  (i),que  ^,C"-0=  ^C  — >)  cos.  oC"») 

(3) (rW)»^  {n''-i?cos.«(«>r*))«  +  a^-ÂWy 

si  partant  de  la  valeur  F'  =  y  2g/^  ,  on  forme  successivement,  d'après 

cette  équation,  les  expressions  de  F"j  F'",  etc.  en  substituant  toujours 

dans  l'une  quelconque  de  ces  expressions  la  valeur,  en  A  et  a» ,  de  la  vitesse 

du  numéro  impiédiatement  inférieur,  on  parviendra  à  l'équation  générale 

hW 

+  AC"-»>cos.»(y(''-') 

+  At° ~ »)  cos.»  «ïC- »3  COS.*  fi)C° -  0 

+ A(°  ~  3)  COS.»  «C"  3)  COS.»  »£""»)  COS.»  «C"  -  0 

+  etc. 

+  A'cos.»(u'cos.*G>"  .  .  .  COS.'fijt"— l), 

942.  Cette  équation  rend  très  -sensible  l'influence  qu'a  sur  le  mouve- 
ment la  solution  de  continuité  de  la  ligne  parcourue  ;  le  corps  arrivé 
au  bas  du  polygone  est  descendu  d'une  hauteur  =  A'  +  h"  -f  etc. ,  et 
s'il  eût  suivi ,  pour  descendre  d'une  pareille  hauteur,  la  direction  d'une 
'  seule  droite  verticale  ou  inclinée ,  le  quarré  de  sa  vUesse  ou  sa  force  vivO 


(4)...(rW).  =  i^ 
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au  point  inférieur  (sa  masse  est  censée  :=  i)  aurait  été,  art.  768,  égale  à 
a.g{k'  ^-h"  +  A'"  +  etc.  +  AC°J). 
La  perte  de  force  vive  est  donc 

{AC"-0(,_cos.»<aC"-='J) 
+  /iC"-a)(l— COS."  »("-=)  COS.»  fiïC-ïi) 
+etc. 
+A'(i — COS.* ry  COS.» fi>"  ....  cos-^oîC-»)). 

et  on  peut  disposer  les  angles  o  de  manière  à  donner  à  cette  perte  de 
force  Y've  une  valeur  arbitraire  entre  o  et  s.g{k'  +  h"  +  etc.). 

Le  cas  de  la  perte  de  force  vive  nulle  est  celui  de  »'=o,fi>"=o,fiï"'=o, 
etc.  ;  tous  les  côtés  du  polygone  sont  dans  la  même  direction  et  on  a 
C03.  »'  ^  I  j  COS.  ca"  =  i ,  etc.  la  vîtesse  au  bas  de  la  chute  est 
J/]  sg(k'+h"  +  etc.)  +  AC")j  conformément  k  la  théorie  du  plan  incliné. 

943.  On  peut  supposer  que  chacun  des  côtés  du  polygone  et  chacun 
des  angles  aigus  que  ce  côté  forme  avec  le  côté  qui  le  précède  et  celui 
qui  le  suit  sont  infiniment  petits ,  le  nombre  de  ces  côtés  étant  infini  ; 
on  aura,  dans  ce  cas,  une  courbe  à  simple  ou  double  courbure;  tous 
les  cosinus  qui  entrent  dans  le  2.*  membre  de  l'équation  (4)  de  l'art.  941, 
deviendront  égaux  à  Tunité ,  et  il  restera ,  dans  ce  a.*  membre ,  la 
somme  des  hauteurs  élémentaires  dont  le  mobile  s'abaisse  en  parcourant 
chaque  élément  de  la  courbe  ;  ainsi ,  S  étant  la  différence  de  niveau 
entre  les  deux  points  extrêmes  de  cette  courbe,  la  vîtesse  finale  aura, 
pour  valeur ,  l/'igH. 

944.  On  voit  par  ce  résultat  que  lorsqu'un  mobile  pesant  descend  d'un 
plan  horizontal  supérieur  à  un  plan  horizontal  inférieur,  il  acquiert,  au 
bas  de  sa  descente,une  vîtesse  due  à  la  distance  verticale  des  deux  plans, 
quelle  que  soit  la  courbe  qu'il  ait  suivi  dans  sa  marche,  pourvu  que 
cette  courbe  soit  continue. 

Propriété*  géoérales  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  atsujetii  à  par- 
courir une  courbe  quelconque  fixe  et  continue. 

945.  L*  théorème  de  l'article  précédent  auquel  )e  suis  parvenu  en 
considérant  une  courbe  à  double  courbure  comme  la  limite  d'un  poly« 
gone  dont  les  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  va  se  dédui  re 
fort-aisément  de  la  valeur  générale  de  la  vitesse,  art.  919. 
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Four  donner  plus  d'iteodue  aux  conséquences  que  j'ai  à  tirer  de  cette 
valeur,  )e  prends  te  cas  d'un  tube  ou  canal  fixe ,  k  simple  ou  double 
courbure,  ayant  la  forme  d'un  syphoH  renversé,  placé  entre  deux  plans 
horizontaux,  de  manière  que  ses  deuK  extrémités  soient  dans  le  plan 
supérieur  et  que  sa  directrice  aoit  tangente  au  plan  inférieur;  les  deux 
branches  ascendantes,  qui  peuvent  être  ou  n'être  pas  semblables,  n'étant 
assujetties,  dans  leurs  courbures  particulières  et  dans  leurs  réunion,  qu'à 
la  loi  de  continuité.  Je  suppose  que  le  plan  horizontal  inférieur  est  celui 
des^Tj^jCt  je  place,  au  point  de  contact  de  la  directrice  avec  ce  plan, 
l'origine  des  coordonnées  a:  _, j' et  s  ^  les  i  positives  se  comptant  de  bas 
en  haut. 

g  continuant  à  désigner  la  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur,  on 
aura  à  introduire  dans  l'équation  de  l'article  cité  les  valeurs  X=Oj 
T^  OjZ  =  —  ffj  ce  qui  donnera 

(0 t^=U»  —  igsj 

si  le  point  matériel  est  introduit  dans  le  ayphoa  par  une  de  ses  extrémités, 
qui  se  trouvent  dans  le  plan  horizontale  supérieur ,  sans  vitesse  initiale , 
on  aura,  H  étant  la  distance  verticale  entre  les  deux  plans,  les  valeurs 
simultanées  *•  s=  o^  a  =:  flj  d'oii  U"  =  2gS  et 

(a) P>=2g{H~x)j 

lorsque  le  mobile  sera  parvenu  au  plan  horizontal  inférieur,  ou  plan  xj-f 
on  aura  «  =  Oj  et  la  vitesse  acquise  sera  y'ag'JTj  égale  à  celle  que  le 
corps  aurait  acquise  en  tombant  par  la  verticale  menée  entre  les  deux 
plans,  résultat  identique  avec  celui  des  art.  948  et  944. 

Le  mobile  entrera  donc  dans  la  branche  ascendante  du  syphon,  par 
son  point  le  plus  bas,  avec  la  vîtesse  V xgnj  pour  déterminer  son 
mouvement  sur  cette  branche ,  il  faut  en  conservant  les  significations  des 
lettres  v^  z ,  g  et  ZT  introduire  ,  pour  condition,  dans  l'équation  (i) 
ci -dessus,  que  lorsque  «=  o^  on  a  c*  =  s,gHj  cette  condition  donne 
encore  U^=igJl€t  la  même  équation  v»=  2g(H — i)  est  applicable 
tant  au  mouvement  de  descente  qu'au  mouvement  d'ascension. 

946.  J'observe  d'abord  que  la  valeur  de  c  n'ëtant  donnée  que  par  la 
coordonnée  verticale  «^  la  vitesse  est  indépendante  de  la  courbure  de 
syphon ,  qui  n'est  assujettie  k  d'autre  condition  que  celle  de  la  continuité; 
cette  vitesse  est  déterminée  uniquement ,  «oit  dans  Tune  ^ij  dans  l'autre 

branche 
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branche  du  syphon,  par  la  distance  verticale  du  mobile  au  plan  horizon- 
tal, passant  par  le  point  le  plus  bas  de  la  directrice  du  syphon  et  qui 
doit  ^re  tangent  à  cette  directrice  pour  que  la  loi  de  continuité  ne  soit 
pas  violée  à  la  réunion  des  deux  branches- 

Si  on  suppose  Jï  =  s  on  a  f  =:  o;  cette  valeur  est  donnée ,  par  l'état 
de  la  question ,  à  l'entrée  de  la  branche  descendante,  et  par  l'analyse, 
à  l'eitrémité  supérieure  de  la  branche-ascendante,  où  la  vitesse  acquise 
au  bas  du  syphon  se  trouve  éteinte  ;  le  mobile,  arrivé  au  haut  de  cette 
seconde  branche,  doit  donc  commencer  k  redescendre,  en  vertu  de  la 
pesanteur,  la  branche  ascendante  devenant  descendante  et  réciproque- 
ment ,  la  relation  entre  c  et  2  continue  à  élre  exprimée  par  l'équation 
f  =:(^a^f  JT— *J  j  et  on  voit  que  le  mobile  aura  des  oscillations  con- 
tinuelles qui  embrasseront  l'étendue  entière  du  syphon  et  le  lui  feront 
parcourir  tantôt  dans  un  sens  tantôt  dans  l'autre. 

Les  limites  de  sa  marche  sont,  d'ailleurs,  indiquées  immédiatement 
par  l'équation  c  =  y 2g {H — £)  qui  rend  c  imaginaire  lorsque  z  >  //. 

947.  J'ai  supposé  que  la  tangente  au  point  inférieur  de  la  directrice 
était  horizontale  ;  mais  cette  condition  n'est  pas  nécessaire  pour  faire 
remonter  un  point  matériel  k  une  hauteur  verticale  ffj  le  long  d'une 
courbe  quelconque  continue  en  lui  imprimant,  au  point  le  plus  baset 
dans  le  sens  du  premier  élément  de  cette  courbe,  une  vitesse  initiale 
y^igSf  car  on  a  vu  que  la  détermination  de  la  constante  C  de  l'équation 
v*=iC — iigz,  d'après  la  valeur  de  cette  vitesse  initiale,  est  indépen- 
dante de  la"  direction,  par  rapport  W  l'horizon,  suivant  laquelle  elle  est 
imprimée  et  suppose  seulement  qu'elle  est  tâi^entielle  à  la  directrice. 

Ainsi ,  généralement ,  un  point  matériel  pesant ,  partant  d'un  plan  ho  - 
rizontai  supérieur  et  descendant  le  long  d'une  courbe  quelconque,  jusqu'à 
un  autre  plan  horizontal  inférieur,  a  acquis,  lorsqu'il  y  est  arrivé,  une 
vitesse  due  à  la  distance  verticale  de  ces  deux  pians  ;  et  en  imprimant 
cette  vitesse  au  mobile,  tangentiellement  à  une  autre  courbe  quelconque 
le  long  de  laquelle  il  puisse  remonter  jusqu'au  plan  supérieur,  il  y  re- 
montera et  lorsqu'il  s'y  trouvera  sa  vitesse  sera  éteinte. 

948.  Tels  sont  les  théorèmes  généraux  annoncés  à  la  fin  de  l'art.  781  ; 

lequel  article  contient  les  théorèmes  analogues  applicables  aux  trajeç. 

toires  rectilignes.  Ces  mêmes  théorèmes  généraux  fournissent  auesi  un 

exemple  à.  Ift  théorie  démontrée , art.  9*1  et  92*.  ,Ep  effçt,  |a  vitesse 

.  ■  »6  , 
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clant  nulle  sur  le  plan  supérieur  qui  représente  la  surface  de  laquelle! 
on  suppose,  à  l'article  cité,  que  le  mobile  doit  partir,  on  a  V'^so, 
rcquation{2),  de  l'article  91a,  a  la  forme  »'>^o+a{ — gz+gH),  d'oU 
Ç= — gi^Ç'^ — gH,eX  l'équation  Ç — (/^ode  la  surface  de  départ 
devient  — fis+gffT=o,  qui  est,  en  effet,  l'équatiort  du  plan  supérieur. 
Le  (juarré  de  la  vitesse,  au  plan  inférieur,  est  2^  A,  d'où  f^'^=:zgffj 
et  l'équation (3) de  l'art,  cité  prend  la  forme  1^  =  2^//+ 2 ( — gi  +  o)  y 
d'ofï  Q"=o,  ce  qui  réduit  Véquatioii  Q —  P"  =  o,  de  la  surface  à  la- 
quelle  le  mobile  doit  arriver,  à  — ^3=0,  équation  du  plan  horizontal 
'  inférieur  sur  lequel  se  trouve  l'origine  des  coordonnées  verticales  z.  J'au- 
rais donc  pu  Conclure  immédiatement,  du  contenu  de  l'art.  922,  tout 
ce  qui  a  été  démontré  depuis  l'article  944. 

Défiiiiiion  du  pendule  simple.  Propriété!  cle  son  mouvement  dans  le  vide.  Ifs 
ampliludes  dps  oscillalîous  étant  quelconque.  Vitesses  absolue  et  angulaire. 
Tension  au  Bl. 

949.  On  apY>e\\e pendule  simple  un  corps  ou  point  matériel  pesant, 
suspendu  à  un  point  fixe  par  le  moyen  d'un  fil  parfaitement  flexible  et 
inextensible ,  fîl  dont  ta  masse  est  supposée  assez  petite  pour  qu'on  puisse 
la  regarder  comme  nulle. 

Ce  pendule,  étant  écarté  de  la  situation  verticale  et  livré  h  la  pesan- 
teur ,  sans  vitesse  initiale  ,  décrira  ,  dans  A>n  niouvement ,  des  arcs  de 
cercles  sitbés  dans  le  plan  vertical  ;  passatit  par  le  point  de  suspension 
et  par  la  direction  initiale  du  fil  ;  oh  prouvera  cette  proposition  en  em- 
ployant un  raisonnement  semblable  Ji  celui  dont  je  me  suij  servi,  art. 
%a,6  et  86a,  pourdéniorrtrer  que  les  trajectoires  des  projectiles  pesants 
sont  des  courbes  pleines.  Les  puissances,  qui  agissent  sur  ce  mobile,  sont 
ici  la  pesanteur,  el  la  résistance  du  fil  représentant  nne  force  attractive 
émanée  du  point  de  suspension  ;  ces  deux  forces  sont  évidemment,  à 
rhacjne  instant,  dirigées  dans:  un  plan  vertical  passant  )iar  la  direction 
en  (il  et  par  le  point  de  suspension  ;  or  ce  plan  vertical  ne  pourrait 
changer  de  position,  autour  du  point  de  suspension ,  qu'en  vertu  d'une 
forcé ,  agissant  sur  lé  nvobile ,  avec  laquelle  il  ferait  un  angle  fini ,  et  il 
eât  manifesta ,  la  vitesse  irritiule  étatti  nulle ,  qu'un«  pareille  fbrce,  dès 
^l'eHe  n'eiiste  pas  dans  le  premfier  instant  du  mouvement ,  ne  peut 
tftmtt  éiins  auËub  défi  inst&nts  Suivants ,  et  ta  mèm«  propriété  aaratt 
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lieu  si  le  mobile  recevait  une  impuluon  initiale  dirigée  dans  le  plan  dont 
je  viens  de  parler.  (  La  question  du  mouvement  d'up  pendule  qu'on 
fait  dévier  du  plan  vertical  passant  par  le  point  de  suspension  et  par 
la  direction  initiale  du  fil,  sera  traitée  à  la  fin  de  cette  section). 

95o.  Le  ijnouvement  du  pendule  simple  est  donc  identique  avec  celui 
qu'aurait  le  mobile  si  on  l'assujettissait  k  parcourir  un  arc  de  cercle  fixe, 
situé  dans  un  plan  vertical  décrit  du  point  de  suspension ,  comme  centre 
et  d'un  rayon  égal  k  la  longueur  du  pendule.  Orj'ai  démontré  art.  945  et 
946 qu'un  mobile  pesant, dans  ce  cas,  partant  d'un  point  situé  à  une  hau- 
teur verticale  A,  au-dessus  du  point  le  plus  bas  de  sa  trajectoire,  avait 
acquis,  arrivé  &  ce  point  inférieur,  une  vitesse  due  à  la  hauteur  6  , 
et  remontait  de  .l'autre  cOté  du  même  point  inférieur  jusqu'au  pla» 
horizontal  renfermant  son  point  de  départ  ;  que  là ,  sa  vitesse  étant 
épuisée,  il  prenait  un  mouvement  rétrograde  et  redescendait  au  point 
le  plus  bas  pour  remonter  ensuite  au  point  de  départ,  ou,  sa  vitesse 
devenant  encore  nulle,  il  se  retrouvait  dans  son  état  initial ,  et  ainsi 
de  suite. 

Le  corpa,  en  parcourant  chacun  des  arcs  qui  qont  placés  de  part  et 
d'autre  du  point  le  plifs  bas^  fait  ce  qu'on  appelle  une  demi-oscilla- 
tion j  X'oscillaiion  entière  se  compose  ainsi  d'une  demi -oscillai ion 
descendante  et  d'une  demi- oscillation  ascendante.  Il  est  aisé  de  prou  • 
ver  que  la  durée  de  l'une  est  égale  à  la  durée  de  l'autre  ;  pour  cela , 
qu'on  imagine  une  infinité  de  plans  horizontaux  situés  entre  le  point  le 
plus  bas  et  les  deux  points  les  plus  élevés  de  l'arc  parcouru  ;  deux  quel- 
conques de  ces  plans,  infiniment  voisins  fun  de  l'autre  ,  renfermeront 
entr'eux  un  arc  élémentaire  de  l'oscillation  descendante  et  un  arc  égal 
de  l'oscillation  ascendante  ,  et  le  mobile ,  en  parcourant  chacun  de  ces 
arcs,  aura.,  art.  944  et  946,  lit  mâtne  vUe^ise  \  il  les  parcourra  donc 
pendant  le  même  temps  élémentaire  dtj  d'oîi  on  conclut  que  la  somme 
des  temps  élémentairps  cempoawrt  la  durée  de  l'oscillation  descendante , 
sera  égale  k  la  somme  pareille  composant  la  durée  de  l'oscillation  as- 
cendante. 

çSi.  Je  vais,  meintenaiit,'in'occuper  de  la  déterBÛostion  4^  phéno- 
mènes relatift  aux  oscillations ,  autres  que  cet»  dont  il  e«t  question  dans 
l'article  précédent.  Voici  la  noovnctaturD  de^quantités-qui  entreotdaiiy 
l^analyse.  ^ 
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La  longueur  "du  pendule  := a 

^JA  hauteur  verticale  du  point  de  départ  au-dessus  du  point  le 

plus  bas  de  l'arc  décrit  = i 

Les  coordonnées  qui  déterminent  la  f 

position  du  mobile,  au  bout  du  temps  1  Coordonnée  verticale  =....- 

t,  et  dont  l'origine  est  au  point  le  plus!  Coordonnée  horizontale  =  ...x 

bas  de  l'arc  décrit.  l 

{Vax  la  verticale    = f 
Par  la  direction  du 
£l«iiboutduteiiipii=  .  ..& 

DifTérence  entre  ces  deux  angles  =y — co  =  ,  .  ; 0 

,,,  ,  ,  r  angulaire   =' U 

Vitesse  au  bout  du  temps  t\     °         ■ 

I  cileclive  dans  le  «ent  de  l'arc  décrit  =  .  .  c 

Force  accélératrice  de  la  pesanteur  ,=  9™j8i  = g 

On  a,  au  i."'  instant  du  mouvement , 

Au  bout  du  temps  /^  compté  avant  que  la  première  demî-oscillation  soit 
terminée,  la  vitesse  étant  art.  946  et  946  due  k  la  hauteur  verticale*  dont  le 
corps  est  descendu  pendant  ce  temps,  hauteur  qui  est  égale  k  b  — Zj  on  a 

(i)  ,  .  .  .  (j2  =  a^(^  —  a)^  a^- a(cos.^  —  Qos.f)  s 
équation  qui  peut  se  déduire  immédiatement  de  Cf!lle  de  l'art.  919  en 
faisant  X  =  Oj  1^=0  j  Z  =  —  ^et  déterniinant  C  par  la  condition  des 
valeurs  simultanées  ç  =  OjZ  =  l/,  La  vitesse  angulaire  égale,  art,  897,  à 
la  vitesse  cfîective  du  point  placé  à  l'unité  de  .distance  du  centre  fixe  du 

mouvement,  c'est -à -dire  à  —  _,  se  détermine  par  l'équation 

,     (2).  ,.(j.=  -^(4_,)^^(co«.«l-cos./),- 

à  la  fin  de  la  première  demi  •  oscillation  ,  le  pendule  se  trouve  dans  la 
situation  verticale  et  on  ac»=  s.ùgj  sii  en  prenant  cette  vitesse,  pour 
vitesse  initiale,  oh  cherche  la  loi  au  mouvennem  ascensionnel  pendant 
la  £,'  demi  oscillation  on  aura,  art.  91960  faisant  X==o^  J^  =  o, 
2.=  —  ffjV^  =  a^^  —  s,gz  et,  en  observant  que  +  cos.  û  convieat 
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également  à  +  (?et  à  —  ^^,on  retombera  sur  les  équations (i)  et  (a)  qui 
doDnent,  ainsi,  rcxpression  générale  de  la  vitesse  absolue  ou  angulaire, 
Suit  dans  le  cas  de  la  descente  soit  dans  celui  de  l'ascension. 

çSa.  Il  sera  bon  que -les  élèves  puissent  donner  une  démonstration 
immédiate  des  équations  de  l'article  précédent.  Le  mobile  étant  à  un 
point  quelconque  de  l'arc  parcouru ,  la  résistance ,  que  l'élément  de  cet 
arc  sur  lequel  il  se  trouve  oppose  à  l'action  de  la  pesanteur,  est  iden- 
tique, à  tous  égards,  avec  celle  qu'opposerait  un  plan  incliné j  perpen- 
diculaire au  plan  de  l'arc  parcouru,  et  renfermant  l'arc  élémentaire  dont 
je  viens  de  parler,  ou  la  tangente  qui  en  serait  le  prolongement  ;  or  ce 
plan  fait  avec  l'borizon  un  angle  égal  à  celui  que  la  direction  actuelle 
du  fil  du  pendule  forme  avec  la  verticale  c'est-à-dire  un  angle  i9j  donc, 
art.  776,  la  pesanteur  relative  du  mobile,  ou  la  force  accélératrice  dans 
le  sens  du  plan  incliné,  a  pour  valeur  ^sin.^j  ce  qui  donne 

(') ;  ■  ■  -ir  =  '^"'"- 

Je  multiplie  le  i ."  membre  de  cette  équation  par  v  et  le  a."  par  U  valeur 
—     — 7—  de  (-(l'arc  élémentaire  parcouru  pendant  l'instant  dl  est  égal 

à  —  adê }  on  donne  le  signe  négatif  à  dO  parceque  $  qui ,  sur  l'arc  des- 
cendant, diminue  lorsque  /augmente,  a  le  signe  négatif  sur  l'arc  ascen- 
dant) et  j'ai 

çdv  =  —  agdO  sin.  0  ) 
d'où  i  (^  =  ag  COS.  6  -f-  constante. 

On  a,  en  même  temps,  f=oet  B=fi  ainsi  constante  =  —  agcos.yet 

c3  =  2ag(cos.  ^ — cos.y). 
C'est  l'équation  (i)  de  l'article  précédent  de  lat|uelle  on  déduit  toutes  les 

autres  valeurs  du  même  article ,  en  observant  que  cos.y= _,  et 

a  —  z 
cos.  ff  ^  . 


Toutes  ces  valeurs  étant  ainsi  démontrées  par  des  considérations  par- 
ticulières et  immédiates,  l'identité  des  valeurs  de  c  correspondantes  à 
la  même  valeur  de  s  sur  l'arc  descendant  et  sur  t'arc  ascendant,  l'égalité 
des  amplitudes  de  ces  deux  arcs,  l'égalité  des  temps  employés  à  les  par- 
courir etc. ,  se  trouvent  rattachées  aux  mêmes  considérations. 
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953.  L'action  de  la  pesanteur  perpendiculaire  à  l'élément  d^arc  par- 
couru pendant  l'instant  dt  a  pour  valeur,  art.  77a ,  ^cos.  9  et  en  ajoutant , 

à  cette  composante ,  la  valeur de  la  force  centrifuge,  on  a  l'cxpres  » 

(ion  suivante  de  U  teosion  du  fd  que  je  désigne  par  JT 
(0 r=  — -  +^co8.  ^y 

substituant  à  f'  sa  valeur  donnée  art.  96 1 , 

(2) jr=:^(3co8.^  —  acos.y)j- 

ou  en  substituant,  pour  cos.tf'et  cos.y,  leurs  valeurs  respectives  

a — b 


(3) Z'=-|-(«  +  aA  — 3a)y 

"au  point  de  départ  la  valeur  de  la  tension  du  fil  se  réduit  h  gco^.Jow  à 
-• —  {a — b^i  cette  tension  atteint  son  maximum  au  pointie  plus  bas  de 
l'arc  parcouru  oïl  elle  est  égale  soit  à  ^(3  —  %  cos-J"),  soïtà  — (rt  +  ai), 
son  augmentation  totale,  pendant  une  demi-oscillatiop  descendante,, 
étant  3g(i  —  cos.y)  ou  f 

Valeur  du  temp>  employé  par  le  pendule  simple  k  faire ,  dani  le  vide ,  une 
oscîlUtioa  de  grandeur  finie  quelconque. 

964.  L'équation  c  =  'p^^g{b-i--x)  de  l'art.  96 1  donne ,  en  désignant  par 

ds  l'arc  élémentaire  parcouru  au  bout  du  temps  t^  p«idant  l'instant  dtj 

ds 
substituant  à  f  sa  valeur  —5—  et  observant  que  s  diminue,  sur  l'arc 

descendant,  lorsque  /  augmente,  et  que  le  même  s  change  de  signe  sur 
l'arc  ascendant, 

« "^"*'^,,. 

On  a  par  Ic^  proprliétés  du  cercle  ,  ds  =f '  j*  a:  =  Y  ^{xa^zyji 
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xsS 


d'où  dx  =  --y    ■■ . ^  ,  ds  =  ■TV--.— —^ 


,  et  (i)  devient 


(^) 


.  dt=  ■ 


—  âdz 


\/^s.gz  (a<z  —  z){b  —  a) 
Je  vais  déduire,  de  cette  équation,  la  durée  d'une  demi-oeciltation  des- 
cendante, ce  qui  suffit  à  l'objet  que  j'ai  en  vue;  car  on  sait,  art.çSo, 
qu'en  doublant  cette  durée  on  aura  le  temps  correspondant  à  l'oscillation 
.  entière.  Pour  cela  je  mets  l'équation  précédente  soue  là  forme 

et,  en  développant  le  facteur  j  i j      ', 

(4) àt= 

,  ,    i       ■  ,         !•  3 . 5  .  . .  (an  — i)       Cx~\^ 

Len.'lermedelasuiteapourvaleur ; — 7 —  •\  —  |  , 

-   ^  a .  4 .  0 in  V^" / 

le  terme  n.<»o,  étant  l'unité. 

Or  on  a,  en  prenant  les  intégrales  depuis  ce  =^  i  jusqu'à  x=  Oi  et 

désignant ,  par  jr_,  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  =  i 

J  \/i{ù-<.) 

. —  •   =  T  o  ir: 

r  z^fL  =  i3_3.^ 

J  ^i(b—i)         a. 4. 6 

/—i'di      .       1-3 -5 (a«  — 1) 


(5)C). 


a>4  ■  6 . 


Mjt^- 


(*)  L'importance  de  cette  tltéorie  me  détermine  à  placer  ici  une  démouttra- 
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ainsi  la  valeur  de  t  prise  entre  tes  mêmes  limites,  ou  la  durée  d'une 

demi-oscillation  ,  que  je  désigne  par  T^  a  pour  valeur 

tion  élémentaire  de  ces  équations. 

Je  diflerentie  l'expreuion  x.^\/'bs  —  sz  et  j'ai 

■  x°dz{\h — z) 

rf{  zO'^bz  —  SX  \  =«J!°  — ^rfj:|XAj!— g;f-|.-  ■        ,  • 

réduisant  au  mêioe  dénominateur ,  développant  le  numérateur,  ratsemblaDt  le* 
termes  qui  ont  des  facteurs  communs,  et  intégrant 

L'intégrale  s'éyanouit  lorsque  z==a  ,  ainsi  il  n'y  a  point  de  constante  &  ajouler; 
et  comme  elle  s'évanouît  enpore  en  faisant  s^^h^  elle  est,  par  conséquent, 
nulle  entre  les  limites  z'^b  et  x^o^  ce  qui  donne 

4'où  OD  déduit 

(an  H 

en  attribuant  k  n  les  valeurs  successives  o ,  i ,  a ,  3  etc.  et  donnant  ï.  de , 
comme  dans  le  texte  ,  le  signe  négatif ,  on  obtient  {es  suites  de  valeurs 
correspondan  tes 

,  ,      P    —dz  r    —zdz 


n=s 


n  =  a \b    '  ' 


'  J  V bz-ii     J  y 
J  ytz—zz  ~  J  ybz—t. 

„=3 ^B  C^-zî±-  ^  Cr^''' 

i/  y  6z — zz  xj  y  bz  —  iz 

etc.  etc. 

On  a  donc  chacune  de*  intégrales  succeisires  dèt  que  la  première  e>t  connue  ;  or 

_  J^ 

/'    —dz  r i^  C  xt—b  \ 
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Le  n.«  terme  de  la  séné  est  I  — 2 ]  I |   ,  le  terme 

\^2 . 4 . 6  . .  .  a/i        J  \zaj 

ii."o,  étant  l'unité. 
•  955'.  Le  temps  d'une  oscillation  entière ,  doublé  de  celui  dont  je 
viens  de  donner  la  valeur,  est  par  conséquent  égal  à 


966.  J'observe  que —  ^  dont  les  i.",  a.*,  etc.  puissances  multi - 

plient  les  termes  successHs  de  la  série,  est  le.  demi- sinus,  verse,  de 
l'angley  formé  par  la  direction  initiale  du  fil  et  par  la  verticale  ;  il 
suit  de -là  que,  si  cet  angley est  petit,  les  termes  de  la  série  qui  côntîen  - 

nent  seront  des  fractions  dont  la  somme  pourra  être  négligeable  par 

rapport  à  l'unité,  et  la  valeur  du  temps  d'une  oscillation  entière  se  ré- 
duira à  jr!/  —  ,  

Y   s. 

Ce  temps  est  indépendant  de  rinclinaison  initiale  du  pendule,  ce  qui 
constitue  une  propriété  très- remarquable  des  petites  oscillations;  mais 
je  vais  faire  de  cette  matière  l'objet  d'un  eJiamen  particulier. 

et  riD(égrale,qui  est  nulle  lonque  ^:=i,  c'6«t-à'-dire  lornjae  cos r  ^i» 

■  ,  ■      à-    '.' 

devient  égale  à  ^lorsque  a=::o,'c'eit-i-dîre  lonque  co«.  =  —  i.  On 

7^ s; :.  =  jt;  c'eit  la  pre- 
mière des  ^qiialioni'('5)  dn  texte.;  et  en  substituant  sa  valextr-if  dans'celle 
des  équations  ci-dessus  trouvÉès',  qui  correspond  &  n  =  o,  on 'a  la  valeur  de 

— — =   (  a,"  équation  (5)  du  texte  ) ,  laquelle  substituée  ,  à  son  tour  , 

dans  l'équ&tion  ci-  dessus  correspondante  &'  n^-     


(  3.'  équation  (5)  du  texte  ) ,  et ,  en  continuant  de  la  même  manière ,  on  a  toutes 
les  équalîoua  (5)  du  texte. 

I  '  29 
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Examen  putieulier  du  mouTemént  du  pendule  timple  faiiant  de  pctiiet  oscil- 
latioDi  dan*  li  tide.  Difiaititm*  de  Vitochronùthe  et  du  tynchtonUtne. 

967.  Je  conserve  la  notation  de  l'art.  961  et  observant  i.*  que  l'arc 

tijnitntaire  parcouru  pendant  l'instant  dt  a  pour  vateur  aéa/j  2.0  que 

la  force  accélératrice ,  dans  le  sens  dé  l'arc  parcouru ,  est  art.  776  égale 

à^siu.^ouà  g  sin.  (y^«);  j'ai»  art.  737,  équation  (8),  daiu  i'hy- 

pothtse  de  dt  constant , 

I  \  add0  •     /  j        \ 

(') ^a      —  ysin.(/— <o): 

li  on  suppose  que^et  co  sont  de  très-petits  an^es,  on  pourra  Substi- 
tuer l'arc  y — <»  à  son  sinuSj  et  on  aura 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  da,  faisant  une 
première  inté;^ration  et  observant  que  ■  .  est  la  vitesse  angulaire  dé- 
signée par  ^,  on  a 

(3) 8"=  f  (»/-°)»- 

La  constante  arbitraire  est  nulle  parccque  les  lieux  uemlnTa  de  c«ttc 
équation  s'évanouissent  ensemUc  lorsque  <»  =x  o. 

Remettant  pour  ^»  sa  valeur  —jx  ^^  tirant  la  valeur  de  dtj  on  a 


(4) '"Y^- 


i^t»m..    ..,^a— „-- •'.. mtl.iiifiilraiiienec4e 


y, 


,w-«)y,_(i^j 


J'aie  lôst  le  coàm>»= 


(S) ,|/^=»rc(cos,  =  i^): 

DigHizcdby  VjOOQIC 
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iin'yapoîjit  encore  de  cpnstantearbitraireàaJQuterparce^e/=pceiTe8- 
popd  aux  valeufs  ©==o,co3.  ■  ■  ^ ■  ■  ^f^  i.etarcl  qo»,  ^^  ^  ,.  I  =o. 
On  déduit  de  (5) 

<*) °=/j'-«'4'^]}- 

968.  Les  équations  de  l'article  précédent  offrent  l'exemple  de  la  pro- 
priété des  fonctions  révolutives  dont  j'ai  p^rlé  art.  690.  Le  temps  total , 
qui  s'écoule  depuis  l'instant  où  le  mobile  part  de  l'extrémité  supérieure 
du  demi-arc  descendant  jusqu'à  l'instant  où  ily  reyiept,  est, équation (5), 

égal  à  2  ;r  I V  j  et  l'équation  (6)  peut  se  m«tre  sous  la  forme 

-  f        ajT/ 

ea  =y— /cos. 


\^1 

Les  eonsrantes  A  et  C  de  l'article  cité  pont  ici  représentées  par^et 

—y,  et  le  temps  h.  répond  à  a^rl  —  J' -  Si  on  substitue  à  l'arc  décrit 

une  ligne  droitequiluisoit  égale,  et  sur  laquelle  le  corps  se  meuve  de  la 
même  manière  qu'il  se  meut  sur-crt  arçj  pendant  q»e  la  droite  elle-même 
a  un  mouvement  horizontal  uniforme  dans  le  sens  de  sa  liongueur ,  avec 
Ib  vitesse  f,  et  qu'onidésigne  par  x  la  distance,  au  b»ut  du  temps  t,  du 
corps  au  point  fixe  où  ce  corps  et  l'origine  de  la  ligne  droite  mobile  se 
Crouvoient  ensemble  lorsque  l'on  comptait  zéro  temps ,  «n  Bvira 


équotioB  ^uiest  un  ca»  particolier 'de  la  £aniuilè  géMétiale  am.^^  ^- 
foncliOM  Aj  Ccoa.  — r-  Iderart-âço,  et  qui  en  vérifie  les  propriétés. 

9S9.  Le  temps  a  ^ /  -. —  J  -,  ^ui  ^'éf  ouïe  entre  l'instant  où  le  j»obiI|e 

part  de  l*origine  de  l'are  parcouru  et  l'iiuttiU  oiù  il  y  revient,  coMprmd 
ïea  durées  de  quatre  demi-gscîllatienB ,  durées  éffilei  eatr^elles  et  k 
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i- 1  —  1'  xj  OD  voit,  par  le  tableau  suivant,  comment  les  équations 

(5)  et  (6)  expriment  les  distances  et  les  vitesses  périodiques  qui  ont  lieu 
à  la  (in  de  chacune  de  ces  oscillations  ,  le  temps  croissant  iodéfimment. 


Valeur»  du  lemp»  t. 

Va)cuM  de  U  di  ttance 
angulaire  (9  i  l'origine 
de  l'arc  parcouru. 

Valeur  de  la  TÎteiie 
angulaire  g . 

/  °  Y'  •  •  • 

/•••• 

....    0    ...    . 

if^Y-... 

..../*.... 

..../".... 

. . .2/.... 

....  0   ...    . 

— /.... 

1 

etc. 

etc. 

t)6o.  Quelque  soit  ta  durée  du  mouvement ,  la  distance  angulaire  a 
du  mobile  au  point  de  départ  et  sa  vitesse  ne  peuvent  pas  excéder  dès 
limites  déterminées.  Le  temps  d'une  oscillation  entière  est  égal  à 

X,  valeur  identique  avec  celle  qui  a  été  conclue ,  art.  966 ,  de 


(t^ 


la  formule  applicable  aux  oscillations  d'amplitudes  quelconques,  et  indé- 
pendanies  de  la  poeilion  du  point  de  départ.  Ainsi  lorsque  plusieurs  pej]- 
dules  d'elles  longueurs  parcourent  de  petits  arcs  en  oscillant ,  leurs 
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oscillations  entières  sont  d'égales  durées ,  quelques  soient  les  rapports 
entre  les  diverses  amplitudes  ou  valeurs  angulaires  de  ces  oscillations. 

961.  La  propriété,  qu'a  un  même  pendule  défaire  ses  oscillations  dans 
des  temps  égaux»  constitue  ce  qu'on  appelle  Visochroninnej  les  oscil- 
lations de  ce  pendule  sont  isochrones. 

Si  on  compare  les  mouvements  de  deux  pendules,  et  si  les  oscillations 
de  l'un  sont  de  môme  durée  que  celles  de  l'autre,  on  dit  que  ces  deux 
pendules  sont  sjynchrones  ■■,\e  synchronisme  est  donc,  pour  iesosci/la- 
tiens  comparées  de  deux  ou  plusieurs  pendules,  ce  (|ue  Visochronisme 
est  pour  les  oscillations  comparées  d'un  même  pendule. 

Usage  du  pendule  simple  pour  déterminer  la  loi  de  la  pesanteur  près  de  Itf 
surface  de  la  terre.  Vérités  physiques  dont  on  doitj  k  cet  înslrumeut,  la 
découferte  ou  la  coDGroiation. 

96a.  Le  pendule,  dont  la  société  retire  d'inappréciables  avantages 
depuis  qu'il  est  appliqué  à  la  mesure  du  temps  (*),  a  aussi  fourni  les 
moyens  de  découvrir  ou  de  confirmer  des  vérités  très-importantes  ,  co 

(  *  )  Les  premières  recberchei  sur  la  théorie  du  pendule  sont  encore  ducs  ù 
Galilée  j  l'objet  de  ce  traité,  qui  m'a  déjà  fait  nommer  plusieurs  fois  ce  grand 
philosophe,  ne  pourra  pas,  à  beaucoup  près,  me  fournir  l'occasion  de  cïlcr 
toutes  ses  découvertes.  L'idée  d'appliquer  le  pendule  à  la  mesure  do  temps  ne 
lui  avait  pas  échappé  et  il  s'occupa,  avec  son  fils,  dans  les  dernières  années 
de  sa  vie ,  d'un  essai  de  machine  c h ronomè trique  munie  d'un  pendule  ;  mais 
la  révolution  ,  que  l'emploi  de  cet  itislrument  a  opérée  dans  l'art  de  mesurer  le 
temps,  est  entièrement  due  àHuyghens,  qui  conçut,  à  la  lin  de  l'aunée  16S6, 
la  première  idée  d'une  horloge  à  pendule  ,  dans  laquelle  le  prndulc  et  le  mo- 
teur sont  deux  choses  séparées ,  le  premier  servant  exclusivement  à  régulariser 
l'action  du  second  ',  et  le  mécanisme  étant  combiné  de  manière  que  le  moteur 
restitue  au  pendule,  jt  chaque  oscillation , la  force  que  la  fonction  dont  celui-ci 
est  chargé  lui  fait  perdre. 

Les  essais  de  Galilée ,  qui  employait,  comme  moteur,  le  pendule  lui-même, 
ne  peuvent  rien  oter  &  Huyghens,  de  la  gloire  de  son  invention.  Je  parlerai , 
quand  j'en  serai  au  mouvement  cycloiîdal ,  d'une  disposition  particulière  que 
ce  géomètre  a  proposé  de  donner  au  pendule ,  pour  assurer  l'isocfaronisme  des 
oscillations  quelques  soient  leurs -amplitudes,  dans  un  ouvrage  très -remar- 
quable,  intitulé  Horologium  nsciltatorium ;  c'est  dans  cet  ouvrage  qu'il  a  ex- 
posé les  propositions  fondamentales  de  la  théorie  Aeiforces  centrifuges,  dont  la 
découverte  lui  est  due. 
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physique  et  en  astronomie ,  dont  les  principales  sont  relatives  k  te  loi 
de  l'action  de  la  pesanteur  en  divers  points ,  soit  de  la  surface  de  la 
terre,  soit  d'une  verticale  élevée  à  un  point  quelconque  de  cette  sur- 
face ,  et  à  la  figure  de  la  terre. 

On  a  tenté,  lors  des  premières  recherches  relatives  aux  qu&tïtités  ab- 
solues que  fournissent  les  phénomènes  de  la  pesanteur,  telles,  par  ex- 
emple ,  que  la  longueur  de  la  ligne  verticale  parcourue  par  les  corps 
graves  pendant  la  première  unité  de  temps  de  leur  descente,  de  faire 
des  expériences  sur  la  chute  immédiate  de  ces  corps,  soit  par  des  lignes 
verticales,  soit  sur  des  plans  inclinés  ou  des  courbes  hélicoïdales  ;  on  ne 
pouvait  obtenir,  parce  procédé,  qu'une  approximation  très-grossière,  vu 
la  difliculté  d'évaluer  les  temps  correspondants  aux  espaces  parcourus , 
}es  anomalies  provenant  de  la  résistance  de  l'air,  la  résistance  du  6'Otte- 
ment  etc.  ;  la  machine  d'Atwood,  dont  j'ai  donné  la  théorie,  art.  790 
et  suivants ,  donne  beaucoup  plus  d'exactitude ,  mais  le  pendule  est , 
ainsi  que  je  l'ai  observé ,  art.  81  &,  l'appareil  qui  fournit,  pour  la  déter- 
mination de  la  quantité  cherchée ,  les  moyens  de  précision  lea  plus  par- 
faits ,  et  les  plus  commodes ,  les  observations  se  réduisant  &  compter  le 
nombre  d'unités  de  temps  correspondant  à  un  nombre  déterminé  d'osp 
cillations  d'un  pendule  de  longueur  pareillement  déterminée. 

963.  La  théorie  d'après  laquelle  on  déduit,  des  expériences,  les  résultats 
qu'on  veut  obtenir,  est  une  conséquence  fort -simple  des  formules  rela- 
tives au  pendule  simple  ci  -  dessus  démontrées.  Si  on  désigne  par  r  la 
durée  d'une  très -petite  oscillation  d'un  pendule  8imp1e,dotit  ta  longueur 
€6taj  par  :r la  demi -circonférence  dont  le  rayon  =  i,  la  lettre  ^conti- 
ouant  k  représenter  la  force  accélératrice  due  k  la  pesanteur,  on  aura 
art.  9S6  et  969  

" ^""V^' 

d'où       <b) *■  =^  -;r  *• 

Supposant  donc  qu'on  ait  recotiiHi  |Wi-  dea  obseiVatioas  exactes  que  e« 
pendule,  dont  la  longueur  connue  ;==«_,  ait  (ait ,  pendant  tm  tetnpa 
donné  T^  un  nombre  N  d'oscillation* ,  6n  aura  le  temps  d'uhe  seule 

oscillation  =  t=  —frr,  d'pii 
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(3) ...<■-  — j^  »■ 

La  valeur  de  g  se  trouve  ainsi  composée  de  quantités  toutes  connuet.  Son 
évaluation  sera  d'autant  plus  exacte  que  ta  longueur  arbitraire  a  du 
pendule  d'expérience  sera  plus  grande. 

964.  Oo  déduit  de  l'équatîw  (3)  de  l'article  précédent 


}r*N* 


T=.N^S    ^  =  4^- 


«  Les  longueurs  de  différents  pendules  sont  entr* elles  en  raison  di- 
«  rectes  des  quarrés  des  temps  employée  à  faire  un  même  nombre 
w  d'oscillations,  ou  en  raison  inverse  des  quarrés  des  nombres  d'oscil- 
«  lations  faites  dans  un  même  temps  ».  ' 

Réciproquement,  «  les  temps  employés  à  faire  un  même  nombre  d'os- 
ée cilIations>  ou  les  nombres  d'oscillations  faites  dans  un  même  temps, 
K  sont  elitr'euK,  respectivement,  en  raison  directe  ou  en  raison  inverse 
«  des  racines  quarrées  des  longueurs  des  pendules  <*. 

965.  Il  est  une  autre  déterroioation  importante  à  feire,  celle  de  la 
IcHigueur  du  pendule  dont  chaque  oscillation  «,  pour  durée,  une  unitù 
de  temps.  Il  est  bon  d'observer  que  la  connaissance  de  cette  loagaeur 
n'est  p3s  préalablentcnt  nécessaire  pour  révabiation  du  temps  T  qui 

entre  dans  l'équation  ^=  — =j —  .  a  de  l'art.  963,  et  dans  celles  de  l'art. 

précédent  qui  en  ont  été  déduites  ;  car,  si  le  chronomètre  dont  on  se  sert 
est  nauni  d'un  pendule,  on  le  règle  ,  par  les  moyens  de  tâtonn?men(K 
connus ,  de  manière  qiie  l'aiguille  d^  secondée  fasse  86400  ou  i  ppooQ 
pulsations  (suivant  qu'on  employé  l'ancienne  ou  la  nouvelle  divislou 
du  temps)  pendant  un  ^r  moyen,  sans  avoir  besoin  de  connaître  ù 
quelle  longueur  de  pendule  simple  répond  la  dimension  du  pendule 
composé  adapté  au  chronomètre. 

Cette  longueur,  q«i  est,  maintenant,  l'inconnue  cherchée,  pourrait  se 
.  déduire  de  la  forme  du  pendule  composé ,  dres  uuuses  de  sefi  différentes 
parties,  etc.  etc.  par  des  méthodes  c]ue  j'exposerai  dans  la  3.*. section 
de  cette  seconde  partie  du  cours;  mais  il  est  infiniment  pré^rabl^ 
de  conclure  la  longueur  fluerciuée  de  celle  d'un  autre  pendule  faisant , 
pendant  w  temps  dflsiié  ^  ua  luimbre,  pareillement  donné,  d'iecil  - 
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latîons.  La  longueur  cherchée  se  calcule  alors  par  une  simple  règle  de 
proportion  fondée  sur  les  propriétés  du  mouvement  des  pendules  énon- 
cées par  tes  théorèmes  de  l'art,  précédent.  Soit  À  la  longueur  cherchée  du 
pendule  qui  bat  les  secondes,  et  a  la  longueur  donnée  d'un  pendule  qui 
fait  N  oscillations  pendant  T  secondes,  et,  par  coBséquent,  une  oscil- 

T 
lation  pendant  -^  secondes ,  on  aura  d'après  le  premier  théorème  de 

l'article  cité 

966.  La  longueur  À  peut  aussi  se  déduire  de  la  valeur,  préalablement 
connue,  de  gf  au  moyen  de  l'équation  (1)  de  l'art.  968.  Faisant,  dans 
cette  équation ,  r  =  i  "  et  a  =  ^  >  on  a 

-1  =  -^. 

967.  Toutes  les  déterminations  précédentes  supposent  que  les  oscil- 
lations sont  infiniment  petites,  et  qu'elles  se  font  dans  le  vide  ;  et,  comme 
les  pendules  d'expérience  ne  sont  ni  dans  l'un  ni  dans  l'autre  de  ces  deux 

,  cas,  il  faut,  lorsqu'on  veut  la  plus  rigoureuse  exactitude,  ramener  les 
observations  effectives  à  ce  qu'elles  seraient  si  le  pendule  ne  décrivait 
que  des  arcs  étémentaites  dans  un  milieu  non  résistant  ;  il  faut,  encore 
avoir  égard  à  la  masse  du  Hl ,  à  la  forme  et  à  la  grandeur  du  corps  sus  • 
pendu  etc.  Je  parlerai,  dans  la  suite  du  cours,  des  procédés  et  des 
méthodes  dont  ces  diverses  précautions  exigent  la  connaissance  et  l'u- 
sage ;  toutes  les  causes  d'anomalies  auxquelles  elles  se  rapportent  ont 
été  prises  en  considération  dans  les  eipériences  faites  à  l'occasion  du 
nouveau  sysiéme  métrique  français  ;  on  a  trouvé  qu'à  l'observatoire  de 
Paris  la  longueur  du  pendule  à  secondes  décimales  était  de  o",  7419 
et  celle  du  pendule  à  secondes  sexagésimales  de  o*", 99885,  comme  je 
l'ai  dit  à  l'article  676. 

D'après  cette  détermination,  le  nombre  d'oscillations  faites  &  l'ob- 
servatoire de  Paris,  pendant  un  jour  moyen  ,  par  un  pendule  simple, 
d'un  mètre  de  longueur,  doit  être ,  art,  964 ,  égal  à  içoooo  ^^0^7419"^ 
86i33.6. 

■  968.  Les  variations  de  la-pesânteur  à  différentes  latitudes,  donnent 
lieu  à  des  variations  correspondantes  de  la  longueur  du  pendule  ;  d'après 
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tes  déterminations  les  plus  récentes  ,  À  étant  la  longueur  du  pendule  à 
seconde  à  la  latitude  L,  on  a ,  pour  la  division  du  jour  moyen  en 
looooo  secondes, 

(i)  .  .  .  ^  =  0"", 7397o3526  +  o'», 0039136893 sin.'Zj 
ou  en  substituant  à  sin.'Xsa  valeur  7  (  i  —  cm-iL) 

(a)  ....  ^  =  0,741660371  —  0,001956846.  COS.  a  Z. 

Les  premiers  termes  des  seconds  membres  de  (i)  et  (2)  sont,  res- 
pectivement, les  longueurs  du  pendule  décimal  sous  l'équateur  et  sou»- 
le  parallèle  moyen. 

Pour  avoir  la  valeur  de  À  applicable  à  la  division  du  jour  en  86400 
secondes  il  faut ,  art.  964 ,  multiplier  les  seconds  membres  des  équations 
précédentes  par  (n^To^)*- 

969.  C'est  par  les  observations  du  pendule  qu'on  a  pu  Rassurer  que  l'in- 
tensité de  la  pesanteur  était  moindre  au  sommet  des  montagnes  qu'au  ni- 
veau de  la  mer.  Nous  avons  des  expériences  sur  cet  objet,  faites  au  Pérou, 
parBouguer,  avec  beaucoup  de  soin  ;  il  a  trouvé  à  Quito,  élevé  de  1867 
mètres,  et  sur  le  Pichincha,  élevé  de  4744*^  au-dessusdela  mer,  que  la  di- 
minution delapesanteurétait,  dans  lepremiertieu,  de  0,000761 ,  et  dans 
le  second  deo,oo'ii84,la  pesanteur,  au  niveau  de  la  mer,  étant  l'unité. 

970.  Enfin  le  pendule  fournit  une  preuve  de  yai't  de  l'importante 
conclusion  tirée,  art.  890,  de  la  S",  loi  de  Kepler,  par  laquelle  on  a  recon- 
nu qu'à  égales  distances  d'un  centre  d'attc'action  tous  les  points  matériels 
soumis  h  cette  attraction  recevaient  la  même  force  accélératrice  quelles 
que  fussent  leurs  masses.  On  est  parfaitement  assuré  que  plusieurs  corps 
suspendus  à  des  fils  de  même  longueur  font,  exactement,  dans  le  vide,  le 
même  nombre  d'oscillations  pendant  un  même  temps ,  quoique  leurs 
masses  soient  difTërentes;  d'où  il  suit  qu'ils  sont  animés  de  forces  motri- 
ces proportionnelles  k  ces  masses ,  et  que  tombant  verticalement,  dans  le 
vide,  avec  une  vîtesse  initiale,  ou  commune  ou  nulle,  ils  parcourraient 
des  espaces  égaux  dans  des  temps  égaux.  Les  expériences,  faites  immé- 
diatement sur  les  chutes  de  ces  corps,  ne  pourraient  jamais  avoir  une 
précision  comparable  à  celle  des  expériences  faites  avec  le  pendule. 

Mouvement  d'an  poÎQt  matériel  peiaot  nir  nne  cycloïde. 

971.  Une  courbe  plane  étant  tracée  sur  un  plan  vertical  et  un  point 
matériel  pesant,  assujetti  &  se  mouvoir  sur  cette  courbe,  étant  aban- 

I  3o 
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tlonné  à  la  pesanteur  ,  on  a  vu ,  art!  946  équatidn  (s.) ,  que  la  valeur  gé  - 
nérale  du  quarré  de  sa  vitesse  désignée  par  v  était ,  g  continuant  à 
représenter  la  force  accélératrice  due  à  la  gravité, 

\      H  e>t  la  hauteur  rerlicale  du  point  de  départ  au- 
^^  '     ]  desaug  de  l'origine  de»  coordonnées  verticales  s. 

Cette  équation  suppose  que  la  vitesse  est  nulle  lorsque  z-=-Hj  mais  si 
]a  vitesse  initiale,  dans  le  sens  de  la  courbe,  était  due  à  une  hauteur  h, 
la  constante  Z7"  de  l'équation  (i)  de  l'art,  cité  devrait  se  déterminer 
parla  condition  des  valeurs  simultanées  c*  =  2^Aet  z  =  Hj  qui  donne 
U»  =  2g{H-Vh),et 

(i) :  -  -  f»  =  3^(A+^— -). 

s  étant  l'arc  de  courbe  que  le  mobile  a  encore  &  parcourir  pour  arri- 
ver au  plan  horizontal  qui  renferme  l'origine  des  z,  l'élément  ds  est  par- 
couru avec  la  vitesse  l/'lgl^h-^H—z) ,  et  l'élément  de  temps  di  employé 
à  le  parcourir  a  pour  valeur,  art.  688, 

j  t  Observez  que  s  diminue  lorsque  i  aug  - 

(a)  .  ,  diss  ■  '  1    mente,    et  qu'aînii   rf/  et   ds  doivent 

l^ s,g\^n-\-ii      2J    (   avoir  dei  signes  contraires. 

J'ai  déjà  appliqué ,  art.  964  et  suivants  ,  cette  équation  au  mouve- 
ment sur  un  arc  de  cercle  dans  l'hypothtse  de  Â  =  o  ,  ou  de  l'égalité 
h  zéro  de  la  vitesse  initiale  ;  je  vais  supposer  maintenant  que  le  point 
matériel  pesant  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  cycloïde  à  base  ho- 
rizontale, ayant  tous  les  points  de  sa  trace  situés  au-dessous  de  cette 
base  dans  un  plan  vertical. 

Soient  ,j  et  3 ,  respectivement,  l'arc  variable  de-la  courbe  et  la  coor- 
donnée verticale  du  point  supérieur  de  cet  arc,  l'une  et  l'autre  indé- 
terminée ayant  une  origine  commune  au  sommet  ;  si  le  diamètre  du  cercle 
générateur  est  représenté  par  «_,  on  a,  entre  j  et  s,  par  les  propriétés 
connue»  de  la  courbe,  l'équation 

(3) j*=4ûa. 

On  déduit  de  cette  équation 

(4). A=^.^-î-, 

et ,  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  on  a        , 
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lexpression  — \   ti,  ,  ji — : — nf  P^"*  *^  mettre  sous  la  torme 


a    donc   t^    \    I    .  ai  \-  (  i^o. t-Yi n\ 

la  constante  se  détermine  par  ia  condition  des  valeurs  simultanées  ;—  o^ 
s=B/fjd'où 

/■  «   V       (  S—h  1 

constante  =  —  y~j   »'■=  j  ™s-  =  ~hT^\ ' 

97s.  Telle  est  la  valeur  générale  du  temps  employé  par  le  mobile  à 
descendre,  sur  l'arc  de  cycloïde,  depuis  le  point  situé  à  une  hauteur  £ 
jusqu'au  point  situé  à  une  hauteur  2  au-dessus  de  l'origine  de  2^  ce  qui 
forme  une  descente  verticale  =  H —  z  j  pour  avoir  le  temps  total  de 
la  descente  jusqu'à  l'horizontale  sur  laquelle  se  trouve  l'origine  commune 
de  s  et  Zj  on  fera  s  =^  0  dans  l'équation  précédente  et  on  aura,  frétant 
la  demi-circonférence  dont  le  rayon  =  i. 


(0  . 


=(^)'r-"'^('* = ^tt)[  ^- 


si  on  suppose  de  plus  que  la  vitesse  initiale  est  nulle  ou  que  h  =  o, 
on  obtient  la  valeur  remarquable 


(=)■ 


'-"{M 


L'élévation  initiale  H  du  mobile  au  -  dessus  dd  point  lé  plus  bas  de 
la  courbe  a  disparu  de  la  valetir  de  tj  le  temps  de  la  descente  jusqu'à 
ce  point  le  plus  bas  est  donc  Indépendant  de  la  poûtion  du  point  de 
départ,  et  sera  toujours  le  même  quelque  soit  la  longueur  de  l'arc  à 
patcourir  pour  arriver  de  ce  dernier  point  au  premier.  ■  ' . .     .  » 
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,  ■  978.  Cette  propriété  curieuse  de  la  cycloïde  constitue  ce  qu'on  appelle 
le  tautochronisme  j  les  courbes  qui  en  jouissent  sont  appelées  courbes 
tautochrones.  J'ai  déjà  fait  remarquer,  art.  78a,  une  espèce  de  laulo- 
chronisme  dans  le  cercle  tracé  sur  un  plan  vertical.  Un  mobile  panant 
d'un  point  quelconque  de  la  ciicunféreDce  de  ce  cercle,  sans  vitesse  ini- 
tiale,  arrive  toujours  à  son  point  le  plus  bas  dans  un  même  temps,  égal 

—  (le  diamètre  du  cercle  est  désigné  par  a)  ;  mais  il  faut,  pour 

cela,  que  le  mobile  suive,  non  l'»rc  de  cercle,  mais  la  corde  de  cet  arc 
menée  du  premier  au  second  point. 

'974-  Le  mouvement  du  penthtle,  qui  fait  des  oscillations  très^pétites 
ou  infiniment  petites,  a>4iMSi,  art.  966  et  960,  la  propriété  du  tautochro- 
nismCf  propriété  qci'îl  tient  de  la  cycloïde  et  dont  il  jouit  parceque  le 
point  matériel  pe^nt,  suspendu  au  fil,  décrit  des  arcs  qu'on  peut  regarder 
comme  cycloïdaiix.  En  efl'et  le  rayon  de  courbure  du  pointle  plus  bas  de 
la  cycloïde  renversée  est  égal  à  aa^  et  un  pendule  ample  de  cette  Ion  - 
gueur,  qui  décrirait  des  arcs  infiniment  petits,  ferait,  art.  9Ô9,  une  demi  • 


y 


oscillation  pendant  un  temps  :=  -J-  jr  1/ =  jrf/ j    les 

oscillations  circulaires  infiniment  petites  de  ce  pendule  et  les  oscilla- 
tions, cycloïdaies  finies  du  point  matériel,  dont  il  a  été  question  dans 
les  articles  précédents,  seraient  donc  synchrones  entr'elles,  et  la  raison 
de  ce  synchronisme  peut  se  déduire  immédiatement  du  tautochronisme 
de  la  cycloïde,  en  considérant  que  si  le  point  de  départ  est  infiniment 
peu  distant  du  point  inférieur,  le  mouvement  est  identique  avec  celui 
qui  aurait  Heu  sur  un  arc  de  cercle  d'un  rayon  égal  k  2a. 

976.  J'ai  dit,  art.  ^:i{nole') ,  qu'Huyghens  avait  imaginé  un  pendule 
simple  dont  les  oscillations  étaient  isochrones,  quelques  fussent  leurs  gran- 
deurs ;  la  composition  de  ce  pendule  était  fondée  sur  le  tautochronisme  de 
la  cycloïde,  et  sur  les  moyens  qu'on  a,  art.  982,  de  faire  décrire  une  courbe 
quelconque  au  point  estréme  d'un  pendule  simple.  On  sait  que  la  dé- 
veloppante de  la  cycloïde  est  une  courbe  égale  et  semblable  à  la  déve- 
loppée ;  Huyghens  établissant ,  dans  un  plan  vertical ,  deux  lames  métal  - 
lîques  courbées  chacune  en  arc  de  cycloïde  renversée ,  k  base  horizon  - 
«aie,  et  se  touchant  par  leurs  points  supérieurs ,  suspendit,  à  ce  point 
de  contact ,  le  fil  de  son  pendule,  dont  la  longueur  était  double  de  celle 
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du  diamètre  du  cercle  générateur.  Ce  fil ,  en  oscillant  dans  le  plan  des 
arcs  cycloïdaux  ,  s'enveloppait  successivement  sur  l'un  et  sur  l'autre,  et 
son  point  inférieur,  décrivant  une  portion  Je  cycloïde,  faisait,  d'après 
la  théorie  ci-dessus  démontrée,  ses  oscillations  dans  des  temps  ^gaux, 
quelles  que  fussent  leurs  amplitudes.  Cette  invention  d'Huyghens  n'a 
pas  été  adoptée ,  dans  ta  pratique  de  l'horlogerie,  par  des  raisons  que  je 
ferai  connaître  en  parlant  du  pendule  composé. 

ExpreHÎon  de  la  force  «ccélératTice  qui,  lorsqu'elle  a  lieu  tur  une  courbe  quel- 
conque ,  rend  cette  courbe  tautochrone. 

976.  L'angle  que  forme,  avec  l'horizon,  un  arc  élémentaire  ds  d'une 
cycloïde  mise  dans  la  position  indiquée  à  l'art.  971  a,  pour  sinus', 

— T —  s  ainsi  la  force  accélératrice  tangentielle ,  qu'un  point  matériel  pc  - 
ds 
sant ,  placé  sur  cet  élément  de  courbe  ,  reçoit  de  la  pesanteur ,  est , 

art,  776,  égale  à  -— -^_,  ou  (en  observant  que  l'équation  s'  =  ^az 

donne — r—  = )  à-2_  s  j  cette  force  accélératrice  est  donc  ,  à 

as  aa  '      sji 

chaque  instant,  proportionnelle  h  la  longueur  j  du  chemin  que  le  mo- 
bile a  encore  à  faire  pour  arriver  au  point  le  plus  bas  de  la  cycloïde. 

977.  Le  résultat  auquel  je  viens  d'arriver  n'est  pas  particulier  k  la 
cycloïde  et  indique  une  condition  générale,  qty  ,  lorsqu'elle  est  satis- 
faite dans  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  courbe  quelconque 
h  double  ou  simple  courbure,  établit  aussitôt  le  tautochronism'e  sur 
cette  courbe.  Je  désigne  par  5  l'arc  total  que  lé  mobile  doit  parcourir 

'  depuis  le  premier  instant  de  son  mouvement,  sa  vitesse  initiale  étant 
supposée  nulle,  par  s  l'arc  qui  lui  reste  à  parcourir  au  bout  du  temps  f, 
ensorte  que  5  —  J  est  l'arc  parcouru  pendant  ce  temps  tj  par  p  la  vitesse 
à  l'extrémité  antérieure  de  J,  etpar  y*  une  quantité  constante.  Si  la  force 
accélératrice  est,  au  bout  du  temps  tj  proportionnelleà  l'arc  s  que  le  mo- 
bile doit  encore  parcourir  pour  arrivera  l'extrémité  de  S,  on  a  l'équation 
dv 

(-)■•• -sr=^'^  ^^ 

multipliant  le  premier  membre  par  ç  et  le  second  par  la  valeur  — r— 
de    Vj  on  a,  en  observant  que  s    diminue  lorsque    t   auf;mente  , 
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vdv  = 4stis  ,  d'où  «/»  =  ~  As=^  JfC  }  l'état  de  la  question  donne 

les  valeurs  simultanées  v  =  o,s  ^=Sf  d'où  C  =iAS*  ,  et 

(a) i,  =  A*  ^/'s^zr;^ : 

on  déduit  de  cette  équation ,  en  observant  que  s  diminue  lorsque  ( 

—  ds 

~  ,  — ds  s 

augmente,  A  at=i  p^ 

{S'— S'y       r         s'  \i' 

(3) .   A'  l  =arct  cos.  =  — TT  )■ 

La  constante  arbitraire  est  huile  parceque  les  valeurs  initiales  t  =  o, 
s  =  Sj  rendent  les  deux  membres  égaux  à  zéro. 

Pour  tirer  de  cette  valeur  générale  de  /  la  valeur  particulière  du 

temps  total ,  que  je  désigne  par  Tj  employé  à  parcourir  l'arc  Sj  il  faut 

faire  J  =  o,  ce  qui  tienne 

^        \ 
(4)    .  .  •.    T^ ^  •  <:Tett  la  demi-circooféreDCedontle  r^yon  =  I. 


Le  tautochronisme  a  donc  lieu  puisque  l'arc  total  S,  qui  ne  se  trouve 
plus  dans  la  valeur  àe  T ,  reste  indéterminé;  cette  indétermination 
ne  porte  que  sur  l'origine  de  S^  ou  sur  le  point  de  position  initiale  du 
mobile ,  l'autre  point  extrême  de  l'arc  parcouru  ,  pendant  le  temps  Tj 
point  ofi  sa  tangente  dwtétre  horizontale,  demeurant  fixe  sur  ta  courbe; 
et  c'est  par  rapport  à  ce  dernier  point  que  la  condition  posée  par  l'é- 
quation (t,)  assure  le  tautochronisme,  r^uaiion(4),  qui  en  est  déduite, 
énonçant  que  le  temps  nécessaire  pour  arriver  k  ce  même  point  est 
indépendantdelalongueurdel'arc  parcouru. 

Du  1  au  (0  diront  «ne  considéré  tou»  un  point  de  rue  plus  général  qu'il  d«  l'a  élâ 
datia  le  chapitre  précédent.  Le  mouvement  dam  le  vide ,  dû  à  la  leule  pe  • 
aanteur,  comporte  uue  inËoité  de  courbes  tautochrones.  Cai  dans  lequel  le 
tautochronitine  appartient  exclusirenient  à  la  cycloïde. 

978.  Les  premières  découvertes  sur  la  théorie  du  tautochronisme  sont 
duesàHuyghcns.  Newton  et  Herman  ont,  après  lui,  envisagé  cette  théorie 
sous  un  point  de  vue  plus  étendu ,  et  qui  n'est  cependant  point  encore 
pssez  gi'néral ,  en  prenant  pour  condition  du  tautohronisme  l'équation 
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— j —  =  As  de  l'article  précédent  ;  cette  matière  a  ensuite  été  traitée 

d'une  manière  plus  approfondie  par  Euler  (  Mêtn.  de  l'acad.  de  Péters  - 
iioug  jydiS  et  Tj6éÇ)  ,  par  Fontaine  {Mém.  de  l'aead.  des  sciences 
de  Paris  tpS^j  et  iy68),  par  d'Alembert ,  etc.  :  maïs  Lagrange  parait 
l'avoir  épuisée  (^Mém.  de  l'acad.  de  Berlin  de  iy66  et  lyyo).  Je  ferai 
connaître  sa  théorie  dans  la  3."  partie  du  courâ. 

Cependant  Huyghens  a ,  ainsi  que  je  le  ferai  voir  bientôt ,  résolu  com  - 
plétement  le  problême  de  la  détermination  de  la  courbe  tautochrone 
dans  le  vide ,  lorsque  le  mobi  le  ne  doit  son  mouvement  qu'à  la  pesanteur, 
et  dans  l'hypothèse  oh  on  ne  considère  ce  mouvement,  ainsi  que  je  l'ai 
fait  dans  le  chapitre  précédent,  que  depuis  un  point  arbitraire  de  la 
courbe  jusqu'à  un  point  fixe  inférieur.  Mais  on  peut  poser  la  question 
plus  généralement ,  se  donnant  pour  condition  qae  le  mobile  pesant  doit 
faire  une  oscillation  entière,  en  remontant  de  l'autre  côté  du  point  le 
plus  bas  jusqu'à  la  hauteur  de  son  point  de  départ  (  les  autres  conditions 
assignées  art.  945  étant  d'ailleurs  remplies),  et  chercher  la  ligne  sur  la- 
quelle la  durée  de  chaque  oscillation  entière  0t  une  quantité  donnée, 
indépendante  de  la  position  du  point  de  départ  ou  de  la  grandeur  de 
l'oscillation  ;  le  problème  cesse  alors  d'être  déterminé  ,  la  cycloïde  n'en 
fournit  plus  qu'une  solution  particulière,  et  ce  problème  est  même  réso- 
luble par  un  assemblage  de  deux  courbes,  l'une  desquelles  peut  être  prise 
arbitrairement  ;  l'analyse  suivante  vafournir  la  preuve  de  ces  propoitions. 

979.  Soit  CAD  une  courbe  décrite  dans  un  plan  vertical,  que  je  F'fc'- /■ 
considère,  pour  plus  de  généralité,  comme  composée  du  système  de 
deux  courbes  AMC .  ^TVTJdéfmies  par  des  équations  différentes,  mais 
ayant,  à  leur  point  de  réunion  A ,  une  tangente  horizontale  commune 
II Ail'.  Je  mène  l'axe  vertical  AB  sur  lequel  je  compte  les  coordonnées 
AP^Sf  les  points,  donts  détermine  la  hauteur  au-dessus  de  HAIT , 
se  trouvant  aux  extrémités  Af  et  iV  de  l'horizontale  MPN.  Je  fais 
arc  AM  =  s  ,  arc  AN  =  a^  et  traçant  l'horizontale  mpn  infiniment 
près  de  MPN ,  i'aï  Mm  =  ds,  Nn  =  da. 

Le  mobile  pesant  est  censé  partir  du  point  C^  sans  vitesse  initiale, 
et,  CBD  étant  une  horizontale,  ce  mobile  doit,  art.  947,  parvenu  en 
A i  remonter  jusqu'au  point  D  j  W  s'agit  de  déterminer  le  système  des 
deux  courbes  AMC,  AND  de  manière  que  la  somme  des  temps  em- 
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ployés  k  parcourir  CMj4  et  ^ND  soit  toujours  la  même,  quelque  soit 

la  position  du  point  de  départ  C. 

J'appelle  ù  la  hauteur  j^B  qui ,  d'après  l'état  de  la  question ,  doit  être 
arbitraire  ;  le  corps,  parvenu  en  M  sera  descendu  de  la  hauteur  6  —  z 
et  aura  acquis,  art.  945,  une  vitesse  p/à^lT^"7j,  égale  à  celle  qui  lui 
restera  lorsque,  après  avoir  franchi  le  point  ./^,  il  sera  remonté  jusqu'en 
N.  La  sommedes  temps  élémentaires  employés  il  parcourir  Mm  et  Nu 

sera  donc  art.  688  égale  à     ,  ,  =•  j  en  prenant  l'intégrale  de 

cette  expression  entre  les  limites  z  =  o  et  <  ^  ^ ,  on  aura  la  durée  totale 
du  mouvement  sur  la  ligne  CjiD.  Cette  intégrale  doit  être  telle  qu'elle 
s'évanouisse  en  y  faisant  *  =  o  et  qu'elle  acquière  sa  valeur  définie  en 
y  faisant  z=bj  ce  que  l'on  concevra  parfaitement  en  observant  que 
la  question  dont  il  s'agit  est  identique  avec  celle  par  laquelle  on  pro- 
poserait de  construire  deux  courbes  AMC  et  AND  telles  que ,  deux 
mobiles  partant  du  point  A  avec  la  même  vitesse  initiale,  l'un  dans 
le  sens  AMC  et  l'autre  dans  le  sens  AND  ^  et  se  mouvant  respective  • 
ment,  pendant  des  temps  fet  t' ,  avant  que  cette  vîtesse  initiale  soit 
éteinte ,  on  ait ,  quelque  soit  cette  vitesse,  r  -f-  t'  =^  constante. 

La  hauteur  b  doit  disparaître  dans  l'intégrale  déOnie,  et  voici  com- 
ment on  détermine  les  conditions  d'après  lesquelles  cette  élimination 

aura  lieu.  Soit  <^  +  ^a=-^-T— ^  en  désignant  par/?  une  fonction  de  «,  et 

P     ds  +  da  p       pài 

par  A  une  constante,  on  aura    /  -—===■==    /  .  •     ■,  ■      ■  —    ; 

I       p    pdi 

je  suppose  que  l'intégrale   r—      -    /  — ■    '  ,  com|Métée  par  une 

constante  arbitraire ,  soit  réduite  en  série  ordonnée  par  rapport  aux 
puissances  de  .s  ^  il  faudra  d'abord,  sî  la  condition  exigée  est  satisfaite, 
que  tous  les  termes  de  cette  série 'soient  multipliés  par  une  puissance 
positive  de  z^  puisque  l'intégrale  doit  s'évanouir  en  faisant  a  =  Oj  (on  peut 

faîreabstraction  du  facteur  commun -î — r— )  }  ainsi  tous  ces  termes 

seront  de  la  forme  Aff^,  m  étant  un  nombre  positif,  et  A  renfermera 
h i  mais,  comme  en  faisant  £5=^^  la  constante  b  devra  disparaître,  il 
faudra  qu'on  ait  A^^nb"^,  le  coefficient  n  étant  indépendant  de  b 
et  fpprésentant  un  nombre  abstrait. 

*  Tous 
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Tous  tes  termes  de  la  série  seront  donc  de  la  forme  nh~^  a»,  et 
rintégrale  sera  de  dimension  nulle  ;  or  comme  cette  intégrale  ne 
peut  se  composer  que  de  ij  de  b  et  de  nombres  abstraits,  la  diflB- 
rentielle,  qui  est  toujours  de  même  ordre  que  l'intégrale,  ne  sera  compo- 
sée que  des  mêmes  quantités,  d'oh  il  suit  que  p  ne  contiendra  point  b 

et  sera  simplement  une  puissance  de  s  j      ^ .-  aura  donc  la  forme 

— -—  ,  ,  et  observant  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont, 
VJ^z  ^  . 

respectivement ,  de  la  dimension  /*  + 1  et  de  la  dimension  \ ,  la  condi- 
tion de  la  dimension  nulle  de  la  différentielle  doonera^+i — 7^=0, 
d'où  ft^  —  7  y  ainsi 

(i) P  =«~^- 

Lavaleur  du  temps  — ; — =;    /  — , l=.-  etl'équationA+tftr^-'  .  ' 

sont  donc  changées,  par  les  considérations  précédentes,  en 

1  g         dz  du  I 

,.  j=z  /  'v  =•  et  en«a!f+</g=  ; — -=;  faisant  «=^—T=r,  on  a 
^y^J  yz{b—^)  hyz  Va 

(a) :  ds+da=^di\/-t^, 

et  intégrant 

(3) J+ff=aK^^- 

la  constante  arbitraire  est  nulle  parcequ'on  a  en  même  tempsf +  (r  =  9 
et  s=sO.  t 

La  somme  des  arcs  ji-M  et  ^iV  est  proportionnelle  à  la  racine 
quarrée  de  la  coordonnée  verticale  AP, 

980.  Soit  construite  une  courbe  A  LE  telle  qu'en  prolongeant  Jus- 
qu'en X  et  /  les  cordes  horizontales  MN  et  mn  on  ait 

(i) AL==AM+JN=s+at 

on  déduit  de  cette  équation 

Ll  =  Mm-i-N/t^ds+dff, 
et  désignant  l'arc  ^L  par  s,  on  a 

s,=/{ds+iio)  =  s  +  ff=iV^^ 

(2) s>  =  ^sj 

I  3i 
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la  eourbe  jiLE  est  une  cycloïde  dont  le  cercle  générateur  a  un  dia- 
mètre =  a. 

Prolongeant  l'horizontale  CD  ^usqu'ati  point  £  de  cette  cycloïde,  si 
ntt  corps  grave  descend,  en  glissant  sur  BLJy  sa  rîtesse,  eo  Lj  sera 
=  ^^igib—'zyj  et  le  temps  employé  &  parcourir  IL  anra  pour  v^eur 

.  ■-         .=^  ou  .  .  -;..:■.■■::■  j  c  est-  a-  dire  la  somme  des  temps  em- 

ployés  à  parcourir  Mm  et  Nn.  Il  faudrait  donc  au  mobile  qui  descen- 
drait sur  ELA ,  ptîwr  arriver  de  L  e»  A ,  te  même  temps  que  le  mo- 
bile ,  partant  de  C ,  employerait  &  descendre  en  ^  et  à  remonter  en 
Dj  et  ce  temps  est,  art.  974,  égal  &  celui  de  la  demi-oscitlatioa  d'un 
pendule  d'une  longueur^  atz. 

981.  Il  est  aisé ,  d'après  les  résultats  analytiques  de  l'art.  979,  de  dé- 
WFminer  la  courbe  AND,  lorsqu'on  s'est  donné  arbitrairement  la  courbe 
>^MC  Soit  l'abcisse -;//?''=  X,,  onaura  iV«  =  J(r:=V'*rf:r'y+rfj;'j  d'où 

(i)  ■  '• ds+l'^r+j;i  =  dsl/^j     ■ 

on  déduit  de  cette  équation  - 

La  courbe  AMC  étant  donnée,  ds  est  connu  en  z  et  ds,  et  on  peut 
supposer  ds=  tfds  :  on  aura  donc 


(3) 


équation  différentieUe  de  la  eourbe  AND  qui  en  fera  connaître  le  tracé, 
lorsqu'on  aur?  la  fonction  q  en  a. 

98a.  J'observe  que  dans  l'équation  ds-\-d<r:=i  -^ —  la  quantité  k  est 

arbitraire,  d'oîi  il  suit  que  d^.-y— est  au»i  arfjitraire;  on  peut  donc, 

sans  rien  changer  à  la  courbe  donnée  AMC,  obtenir  une  infinité  de 
courbes  AND ,  correspondantes  à  une  infinité  de  valeurs  de  a,  telles 
que  le  système  CMAND  jouisse  de  là  propriété  du  tautochronisme  , 
définie  art.  978. 

983.  On  voit,  par  ce  qui' précède,  toute  l'indéterminatron  du  pro- 
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blême  des  Uutocfarones  dans  Je  cas  ^  Je  mobile  f4t  4et  oscillatioas 
entières  ,  composées  chacune  d'une  descente  et  d'uae  ascension ,  sans 
être  assujetti  k  parcourir  une  ligne  définie  par  une  équation  unique  ; 
l'examen  des  conditions  relatives  à  cette  dcfoière  circonstacice  n'a.  au- 
cune difficulté,  et  on  trouve  dans  le  mémoire  dlEuler,  cité  article 
978 ,  l'exemple  d'une  courbe  tautochrone ,  qui  est  algébrique  du  .qua  - 
trième  ordre.  Cette  courbe  n'a  pas  ses  deux  branches  j4MC,.AND j 
égales  et  semblables  enlr'elies  ,  et,  si  on  veut  réunir  cette  propriété  à 
celle  du  tautochronisme ,  alors  le  problème  devient  déterminé  et'  ne 
peut  plus  être  résolu  que  par  la  cycloïde  ;  en  effet,  introduisant,  dan§ 

l'équation  ds-^der^^dzm/ de  l'art.  979 ,  la  condition  dont  je  viens 

de  parler,  on  a  «^.f  =  dtjj  d'où  ds  =  \ds  1/ ^  et  f  =  '^ak  j  équa- 
tion à  une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  décrit  d'un  rayon  =  \a. 

984.  On  pourrait  conclure  de  ce  résultat,  si  on  en  avait  déj&  eu  la 
démonstration,  art.  972,  qu'une  cycloïde  à  base  horizontale,  située  dans 
un  plan  vertical ,  au  -  dessous  de  sa  base ,  est  tautochrone  dans  chacune 
de  ses  moitiés  placées  de  part  et  d'autre  de  la  verticale  passant  par  son 
point  inférieur  ;  mais  il  reste  encore  à  savoir  s'il  existe  des  courbes  dif- 
férentes de  la  cycloïde  et  tautochrones  de  la  môme  manière  qu'elle , 
en  sorte  qu'un  cofps  partant  d'un  point  quelconque  d'une  de  ces  courbes , 
sans  vitesse  initiale,  employé  constamment  un  temps  déterminéà  ar- 
river ii  un  point  inférieur  Hxe ,  où  la  tangente  est  horizontale ,  sans  égard 
à  l'espace  que  le  mobile  peut  parcourir  sur  la  continuation  de  la  courbe 
de  l'autre  côté  de  ce  poipt  inférieur. 

On  résoudra  la  questioo  proposée  en  détermiuant  la  courbe  jiNDV\%.', 
dans  l'hypothèse  où  la  courbe  donnée  AM.C  serait  une  demi -cycloïde 
k  base  horizontale  ayant  son  sommet  en  A  }  en  effet  le  système  des  deux 
courbes  AMCet  AND  se  trouvant  ainsi  déterminé  de  manière  que  les  - 
oscillations  entières  CMAND  soient  tautochrones  ,  et,  par  l'état  de  la 
question,  les  oscillations  descendantes  .CM^  jouissant  séparément  de 
de  cette  propriété,  les  oscillations  ascendantes  ^éND  en  jouiront  aussi 
nécessairement  ;  ainsi  le  mobile,  partant  de  A  avec  une  vitesse  due  à 
une  hauteur  quelconque  ^B^  remontera  toujours  à' cette  hauteur  en 
suivant  AND ,  dans  un  temps  déterminé,,  temps  qui  est  égal  à  celui 
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de  sa  descente  suivant  DNA  s'il  est  posé  en  D  sans  vitesse  initiale ,  et  la 
solution  analytique  devra,  vu  la  généralité  de  l'analyse,  faire  connaître 
toutes  les  courbes  AND  auxquelles  ce  que  je  viens  de  dire  est  applicable. 
Considérant  donc  la  courbe  AMC  comme  une  demi  -  cycloïde  engen  - 
drée  par  un  cercle  dont  le  diamètre  =  ^j  on  aura  ^  =  aï^^j;j  et  cette 
valeur,  substituée  dans  l'équation  j  +  ff  =  ^\^Ta  de  l'art.  979,  donne 

ADID  est  donc  aussi  une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  dont  le  dia- 
mètre  =  (î^ — V^'ÂY;  mais  comme  a  est,  art. 982,  une  quantité 
entièrement  arbitraire,  la  valeur  du  diamètre  ((^ — y'~ÂY  pourra 
aussi  être  prise  à  volonté.  L'analyse  nous  indique,  par-là,  qu'une  cyclo- 
ïde quelconque  satisfait  à  la  condition  exigée ,  si  elle  a  son  sommet 
en  A j  et  si  elle  est,  à  ce  point  A  j  tangente  à  l'horizontale  HAH' , 
et  comme  la  solution,  indéterminée  relativement  au  paramètre  de  la 
courbe  trouvée,  est  déterminée  relativement  à  la  nature  de  cette  courbe, 
il  faut  en  conclure  que  l'espèce  de  tautochronisme  dont  il  s'agit  ici,  est 
exclusivement  propre  à  la  cycloïde.  Huyghens  est  le  premier  qui  nous 
l'ait  fait  connaître ,  et  ,.à  cet  égard ,  il  n'y  a  rien  à  ajouter,  ainsi  que 
je  l'ai  dit,  art.  978,  à  sa  découverte. 

Du  tautochronisme  considéré  dans  les  courbes  à  double  courbure. 

985.  Les  positions  des  différents  points  d'une  courbe  à  double  cour- 
bure étant  rapportées  à  trois  plans  coordonnés  dont  les  lignes  d'inter- 
sections sont  les  axes  des  as j y  ^t  z ^  si  un  point  matériel,  assujetti  i 
se  mouvoir  sur  cette  courbe  ,  est  sollicité  par  une  force  constamment 
parallèle  à  l'un  des  axes,  h.  l'axe  des  s  par  exemple,  et  si  l'intensité  de 
cette  force  est,  ou  invariable  ou  dépendante  uniquement  de  la  distance 
du  mobile  au  plan  œjy ,  les  phénomènes  du  mouvement,  dans  le  sens 
de  la  courbe,  seront ,  abstraction  faite  de  ce  qui  concerne  la  pression, 
toujours  les  mêmes,  quelques  changements  qu'on  fasse  subir  à  cette 
courbe  en  disposantses  points  de  manière  que  leurs  projections  sur  le 
plan  xy  forment  des  courbes  arbitraires  (qui  doivent  néanmoins  être 
assujetties  fe  la  loi  de  continuité) ,  pourvu  que  l'on  conserve  à  chacun 
de  ces  points  sa  hauteur  au-dessus  du  plan  -r^y  et  à  chaque  élément  de 
courbe  dsj  sa  longueur,  conditions  qui  comportent  la  conservation  de 
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l'angle  formé  par  cet  étément  ds  et  par  l'axe  des  z}  en  eiTet,  Z  étant  la 
force  parallèle  aux  «^  dans  l'expression  de  laquelle  il  n'entre  d'autre  va- 
riable que«^  la  force  accélératrice  =  -j— 2^  la  vitesse  c=>^  v*-\-%fZdz 
/ds *" 
1/ÙuZ"f7T\   ^  *°"*"  quantités  rapportées  au 

mouvement  dans  le  sens  de  la  courbe ,  seront  entièrement  indépendantes 
de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  xy^  laquelle  projection  de- 
meurera arbitraire  ;  on  rendra  la  vérité  de  cette  proposition  encore  plus 
sensible ,  en  désignant  par  ^  l'angle  variable  que  forme ,  avec  l'axe 
des  a_,  un  élément  quelconque  ds  de  la  courbe,  au  moyen  de  quoi  on 

aura  ds^ ^  ,  et  les  valeurs  précédentes  se  changeront  en  Zcos.  li', 

.  =  K17m-./^^,  '=J  ,„,^.t^£,.+,yz^.  , expression» évi. 
demment  indépendantes  de  toutes  relations  entre  les  coordonnées  x  et 
_^j  puisque,  par  hypothèse,  ces  relations  n'ont  aucune  influence  sur  le» 
longueurs  fies  éléments  de  courbe  ds ,  et  sur  les  angles  qu'ils  forment 
avec  l'axe  des  z. 

986.  La  conséquence  de  ce  théorème  est  que,  pour  te  cas  du  mou- 
vement ,  dans  le  vide ,  dû  à  la  seule  pesanteur ,  les  problèmes ,  concernant 
te  tautochronisme  dont  peuvent  jouir  tes  courbes  à  double  courbure , 
ne  doivent  être  distingués  en  rien  des  problèmes  de  même  espèce  qui 
aone  relatifs  aux  courbes  planes.  Si  une  courbe  à  double  courbure  est 
tautochrone,  soit  dans  le  sens  de  l'art.  973,  soit  dans  le  «ens  de  l'art. 
978,  en  la  concevant  tracée  sur  une  surface  cylindrique  à  génératrices 
verticales,  on  pourra  donner  à  cette  surface  toutes  les  formes  compa- 
tibles avec  la  continuité  de  sa  courbure  et  la  direction  verticale  de  ses 
génératrices,  sans  que  la  loi  du  mouvement  sur  la  tautochrone  soit  al- 
térée, et  réciproquement ,  lorsqu'on  a  déterminé  une  tautochrone  plane, 
par  les  méthodes  données  depuis  l'an.  978,  si  on  infléchit,  d'une  ma- 
nière quelconque ,  le  plan  qui  la  renferme  ,  en  conservant  la  position 
,  verticale  à  toutes  les  lignes  qui  avaient  cette  position  avant  l'inflexion 
du  plan,  le  mouvement  aura  lieu,  sur  les  courbes  à  double  courbure 
ainsi  obtenues  ,  absolument  comme  il  avait  lieu  sur  la  courbe  plane, 
c'est-à-dire  qu'au  bout  du  même  temps  le  mobile  occupera  le  même 
point ,  y  aura  la  même  vîte&se ,  etc. 
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D'après  ce  résultat,  une  courbe  à  double  courbure ,  qui  jouirait  dans 
le  vide  ,  et  en  vertu  de  la  seule  pesanteur ,  de  la  propriété  du  tauto- 
chrooisme  définie  art.  978 ,  ne  pourrait  être  qu'une  cycloïde ,  tracée  sur 
une  surface  cylindrique  à  génératrices  verticales,  et  susceptible  de  de- 
venir une  cycloïde  plane  ordinaire  en  développant  la  surface  cylindrique 
de  manière  que  toutes  ses  génératrices  se  trouvent  dans  un  même  plan. 

Définition  de  la  propriété  qui  rend  «ne  courbe  brachystochrone  (*}.  Solution 
élémentaire  du  problème  de  la  brachyttochrODe  doni  le  vide,  les  deax  points 
estrémei  de  la  courbe  parcourue  étant  fixei. 

987.  La  théorie  du  mouvement  d'un  point  matériel,  qui  se  meut  sur 
une  courlie  diiTérente  de  celle  que  les  forces  auxquelles  il  est  soumis 
tendent  à  lui  faire  décrire,  comporte,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit,  deux 
cas  généraux  ;  dans  le  premier  de  ces  cas ,  traité  depuis  l'art.  91 7  jusqu'à 
l'art.  97a,  le  mobile  est  assujetti  4  parcourir  une  courbe  déterminée, 
dans  le  second ,  son  mouvement  doit  être  assujetti  &  des  conditions  don- 
nées et  on  cherche  la  courbe  sur  laquelle  il  doit  se  mouvoir  pour  satis- 
faire à  ces  conditions. 

Lee  questions  traitées  art.  979  et  suivants  appartiennent  à  l'un  et  à 
l'autre  de  ces  deux  cas,  celle  dont  je  vais  m'occuper  appartient  exclusive- 
ment au  dernier  ;  je  vais  d'abord  eo  donner  l'énoncé. 

«  Trouver  la  courbe  sur  laquelle  un  point  matériel  pesant  doit  se 
«  mouvoir  pour  arriver ,  en  vertu  de  sa  pesanteur ,  dans  le  moindre 
«  temps  possible ,  d'un  point  de  l'espace  k  un  autre ,  les  positions  du 
f  point  de  départ  et  du  point  d'arrivée  pouvant  être,  ou  Hxes,  ou  assu- 
«  jetties  à  des  conditions  données  ». 

On  peut ,  outre  les  conditions  relatives  aux  positions  des  points  ex- 
trêmes de  la  Courbe  ^cherchée ,  en  assigner  d'autres  applicables  à  la  lon- 
gueur entière  de  celte  courbe,  supposer ,  par  exemple,  que  le  mobile 
pesant  est  assujetti  à  ae  mouvoir  sur  une  surface  donnée ,  qu'il  traversa 
un  milieu  résistant  suivant  une  certaine  loi  etc. 

Quelles  que  soient  ces  diverses  circonstances  accessoires,  la  courbe  par- 
courue dans  le  moindre  tenips  possible  prend,  eu  égard  à  celte  propriété, 

(  '  )  Le  mot  Brachystochronc  est  dérivé  de  Sçol^^vçtqç  superlatif  de 
S^X^iS)  bref,  court,  et  de  XP^**^^  '  temps.  "Lt  mot  Taalockrone,  employé 
dant  les  chapitres  précédents ,  vient  de  Ta^TÙ  ,  le  méme^  et  de  X^Ôyof  ,  temps, 
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le  nom  de  courbe  brackysioçhrone  ou  courbe  de  plus  tile  descente. 

9^.  J«  vab  donner  une  première  solution  élémentaire  du  problème 
de  la  brachjstochrone ,  eil  supposant  que  le  mouvement  a  lieu  dans  le 

.  vide  entre  deux  points  fîxes  ;  et  il  faut  d'abord  examiner  si  la  courbe 
de  plus  vite  descente  de  l'un  à  l'autre  de  ces  points,  est  à  double  ou 

■  simple  courbure.  Supposant  cette  courbe  construite,  je  mène  par  tous 
ses  points  des  lignes  horizontales  perpendiculaires  au  plan  vertical  qui 
renferme  ses  deux  points  extrêmes,  c'est-à-dire  le  point  de  départ  et 
te  point  d'arrivée,  et  j'ai, .ainsi,  une  surface  cylindrique  sur  laquelle  la 
courbe  dont  ils'a^t  se  trouve  tracée.  Imaginant  deux  quelconques  de 
ces  génératrices  horizontales  que  je  désigne  par  G  et  G'j  placées  à  une 
distance  infiniment  petite  l'une  de  l'autre,  l'intervale  qui  les  sépare  doit, 
en  verti>  de  la  propriété  qui  rend  la  trajectoire  bracliystochrone ,  être 
franchie  par  le  mobile,  dans  le  moindre  temps  possible,  car,  ce  mobile 
arrivant  k  la  génératrice  G  avec  une  vkesee  donnée,  uniquement,  pai- 
l'abaissement  vertical  de  cette  li^e' au-dessous  du  point  de  départ, 
vitesse  avec  laquelle  il  parcourra  la  distance  de  G  &  G' j  on  ne  pourrait 
supposer  inie  augmentatioB  au  mïnimunt  de  temps  dont  je  viens  de  parler 
qu'antam  qu'il  eft  résulterait  des  augmentations  de  la  vitesse  du  mobile  , 
k  sa  mKontre  avec  les  génératrices  suivantes ,  propres  à  établir  des  com- 
pensations; mais  la  vketise,  en  G' ^  est,  art.  944,  tout-à-fait  indépen- 
dante tant  de  la  ligne  parcourue  depuis  le  point  de  départ  jusqu'à  d' 
que  tîu  lempff  employé  à  faire  ce  trajet ,  et,  en  général ,  l'élément  de 

'temps  dt  pendant  lequel  le  mobile  \a  àe  G  k  G'  n'a  aucune  influence 
sur  la  durée  du  passage  de  G'  à  G",  de  G"  à  G'"  etc.  (G"_,  G"',  etc. 
étant  des  génératrices  placées  à  la  suite  de  G'),  donc  on  ne  peut  rien 
perdre  sur.  ce  temps  df  qui  ne  soit  perdu  sur  le  temps  total,  et  sî  dt 
n'est  pas  un  minimum  la  courbe  n'est  pas  brachystochrone. 

Le  mobile,  en  allant  d'une  génératrice  quelconque  à  la  génératrice 
infiniment  voisine,  doit  donc  suivre  la  perpendiculaire  commune  à  ces 
deux  lignes,  d'oîi  il  suit  que  la  brachystochrone  est  une  courbe  normale  Fig.  8. 
à  toutes  les  génératrices  et  dont  tous  1rs  points  se  trouvent,  par  consé- 
quent, sur  le  plan  vertical  avec  lequel  ces  génératrices  font  toutes  un 
angle  droit  \  ce  plan  est,  par  l'état  de  la  question,  celui  qui  renferme 
le  point  de  «Jépart  et  le  point  d'arrivée. 

989.  La  brachystochrone  est  donc  une  courbe  plane,  dans  le  cas  dout 
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il  s'agit  ici ,  et  on  parviendra  très -facilement  k  la  détermination  de  cette 
courbe  par  la  solution  du  problème  suivant  ;  «  un  point  matériel  pesant 
«  partant  d'un  point -^  d'une  horizontale ^S  et  arrivant,  par  une  courbe 
«  quelconque,  en  vertu  de  sa  pesanteur,  sur  l'un  des  côtés  yrd'un  angle 
«  inOniment  petit  tfri,  tracé  dans  un  plan  vertical ,  déterminer  le  point 
«  7  et  la  direction  du  mouvement,  tant  à  l'arrivée  du  mobile  k  ce 
«  point  ç  que  dans  l'angle  çrt^  de  manière  que  le  temps  employé  par 
i<  ce  mobile  à  traverser  l'angle  çrt  soit  un  minimum  ». 

D'abord  en  considérant  ç  comme  le  point  cherché,  et  9/  comme  la 
ligne  qui,  dans  l'angle  ^r^^satisfait  aux  conditions  du  problème,  il  est 
évident ,  quelque  soit  la  vitesse  et  la  direction  du  mouvement  en  ^  ,  que 
çt  doit  être  perpendiculaire  aux  côtés  çr  et  Ir,  c'est-à-dire  doit  être 
un  arc  élémentaire  tracé  du  centre  rj  si,  de -plus,  on  fait  attention  que 
la  vitesse  du  mobile,  en  q ^  uniquement  due  &  la  différence  de  niveau 
entre  ^  et  ^ ,  serait,  art.  942 ,  nécessairement  diminuée  si  la  direction 
de  cette  vitesse  faisait  un  angle  fini  avec  l'arc  tj  t,  ce  qui  occasion  <- 
nerait,  en  pure  perte,  une  augmentation  dans  le  temps  employé  k 
parcourir  cet  arc,  on  verra  que  la  direction  du  mouvement,  en  q 3  doit 
être  perpendiculaire  à  r^  et  se  trouver,  dans  un  même  plan,  avec  ^r' et  tr. 

Ces  préliminaires  posés,  il  ne  s'agit  plus  que  de  chercher  la  position 
du  point  y  j  ou  Xaw^tmAc  pq;]tïsiisangU  j4pq  =  ^,  angle  ifrt^=e>, 
(jp^=p  etpr=iaj  je  continue  à  représenter  par  g  la  force  accéléra- 
trice due  à  la  pesanteur,  et  traçant  la  verticale  qm,  j'ai  ^=^  x 
BÎn.  Ap'q  =  f>  sin.  ^.  La  vitesse  en  y  a  pour  valeur ,  *^(â^>(^^  = 
y^igçàa.^ }  et,  l'espace^/,  à  parcourir,  étant  égal  à  (a+p)  a> ,  l'ex- 
pression du  temps,  désigné  piar  r_,  employé  à  traverser  l'angle  qrl  est 

(a  +  p)  « 
:  ■■  —     .  ^=-j  c'est  la  fonction  qui  doit  être  un  minimum  et  dont  la  seule 

variable  est  (>j  on  a  donc  -^—  =  ,  /•      .       ■  I  T7= — t'  1  y—r  1=^0» 

d'oii  on  déduit  p  =  aj  ainsi  la  ligne  qr  doit  être  divisée  en  deux  parties 
égales  par  le  point/;  de  son  intersection  avec  l'horizontale  AB  ;  et,  comme 

en  faisant  ^  =  «  dans  la  valeur  de  —j — on  a  une  quantité  positive,  on 

est  assuré  que  cette  valeur  ^  =  a  est  celle  qui  rend  fonction— ^==£==r 

ya.gpv1t1.41 
un  minimum. 

Soient 
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Soient  maintenant  ^  et  C  les  deux  points  entre  lesquels  on  cherche- 
ta  courbe  par  laquelle  le  mobile  pesant  arriverait,  dans  le  moindre 
■temps  possible,  de  A  en  Cj  je  fais  passer  par  ces  deux  points  une  cy- 
cloïde  ayant  son  origine  en  ^  et  sa  base  sur  l'horizontale  ABj  chacun 
des  rayons.de  courbure  fr  de  cette  courbe  étant,  comme  on  sait,  divisé 
en  deux  parties  égales  par  la  base  AB,  le  mobile  abandonné  à  la  pe- 
santeur sur  l'arc  fini  AiflC  satisfait ,  en  parcourant  un  arc  élémentaire 
quelconque  qt,  ou  en  traversant  Tangle  qrt,  à  toutes  les  conditions 
ci-dessus  énoncées;  ainsi  un  second  mobile  qui,  pour  aller  de  ^  en 
C f  suivrait  toute  autre  courbe  Atf^C,  employerait  nécessairement 
plus  de  temps  que  le  premier,  soit  à  traverser  cet  angle  qrt  en  suivant 
l'arc  élémentaire  q'i ,  soit  à  traverser  tout  autre  angle  infiDlment  petit 
formé  par  deux  rayons  de  courbure  de  la  cycloïde  AqtC j  le  temps 
total  employé  i  aller  de  A  en  C ,  en  suivant  cette  cycloïde ,  sera  donc 
plus  court  que  le  temps  total  employé  &  parcourir  toute  autre  courbe 
entre  les  mêmes  points. 

990.  La  cycloïde  se  trouve  ainsi ,  dans  le  vide ,  courbe  tautochrone 
et  courbe  brachystochrone,et  c'est  principalement  à  cette  réunion  de 
propriétés  curieuses  qu'elle  doit  la  célébrité  dont  elle  jouit.  Toutes  les 
cycloïdes  sont  des  courbes  semblables  puisque  leur  équation  générale  n'a 
qu'une  seule  constante ,  le  diamètre  du  cercle  générateur  ;  d'après  cela  la 
position  de  l'origine  A,  celle  d'un  autre  point  C  et  celle  de  la  base  AB 
suffisent  pour  la  construction  de  la  courbe  entière.  On  a  l'équation  sui- 
vante entre  les  coordonnées  horizontales  x  et  les  coordonnées  verticales 
i  ,  l'origine  étant  en  A 


.|sin.=    -^y^^_A 


a;  =  4-a  arc.  j  sm.  =   -T^J/«z— 5"  V  —  (/^n=^; 

le  diamètre  du  cercle  g^érateur  ■=■  a,  c'est  l'inconnue  qu'il  s'agit  de 
déterminer  et  en  élevant,  par  le  point  C  la  verticale  CB^  et ,  substituant, 
.dans  l'équation  précédente,  pour  ^cXs,  les  valeurs  de  AB  et  BC ,  à 
restera  seul ,  dans  cette  équation,  avec  des  quantités  connues,  mais  il 
se  trouvera  compris  dans  une  fonction  transcendante. 

On  pourra  construire  graphiquement  la  courbe  qui  résout  le  problé'*  ^'S-  î* 
me,  avec  beaucoup  de  faeiliié,-si  on  a  une  cycloïde  tracée  et  rapportée  à 
un  cercle  générateur  quelconque  \  soit  Aghb  cette  cycloïde,  dont  la  base 
I  32 
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j4b  est  mise  dans  une  position  horizontale;  jé  çt  C  les  deux  poîatspsr 
lesquels  doit  passer  la  courbe  brachystochrone  -menant  la  corde  ^jC  le 
diamètre  du  cercle  générateur  de  la  brachystochrone  sera  une  4.*  pro- 
portionnelle à  Jgj  ^C  et  au  diamètredu  cercle  générateur  de  >;/^AA. 

Prîncîprs  de  la  méthode  des  variations  pour  servir  d'introduction  à  la  tolution 
générale  de  problème  de  la  bracbyslocbronc. 

991.  Le  problème  de  la  courbe  de  plus  vite  descente,  dans  le  vide  et 
filtre  deux  points  fixes,  est  complètement  résolu,  dans  le  chapitre  pré- 
cédent ,  par  des  considérations  immédiates  et  élémentaires  ;  je  vais  en  - 
visagerce  problème  sous  un  point  de  vue  plus  général,  et,  en  cela,  j'ai, 
pour  objet  principal ,  de  donner  aux  élèves  un  exemple  également  utile  et 
curieux  de  l'application  qu'on  peut  faire,  aux  questions  de  mécanique  , 
de  la  méthode  des  variations  dont  je  démontrerai  d'abord  les  formules 
fondamentales,  afm  de  rendre  plus  complète  l'instruction  qu'ils  tireront 
de  cet  exemple. 

Soit  x,j-,z  trois  variables  qu'on  peut  supposer  être  les  coordofinées 
d'une  courbe  à  double  courbure,  et  V  une  fonction  quelconque  tant  de 
ces  variables  que  de  leurs  diflerentiellesdu  1.*',  a.«,  etc.  ordre,  renfer- 
■  maat,  déplus,  les  coordonnées  a?»,^oj  »*j  ^/j^/»  «/j  qui  se' rappor- 
tent ,  respectivement ,  à  deux  points  particuliers  de  la  courbe,  et  leurs 
dilTérenticlIes  du  i.",  2,«,  etc.  ordre. 

Si  on  fait  varier,  dans  la  fonction  V,  les  quantités  •^jjr^  z^  ^o>yoj  Xoj 
^nJti  */ j  ^'  '^  différentielles  qui  en  dépendent,  en  attribuant,  à  cha- 
cune de  ces  variables ,  un  incrément  infiniment  petit  par  rapport  à  elle , 
mais  arbitraire  et  désigné  par  la  caractéristique  rf,  dont  j'ai  déjà  expliqué, 
dans  plusieurs  articles  du  cours,  l'emploi  et  la  signification,  et  qu'on 
retranche  la  fonction  primitive  V  de  la  fonction  variée  V ^  on  aura 
V'  —  U=iâV.  Cette  variation  Jf7 se  composera  de  deux  parties,  l'iine 
comprenant  les  termes  donnes  par^^j^j  s  et  leurs  différeatietles,  l'autre 
comprenant  ceux  qui  dérivent  de  .ro,jfo,*oj«;jj',;a,,  et  leurs  différen- 
tielles. La  première  |»rtie  aura  la  même  (orme  <\ve  dV (en  considérant 
^o  j^o  j*o  j  ^^,3^,}  */  ft  içurs  dérivées  conwne  des  constantes),  tout  le 
changement,  à  sou  égard,  consistant  dans  la  substitution  du  signe  (tau 
signe  d,  la  seconde  partie  se  rapporte  ji.  des  Limites  d'intégrales  dont 
il  va  bientôt  être  question. 
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La  valeur  de âU peut  d<Hic se  mettresous  la  forme. g^érale  ' 

pdx  ■\-p'ddx  ■\-p"dddx  +etc. 

+  rà  z  +  r'  àds  +  r" éddi  +  etc. 
+i'grfro  +  P'  ;>ddXo-^P"oàddxo  +etc. 
^a=\  ■\-Qo^j>-VÇo'àdj^^Ç^"âddjo'¥eic. 
+  Boàso  +  P»'àd59  +  K9"àtidso  +etc. 
+P,àx,+P/àdx,  +  P/'àddx,+etc. 
+  Q,à!y,+  i^/àdj,  +  Q/'âddj,  +etc. 
+  EfàSf  +  B/ ddi,  +I{/'àdds,+ etc. 

Les  coefficients  yP^  ^'j  etc.  y^  ç',  ctc.^  r,  /  etc.  étant  les  mime»  qu'on' 
trouverait  en  calculant  dUf  et  considérant  Xo,^^,  a»^  ^i>^i>  S/  et 
les  quantités  qui  en  dérivent  comme  des  constantes. 

992.  Il  faut,  maintenant,  trouver  l'expression  Ae/dV  prise  depuis  la 
limite  oii  on  a  x^Xa^y^ya^  {  =  {0  jusqu'à  la  limite  06  on  ^x-=x,f 
y=y,',  *:=«,,  et  j'observe  d'abord  que <l'aro.>rf<&o.»  etc.  rfx,^(f</a7,,  etc. 
et  les  quantités  analogues,  en  ^  et  2^  appartenant  à  des  points  parti- 
culiers, sont  constantes  par  rapport  au  signe  f.  De  plus  les  expressions 
ddx  et  d&Xyàddx  et  ddâx ,  etc.  sont  identiques,  car  x^  x'j  a/'  étant 
trois  valeurs  consécutives  liées  par  les  relations  a/'  —  a/  =  dx' , 
x' —  X  ^  dXf  on  a  rf(x' —  x)  =  àdx^  mais  à  (.r'—  x')=:à.i^ —  àx  =  ddx, 
Aoncêdvetdâx  représentent,  sous  deux  formes,  la  valeur  derf(a/ — x).  - 
De  même  â{da/ — dx)  :=âdd.v,  et,  comme  ona /^3!'=:a/' —  x' , 
dx  =:  x' —  Xj  on  trouve,  sous  une  autre  forme  ,  à  (dx'  —  dx)  :;= 
(fte"  —  rfr')  —  (àx'- — âx)  =  dàx' — dàx  =  d*dXj  etc.  _ 
On  a ,  d'aprts  ces  observations , 

f  pâx  Jr  ffJ ddx   ■\-  fp" d^  dx  +  etc. 

+  f^ày+ff/'dày  +/f"d*ày  +  etc. 

+  /ràs+  fr'dàx    + /r".d'às  +  etc. 

+àx^fP-o  +  dàTo/P'o  +  d*àx^P"o+  etc. 
fàU=l  ■fày,fQ,  +  dâyofQ'.'{-d*dy,fQ"^+etc, 

+  âz^//i„+dâso//i'o  +  d>àza//î"o  +-etc. 
'^  +  àx,/P,  +  dâx,fP%  +  d*dxJT",  +  etc. 

■^àyJQ,-^dàyjqf,'>rd*dyjr^',+eXc. 

+  àz,/fî,-i.  dàz,fR',  +  d*dz,fPI',  +etc. 


dbyGoogle 


35a  Dynamique  él£mbntaiiie. 

993.  Pour  réduire  les  ternies  qui  contiënent  ddxjd'àxj  etct/i/^'j 
d^d^f  etc.  dâij  e^àzj  etc.,  sous  le  signey^  à  D'avoir  plus,  sous  ce  signe, 
que  les  variations  âx,  ^,  ai  ,  on  employera  les  intégrations  par  parties 
qui  donnent 

fpf  dàx  =■  p*  âx  — fdp'  àx  j 

fp"  d'  ix  =  ;>"  iix.—  dp"  âx  +fd'p''  &x  ; 
fp"'  d?àx  =  p"'d'  âx  —  Jp'"dâx  +  dfp"'âx—fà?p"'  âx. 
Les  termes  qui  se  rapportent  à  j'  et  s  fournissant  des  expressions  de 
même  forme  ,  on  aura 

f\p—  dp'  +  d'p"   ■—  d>p"'  +MC. ( âx 
Ji.f\q  —  dq'  +  d'if'  —  .i3/"+etc.|rfJ- 
+/t  r—dr'  +  d»  r"  — rf3r"'+etc:  |* 
+  (^  —dp"  +  d'p'"  -rtK.)âx  + 
+  (p"—dp">  +  d'p""  —nc.)dâx 
^-(p"'  —  dp""+eK.)dd.âx 


fâV^ 


+  (/  —  df  +  df(f"  —  elc.)rfK 
+  (y"  — dif"  +  d*if"'  —  etc.)(/rfy 
+  (/"  —  df"  +  etc.)<M .  ây 


+  (r'  —  </r"    +  </■  r'"  —  etc.)<fa 
+  \r" — dr'"  +d'r""  —  etc.)  dâz 
-I-  ( r"'  —  dr""+etc.)dd-âi 

etc. 
+ âx^/P,  +  dâx,/P„'  +  etc. 

+  «tr^Po  +  My^fQ'  +  «<:• 

+  <fj„/«c,  +  rfrf»o//î<,'  +etc 

+  âx,fP,  +  dàxJP;  +  etc. 

+  <*>-,/P/  +  'làjJÇ,'  +  etc. 

+  A,/fl,  +  <ite,y  fl,'  +  etc. 
994.  J'ai  supposé,  dans  l'analyse  précédente,  que  l'origine  commune 
des  coordonnées  x  ^  y  ,iy  x^  ^  ja  t  z»  t  x,  ^y, ,  Zf^  était  fisc,  mais 
si  on  axa^  0,^0=  o,  «0^0,  cette  origine  se  trouvera  sur  la  courbe 
même,  et  sera  déplacée  lot^ue  toutes  les  variables  x  . y ,  s  devien- 
dront x  +  âx  ,  y  +  âyj  i+âij  soient  âa  j  âb ^  àc  ses  distances  infini- 
ment petites ,  respectives ,  aux  axes  des  Xjj  et  ij  après  son  déplace  - 
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ment,  les  variations  da,  db ,  âc  affecteront  tous  les  pointa  déterminas 
par  XiVf^j  ^ti^ii^i'  *■*  8*"*nt»  P^*"  rapport  à  là  nouvelle  origine, 
soustractives  des  variations  âx ,  ày ,  àij  dx,  j  âj, ,  dz,j  qui  se  rap* 
portent  à  l'origine  primitive. 

Cependant  ce  changement  d'origine  n'aura  aucune  influence  sur  les 
variations  des  différentielles  dx,  ddx,  etc.  dj,  ddy,  etc.  dz  j  dâz  etc. , 
car  a;  et  a/  étant  deux  abscisses  liées  par  la  relation  a/ —  œ=s:dx  ,  la 
variation  de  dx  sera  d\  {x'~~âa)-~{x—âà)  \  =à(x'~x)  =  àdx^ 
etc.,  d'où  l'on  voit  que  àdx,  dddx ,  etc.,  sont  des  quantités  indépen- 
dantes de  da  3  et  ainsi  des  autres  variations  de  même  espèce. 

11  suffira  donc,  pour  rendre  la  valeur  de /"ift/ de  l'art,  précédent  appli - 
cable  au  cas  dont  il  s'agit  ici,  de  substituer  à /;J'^,ydy,n^z,F,tf.r^,(>y^^^, 
iî,rf3/,Ies  produits  respectifs// (<^a;  —  âa)  ^  <l{âj-:—âb),  r  (àz  —  âc) , 
P,(àx,~àa),Ç,(àjf—'âl>),B,(th,—/fc),et  de  supprimer  tous  les  ter- 
mes dans  lesquels  se  trouvent  Xo,jyo,^<>>  et  ceux  qui  en  dérivent» ce  qui 
revient  à  substituer  simplement,  dans  l'équation  de  l'art,  précédent,  à  la 
collection  des  termes  dont  je  viens  de  parler  qui  se  rapportent  à  l'origine 

del'inlégrale,lesquantilé8—t»tfy(/^  +  P,),— (?*/(?+(*/)»— <^i/t'"+^/)« 
sans  rien  changer  d'ailleurs  aux  autres  termes  de  cette  équation. 

995.  Les  équations  des  articles  précédenls  se  simplifieront  si  on  con- 
sidère une  des  différentielles  dx^  dj ,  dz  ,  comme  constante  ;  soit  dx 
cette  différentielle,  on  pourra,  sans  nuire  à  la  généralité  des  résultats 
prendre  aussi  â.r-  pour  variation  constante ,  bien  entendu  que  tout  ce 
que  je  dis  ici  de  x  s'applique  également  à  Xq  et  à  *,.  On  aura  ainsi 
j}'=Qjp"=iO,  e{c.P'o=o,  P"o  =  Oj€tc.  P',=^o,  P",z=Oj  etc. 

Or,  dans  l'hypothèse  de  dx  constant,  la  fonction  V  est  de  la  forma 

fp  dx  ^  àx/p  =  às/dx  T-^^^  =  ff^àx. 

Ainsi,  pour  introduire  dans  Téquation  de  l'art.  ^3  la  condition  de 
dx  i^  constante i  il  faut,  à  la  collection  de  tous  les  termes  multipliés 
■par  âxydàx,d^dxj  etc.dàxoj  d'àxo^etc.  ûWj,j<^Vt,^  etc.  substituer 
le  terme  unique  Wâx,  les  termes  multipliés  par  àx^,  âx,  ou  pardiz,  âx 
dans  l'équation  de  l'article  cité,  ou  dans  cette  même  équation  modifiée 
d'après  ce  qui  est  dit  à  l'article  précédent,  étant  conservés. 
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.  996.  La  valeur  àe/àU  donnée  par  l'écjMation  de  l'art.  998  est  iden- 
tique avec  celle  de  àfUjQ'avais  dé)&  employé,  art.  844,  la  transposi- 
tion des  signes  à  et/.)  en  effet ,/"£/  peut  être  considéré  comme  le  terme 
sommatoire  d'une  série  dont  U  est  le  terme  général ,  les  différences  de 
chaque  terme  particulier  à  celui  qui  le  précède  et  à  celui  qui  le  suit, 
étant  infiniment  petites,  par  rapport  à  ces  termes  qui  sont  en  nombre  in- 
fini et  de  même  ordre  entr'eux  ;  cette  série  peut  être  représentée  par 

(i) /£/=£/'+£?''+£r"+etc. 

et  on  a  la  série  correspondante  des  variations 

(2) à/U=âD'+<fU"+àtr"+etc. 

or  àU  étant  le  terme  général  de  la  série  (2)  comme  U  est  le  terme 
général  de  (i),  le  terme  sommatoire  de  (a)  sera,  par  conséquent, 

fàU^  àV'+àU"-^âU"'+etc, 
on  a  donc 

(3) fâV^àfU. 

997.  Désignant  dans  l'équation  de  l'art.  998  par  a  les  termes  de  la 
valeur  àt  fdV  (\viï  renferment  dx ,  ây  et  rfs  sous  le  signe  y^  par  ^ 
la  collection  de  tous  les  termes  qui  renferment  des  intégrales  où 
dx ,  ây  et  di}  nesont  pas  sous  le  signe/"  (ces  dernières  intégrales  sont 
celles  qui  ont  pour  facteurs  âx^  ,  djo  >  àio  >  àx,j  àj-,j  as,  ,  et  les  dif- 
férentielles de  ces  variations,  les  termes  qui  se  rapportent  k  a-o  j^oj  ^o, 
pouvant  être,  art.  994  remplacés  par  trois  intégrales  multipliées,  res- 
pectivement ,. par  da,  âb  ,  de)  et  par  i^  la  collection  de  tous  les  termes 
qui ,  ne  renfermant  point  d'intégrales,  sont  multipliés  par  dXf  dy,  dz  et 
par  les  différentielles  de  ces  variations,  la  valeur  générale  AtfdV  sera 

(1) /dUs=a+^+^+constan/e. 

cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  le  point  où  aï  :=3:ojjK=J'o^  «^3» 
(valeurs  qui  renferment,  comme  cas  particulier  celui  de  .to  =  Oj^<,  =  Oj 
i(,  =  o)  jusqu'au  point  où  x=x,  ,y  =ytf  ■!  =  «,/  elle  doit  donc  être 
disposée  de  manière  à  s'évanouir  lorsqu'on  fait,  dans  sa  valeur  indéfinie, 
x  =  Xo,  r=j'ojS  =  îoj  si,  de  plus,  on  fait  attention  que  chacune  des 
intégrales  qui  entrent  dans  l'équation  de  l'art.  998  doit  devenir  nulle  , 
séparément ,  lorsqueyy£7=  p',  et  si  on  désigne  par  i/-*  ce  que  devient 
1^  lorsqu'on  y  substitue  Xak  x  ^ja  ^yt  Za^  z^  dx„  ou  da  à  dx ,  etc. 
etC  op  aura 
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(a) constante  =  —  i^o  ; 

et  la  valeur  générale  indéterminée  A^J'àV  deviendra 

(3)  . /rft/=a+5  +  ^  — ^to. 

Je  vais  d'abord  m'occuper  de  )a  partie  f +^ — i/-©  du  a.«  membre  de 
cette  équation.  Toutes  les  intégrales  comprises  dans  fétaat  d'abord  eflec- 
tuéesséparémentet  chaque  constante  particulière  déterminée  de  manière 
que  l'intégrale  qui  réponde  cette  constante  s'évanouisse  lorqu'on  y  fera 
x  =  x„,  jy  ^yo,  2 ^  so,  etc. ,  il  est  manifeste  que  la  partie  àefâU 
exprimée  par  ^+ip  —  ^o  s'évanouira  lorsqu'on  y  introduira  les  valeurs 
relatives  à  l'origine  de  l'intégrale,  c'est-Ji-dire  lorsqu'on  y  fera  \t  =  \i'o, 
et  qu'on  substituera  dans^,  .rosu  lieu  de  .r,j^oau  lieu^,Za  au  lieu  dez, 
etc. ,  mais/"*:^  £7  devant  être  prise  depuis,  le  point  où  aî  =  j-o,jk=^o, 
s^Zo,  jusqu'à  celui  où  .«=  a:,  ,j)'=j'^,  s  =  z, ,  pour  introduire  cette 
condition  dans  la  partie  AtfàU  représentée  jïar  f  4-  ^  —  ^o  il  faut , 
dans  les  termes  vambles  ^  et  \(  (disposés  de  manière  à  s'évanouir 
quand  on  y  fait  3^  =  xa,  etc.)  substituer,  à  toutes  les  variables,  les  valeurs 
qui  conviennent  à  la  seconde  limite  de  l'intégrale,  c'est  -  «t  -  dire  faire  ' 
a:  ^x,,  etc. 

f  et  1^  acquerront ,  par  ces  substitutions,  des  valeurs  f ,  et  i^^et  l'ex- 
pression définie  de  la  partie,  que  je  considère,  de  l'intégrale  y ïJt/, 
prise  dans  les  limites  ci  -  dessus  assignées  sera 

Ces  quantités  ne  renferment  plus  que  des  termes  de  la  forme 
kàxo  j  k'dâx^j  Vd^àx^j  etc. 
mây^j  m'dàjoj  m"d^djraS  etc. 
ndtffj  n' ddi^s  n"  d'^  àzo  j  etc. 
Kàx,j  K'dâx,  j  K"  d^àx,  j  etc. 
Màj^j  M'dàjfj  M"  d^y,  J  etc. 
J^àij  N'dâtj  ^"<^rf«,  s  etc- 
les  termes  qui  se  rapportent  à  a-o,jKo,  îo  devant  être,  art.  994,  rempla- 
cés par  trois  termes  de  la  forme  G'da  ,  G"âb  ',  G"'àc  ,  lorsqu'on  a 
Xa=o,jrt>  =  o,  2o^  0  et  tous  les  coefficients  des  quantités  affectées 
du  signe  â  étant  des  quantités  constantes. 

998.  Je  passe  k  l'intégrale  a  qui  renferme  àx,ày ,  et  âz  sous  ie  signe 
/  j  on  peut  supposer  que  la  Valeur  définie  complète  de  cette  intégrale 
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prise  entre  la  limite  oii  on  a  a^=  Xo,^=j'o»  i  =  Sa  et  celle  où  pna 

X  =  cCf,jy  =^f ,  4  :=  a,  est  de  la  forme 

les  termes  généraux  des  séries  qui  composent  le  a.*  membre  étant  repré- 
sentés par  .irfa?,^rf^,F(^2.  Il  est  à  remarquer  que  <^o,^o  et^o,  ^ttP-ii  */» 
sontdescpèffîcioitsd'un  ordre  inférieur  à  celui  des  coefficients  Â,  m,n, 
Kj  Mj  Nj  de  l'art,  précédent  et  qu'ainsi  >lorfXo  ,/toàjr^  ,  i>àz^X,âx,  , 
ft-iày,  ,  v,di,  ,  ne  doivent  point  être  compris  parrais  les  termes  dont 
cet  article  offre  le  tableau. 

999.  Il  reste  ,  maintenant ,  à  indiquer  l'objet  et  l'usage  de  l'analyse 
et  des  formules  précédent^  ;  les  problèmes  qu'on  a  à  'résoudre,  par  la 
méthode  des  variations,  se  réduisent,  ordinairement,  â  trouver  les  rela- 
tions entre  a::  ^  r  et  s  qui  rendenty^/  un  maximum  ou  un  minimum , 
dans  les  limites  cï  -dessus  assignées  ;  ces  relations  doivent  donc  être  telles 
qu'on  ait  àJ'U  =  o,  équation  identique,  art.  996  ,  avec /Vf  1/^=^  o  ,  ou 
qu'on  ait,  art.  997. 

(i) -  ff-+-f/  +  \t^  — \î'o=OÎ 

or  la  partie  a  de  cette  intégrale  renferme ,  comme  on  a  vu  ii  l'article 
précédent ,  les  variations  de  x' ,  x",  etc.  j^,  y'j  etc.  n',  l"  etc.,  dans 
l'étendue  entière  de  l'intégrale  ,  variations  qui  sont  et  indépendantes 
enlr'elles,  et  indépendantes  des  variations  de aro  ^^o  j  *o»  ^n^it  */ > 
qui  se  rapportent  aux  limites  ;  on  doit  donc  avoir  séparément  a=o , 
mais,  lorsque  a  est  nul ,  l'indépendance  qui  existe  entre  tous  les  termes 
de  (7  donne  les  équations  partielles  ^Vx'^  o,  ^"£fcc"  =  o,  etc.fii'd^  =  o, 
ft"dy"  =  o,  etc.  /  rfs'  ^  o,  y"  âz"  =  o,  etc. ,  et  ces  dernières  peuvent  être 
remplacées  par  les  équations  générales  ^t^x^o;  ^(^==0;  »'rfî  =  o,  ou 

(a) \X  =  ^j    ft  =  os     v  =  <i\\ 

et  en  faisant  attention  que  X,(lçx.  v  sont  les  termes  multipliés,  respec- 
tivement, par  J.Tj  àj}  âzj  sous  le  signe /*  dans  l'équation  de  l'art.  993 
ip  —  dp'-^ddp"  —  etc.  =  o  i 
y  —  <^'  +  ddq"  —  etc.  =  O  ; 
-  d^'  +  d^^r"  —  etc.  =  o  , 

■■'■''  h 
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Pune   de  cea  équations  doit  pouvoir  être  conclue  des  deux  autres. 

Je  trouverai ,  dans  la  suite  du  cours,  plus  d'une  occasion  de  faire 
sentir  aux  élèves  l'utilité  de  !a  théorie  dont  je  viens  de  leur  exposer 
sommairement  les  principes  génétcOix,  eo  y  ajoutant,  même,  encore  •• 
quelques  développements. 

1000.  a  étant  nul  séparément,  on  a 

^,  +  4'f  —  ^0  =  0; 
toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  cette  équation  se  rapportent  aux 
limites  de  l'intégrale /rfï/j  où  ces  quantités  sont,  en  général,  liées  par 
des  relations;  les  variations  (f.ro,  àjo,  àzo,f^c.  àx, ,  ày, ,  àv, ,  etc.  ne 
peuvent  donc  pas  être  regardées  comme  indépendantes  entr'elles  et  on 
devra,  dans  chaque  cas  particulier,  combiner,  avec  l'équation  précédente, 
celtes  qui  expriment  les  relations  dont  je  viens  de  parler  et  qui  doivent 
former  une  partie  des  données  du  problème.  Dans  l'exemple  que  je  pré- 
senterai bientôt  oa  a  une  équation  particulière  pour  chaque  limite. 

looi.  L'égalité  k  zéro  de  l'expression  àyV  donne  les  relations  entre 
Xjjr  et  «j  d'après  lesquelles  y/7  est,  entre  des  limites  déterminées,  ou 
un  maximum  ou  un  minimum;  on  a,  pour  distinguer  le  premier  cas  du 
second  ,  des  règles  analogues  h  celles  que  fournit  la  méthode  ordinaire 
des  maxima  et  minîma  ;  l'analyse  suivante ,  du  problème  de  la  pKis 
vite  descente  ,  offrira  un  exemple  de  l'application  de  ces  règles. 

AppUcBtioii  des  principe!  espoaés  dans  le  chapitre  précédent  à  me  tolutioB 
du  problème  de  la  brachjatochrone  ,  plus  générale  que  celle  de*  article! 
989  et  990. 

looa.  J'ai  résolu ,  art.  989  et  990,  le  problème  de  la  courbe  de  plu^ 
vîte  descente  par  des  considérations  immédiates  et  élémentaires, en  sup- 
posant que  les  points  de  départ  et  d'arrivée  étaient  fixes  dans  l'espace  ;  je 
vais  maintenant  donner  le  même  problème  comme  exemple  de  l'appli- 
cation de  la  méthode  des  variations,  et,  afin  que  les  élèves  retirent  de  cet 
exemple  toute  l'utilité  possible,  je  substituerai,  aux  points  fixes  de  départ 
et  d'arrivée,  deux  courbes  données  et  fixes,  et  il  s'agira  de  trouver  une 
troisième  courbe  sur  laquelle  le  mobile  pesant  {parvienne ,  dans  un  mi  - 
nimum  de  temps ,  de  la  première  à  la  seconde  courbe  donnée  en  ajoutant 
encore  aux  nouvelles  conditions  celle  d'une  vitesse  initiale  imprimée  au 
I  33 
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mobile.  Les  points  respectifs,  de  départ  et  d'arrivée  sur  l'une  et  l'autre  de 
ces  deux  courbes,  se  trouvent  ici  au  nombre  des  inconnues  du  problème 
et  doivent  être  déterminées  par  l'analyse. 
^'S  '°*  Soient  r^et  y'F'les  deux  courbesfucs.àsimpleou  doublecour- 
bure,  entre  lesquelles  on  veut  avoic  la  courbe  de  plus  vite  descente;  je 
suppose  d'abord  que  cette  dernière  peut  être  à  double  courbure,  et  je 
rapporte  les  positions  de  tous  ses  points  i  trois  coordonnées  Xjy^z 
dont  l'origine  commune  est  au  point  ^_,  le  plan  xjy  étant  horizontal  et 
l'axe  des  z  vertical.  Le  plan  de  la  planche  représente  celui  àesxzj  et 
CMC  est  la  projection ,,  sur  ce  plan,  de  la  brachystochrone  cher- 
chée, ^Z  est  l'axe  vertical  des  Sj  comptés  positivement  de  haut  en  bas, 
^X  l'axe  horizontal  des  Xj  et  le  mobile  se  trouvant  en  M  au  bout  du 
temps  ij  on  a  jiP  ^=a:^  PM  =  Zj  arc  projeté  en  CM=s. 

Ce  mobile  part  du  point  inconnu  C  avec  une  certaine  vitesse  initiale 
que  je  suppose  due  à  une  hauteur  CQj  le  point  Q  étant  placé  sur  une 
horizontale  DQE  dont  la  position  dépend,  ou  non,  de  celle  du  point  Cj 
je  désigne  par  K  la  hauteur  verticale  QB  ou  l'élévation  du  plan  des  x^ 
au-dessus  de  l'horizontale  DQE. 

ioo3-  Lorsque  le  mobile,  parti  *d  appoint  C^est  arrivé  en  .4fj  sa  vitesse 
{HCRH'  étant  une  horizontale)  est  due  à  la  hauteur  MR-\-RN  = 
MJV^PM — PN=z — AjCt  a,  pour  valeur,  \^ig{  z  —  K)  j  îl  parcourt, 
avec  cette  vitesse ,  l'arc  élémentaire  de  courbe  ds  ou  }/'dx'^'\~dy*  +rfj'j 
pendant  lin  temps  infiniment  petit  dt  égal  k 

la  courbe  projetée  en  CMC  doit  être  telle  que  la  somme  de  tous  les  temps 
élémentaires  dont  je  viens  de  donner  la  valeur  générale,  depuis  l'instant 
de  la  position  du  mobile  en  C  jusqu'à  l'instant  de  sa  position  en  C,  soit 
plus  petite  sur  cette  courbe  que  sur  toute  autre  qui  ayant  son  origine 
sur  TCF  et  son  autre  extrémité  sur  T'  C  V  seroit  parcourue  par  le 
mobile  depuis  le  premier  jusqu'au  second  de  ces  points  extrêmes. 

I 
On  a  donc,  en  supprimant  le  facteur  constant  ■■       ■  , 

,    (=>*)■ 

(s) /  -i —~ — i -~  =  minimum  j 
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^9 


(d^  +  Jjr'  +  A')'' 
et  la  quantité  -— — ~-t      ■        «9t,  pour  le  ces  doot  il  s'agit  ici, 

la  camspondante -de  celle  que  j'ai  désignée  par  {7 dans  l'analyse  générale 
des  art.  991 ,  992  et  suivants,  j'ai  donc  dans  ce  même  cas 


(3) dl/= 


di 


{(z  —  K)(d:D'  +  dj'  +  dz')\^ 

^r 

)  (s  —  A)  (dx'-t-d^'+di')\ i 
dz 


d'oij ,  en  remettant  pour  dx^ + <//•  +  «^a'  sa  valeur  dstt  faisant 

(4) (!-K)T=p, 


—  .  ddx 

-ddy 

- .  ddij 


on  déduit 


(S). 


1—01       <f  = 


dx 
çds 

çds 


dt 
p  ds 


9"  =  oj 
■:i"=0! 


et  ces  valeurs  introduites  dans  l'équation  générale  de  l'art. 998  donnent, 
pour  la.  partie  de /"(^i/ qui  renièrme  les  variations  tf^ ^  àj  et  dz  sous 
le  signe/,  ' 


(6)  .  .  ./dU= 


Lei  t«rmci  ci-1  côté 
■ont  let  aeuli  d 

l'espèce  de  la  courbe 
parcourue. 


un  3  donc  art. 
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on  tire,  de  la  combioaison  des  a  premières  ^uatîons  (7)f'-j~  =  cons- 
tante ;  ainsi  la  projection  orthogonale  de  la  courbe  sur  le  plan  horizontal 
des  xjr  est  une  ligne  droite,  la  courbe  est  plane  ayant  sa  trace  sur  le 
plan  vertical  qui  renferme  les  points  de  départ  et  d'arrivée. 

1G04.  Ce  résultat  est  applicable  h  toutes  les  hypothèses  qu'on  peut 
faire  sur  les  courbes  rCf' et  7"  C/'"';  je  suppose  maintenant,  pour  plus 
de  simplicité  ,  que  ces  deux  courbes  sont  tracées  sur  un  même  plan  ver- 
tical qui  sera  le  plan  xz ,  la  courbe  cherchée  se  trouvera  par  conséquent 
dans  ce  même  plan  et  les  équations  (i)  et  (2)  de  l'article  précédent 
deviendront 


(')■ 


.  A=J^l±^=î7|/-i-i 


(a) fV  ^f r  =  minimum. 

la  fonction  V  ne  contient  que  les  diflerentielles  du  premier  ordre  de  x 
cl  zs  la  seule  quantité  relative  aui  limites,  qui  s'y  trouve,  est  A^ 
appartenant  à  la  première  limite  et  égale  à  la  différence  entre  l'ordon- 
née initiale  z^  et  la  hauteur  due  à  la  vitesse  initiale;  on  n'y  voit  au- 
cune quantité  appartenant  à  la  seconde  limite.  Ainsi  on  a,  dans  l'équa- 
tion de  l'art.  991 ,  tous  les  termes  rclatife  &  la  coordonnée  horizontale 
j  étant  préalablement  supprimés ,  p"=  o ,  p'"^  o ,  etc.  t":=<3,  r"'=  0, 
«tc.P'o  =  o.P"o  =o,etc. H'o  =  o,  ft"o  =  o,etc.  P,—  o,  P\  =  o, 
P",  =  o,ftc.  /f,  =  0,  /t'^^Oj  R",  =  o,  et  cette  équation  se  réduira 

t'i\  ATT—  f  pàX'\-p'dâx-\-râi-\-r'dâi 

[6}  ...  au -^  ^p^^^^  -(.iîoA,i 

d'où  on  déduit,  en  observant  que  âx^  et  dy^  sont  des  constantes  par 
rapport  au  signey^  et  transposant  les  signes  â  et  d  j  le  tout  conformé- 
ment à  ce  qui  est  dit  art.  99a, 

(4) fàV=fpàx-\-fp'dàx+/rài.^/r'dàz 

+  àx„/P^+â^^//<^; 
ics  intégrations  par  parties,  art.  998 ,  donneiity/zVd'x  =  p'àx  — Jdp'àxj 
//dàz  =  r'àz~/dr'àzj  d'où 
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(5)  .  .  ./àU  =  à/U=f{p  —  dp')dx+f{r~.df')di 

+  p'dx  -t/àz 

-i-àx^/P^  +dzJ'B^ 

+  constante. 
ioo5.  Les  m^éffA\csf{p~dp')(hs^f{r—d/)ds_,fP^^fQ^, 
considérées  d'abord  comme  indéfinies  >  doivent  s'évanouir  lorsqu'on  y 
introduit  les  valeurs  des  variables  qui  conviennent  à  l'origine,  et  cette 
introduction  change  ^'rfr  +  r'rfs  en  p\âx^  +  f^o^^oj  oo  a  donc  pour 
la  valeur  de  la  quantité  correspondante  à  jI^q  ^  art.  997  , 

(1) eonsianfeé=-^(p'oif^o  +  '^aàzé)'^ 

substituant  cette  valeur  de  la  constante  et  donnant  ensuite  aux  variables 
les  valeurs  qui  conviennent  k  la  scgjnde  limite  de  l'intégrale ,  ce  qui 
change  p'àx-^r'àz  ewp' ,âx,-\.^ ,di,,  on  a  la  valeur  définie  de  Tinté- 
graie/rft? 

toutes  les  expressions  affectées  du  signe y^  dans  le  deuxième  membre , 
étant  des  intégrales  définies  prises  dans  les  limites  assignées  par  Tétat 
de  la  question. 

1006.  Prenant  les  valeurs  de/7,  p',  r,  i* ,  P^  et  Ço  déduites  de 

l'expression  U=  — ; —  ,  et  observant  i".  que  les  coefficients 

(  *  —  A  )t 
V  >  P' >  1 }  9'  sont  identiques  avec  ceux  qu'on  obtiendrait  par  la  difflÉ- 
rentiation  ordinaire  de  U ,  en  regardant  £  comme  constante,  a'',  que 
A^  fonction  des  coordonnées  initiales',  a  une  variation  de  la  forme 

<^) «=(^)<'-"+(-^)*»> 

on  trouve 

dx 
?  =  o  :  p'  =ï 


(4)- 


et  si  OD  veut  employer  la  notation  abt^gée 
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(5) I  l^JZ^  =  p,t^d^^ÇdM'^Âfj\ 

les  équations  (4)  se  changent  en 

,  dx      .       . 


{«) 


^ds. 


ds 


''-<^)f'/»  =  <-^> 


On  a  de  plus  k  la  première  et  à  la  deuxième  limite , 


(7)  •  •  • 


(>o^< 


fa,dso,(>fj  ds,  étant  t  respectivement,  les  valeurs  de  ^et  ds  au  point 
Cet  au  point  C. 

1007.  Les  quantités  indépendantes  à  égaler  à  zéro  dans  le  3."  membre 
de  l'équation  (a)  de  l'art.  ioo5  sont,  art.  999,  i.^  chacun  des  éléments, 
en  particulier,  des  intégralesy(/»— ^p')<^a;  et  /*(r —  dr')dz  parce 
que  chacun  de  ces  éléments,  en  se  rapportant  à  un  àx  ou  un  as  indé- 
pendant de  tous  les  autres,  doit  être  nul  en  particulier,  ce  qu'on  exprime 
par  l'équation 

(>) (p^dp')àx  =  oi 

applicable  k  l'un  quelconque  des'  éléments  qui  ont  un  des  àx  pour 
facteur,  et  par  l'équation 

(s.) (r —  dr')àz:=o; 

applicable  k  tous  ceux  qui  ont  un  des  àz  pour  facteur.  2°.  La  somme  des 
termes  multipliés  par  âx^  et  âz^  qui  ne  peut  pas  fournir  deux  équations, 
vu  qu'il  existe  une  relation  entre  àx^,  et  dSf,  donnée  par  l'équation  de 
la  courbe  TCfj  3°.  la  somme  des  termes  multipliés  par  àx,  et  àz,  qui, 
par  une  raison  semblable  ne  fournit  aussi  qu'une  équation.  Je  suppose , 
pour  plus  de  généralité,  que  TCFet  7"C/^' ne  sont  pas  deux  branches 
d'une  même  courbe. 
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1008.  Ainsi  voilà  quatre  équations  déduites  de  l'égalité  àxérodu  2.' 

membre  de  Téquation  (a)  de  l'art.  ioo5  ;  les  deux  premières  sont  posées 

dans  l'article  précédent,  mais,  pour  obtenir  tous  les  termes  des  deux 

dernières,  i!  faut  préalablement  avoir  les  deux  intégrales y/'^,  ^X/I^o 

dans  les  limites  exigées. 

Pour  cela  j'observe  que  la  a."  équation  (»■  —  dr')ds  =  0  ,  ou 

,    ds  ,f  dz   \  . 

—  7  — 5 d  I  — r-  1  =  0,  donne 

or/Po  =  T  (■^)y-|f  (  )«  mets  (-^)  hors  du  àgnt/pr- 
ceque  ce  terme  se  rapporte  &  un  point  particulier  de  la  courbe)  et  en 
substituant  pour     /  — 5-  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver, 
dK    {         dt 

À  l'origine  de  l'intégrale  où /Po  =  o .  on  a  — -y-_  = -7-°  —  ,  d'où 

dZn  .  di  dz. 

C  = -r—  .  Substituant  cette  valeur  et  faisant ,  ensuite  — 3-  =  — y-, 

on  a,  dans  les  limites  exigées,  l'intégrale  définie, 

on  trouvera,  en  suivant  exactement  la  même  marche  de  raisormement 
et  de  calcul, 


(4) 


■■■■  J"'---yj.J\e^,      e^s,  )■ 


1009.  Ces  intégrations  faites  on  peut  substituer,  dans  l'équation  (a) 
de  l'art.  ioo5,  toutes  les  quantités  qui  appartiennent  à  la  question,  et 
cette  équation  devient 
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°=  _,.  r^y-4 — %-) 

.      f  dK\f     de,  dz,     ^ 

lOio.  Il  faut,  art.  999  et  1007,  faire  quatre  équations  des  quantités 
qui  multiplient  âx,  dz,  àcct>  et  àz^ ,  dx,  et  ds,,  ce  qui  donne 

(■) <^)=- 

« ^?^<^)=° 

I  <;s„      /-  .ac  \/'  A,       i!„  ^i  . 

,   .  </a?.     .  dz,       ,  *;  ,^ 

(4) — -T-  àx,  +    — ~—  as,  =  o.    ., 

lOii.  On  déduit ,  des  deux  premières  équation»  de  l'art,  précédent, 
les  deux  suivantes,  dont  la  seconde  a  déjà  été  employée  art.  lOoS. 
t  \  àx  -, 

« -jrs='^' 


«■ 


.    Çds   _„        Jz 

-'J -?-''- Idi' 


C  et  o  étant  deux  constantes.  En  effectuant  l'intégration  de  l'une  ou 
de  l'autre  de  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  de  la  courbe  cher- 
chée, et  on  peut  prendre  celle  des  deux  qui  conduira  le  plus  facilement 
au  but  ;l'équati(»i(i)  remplit  cette  condition,  et  je  remarque,  d'abord, 

que-^  est ,  dans  cette  équation,  la  valeur  de  ^  lorsque  —3—  =  i ,  ce 

qui 
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qui  a  lieu  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  celui  où. la  tangenle  est  bo- 
rizontale.  Supposant  qu'à  ce  point  s  =^,  on  a,  eh  Substituant  à  fî,  sa 

valeur  ï^i— a:,  età  la  constante  Csa  valeur-^ r=. 


dsVz  —  K  yA  —  K 

d*où  on  déduit,  en  remplaçant  dx  par  sa  valeur  V^ds'—dz' , 

(3) ds={A-Kf-^J^ 

et  en  intégrant 

(4) s^(A-Kf\B-!.(,A-i)i\ 

B  étant  la  constante  arbitraire ,  équation  qui  appartient  à  une  cycloïde. 
Pour  rendre  ce  résultat  parfaitement  sensible,  on  fera,  dans  l'équation  (3) , 
ji —  z  ^  tv  j  la  nouvelle  coordonnée  w  ayant  son  origine  au  point  le  plus 
bas  de  la  courbe,  où  on  peut  placer  aussi  l'origine  des  arcs^^  puisque  le  seul 
élément  ds  a  été  employé  dans  le  calcul  ;  l'équation  cherchée  devient  alors, 
en  observant  que  les  valeurs  simultanées  m'=o,  j=o,  donnent  5=  o, 

(5) ."  =  4(^-A)«. 

c'est  celle  d'une  cycloïde,  à  base  horizontale,  dont  le  cercle  généra- 
teur a  un  diamfrtre  =  A  —  K. 

IOI2. 1!  faut  examiner,  maintenant,  comment  cette  cycloïde  est  pla-  Fig.  lo 
cée  par  rapport  aux  courbes  limites  TCV,  T'CV^ j  et  ce  seront  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  de  l'art.  1010 ,  qui  fourniront,  à  cet  égard  ,  les  déter- 
minations nécessaires.  Mais  les  résultats  à  déduire  de  l'équation  (3)  dé- 
pendront de  l'hypothèse  qu'on  fera  sur  K^  quantité  qui  dépend  elle-même 
de  la  vitesse  initiale.  Si  cette  vitesse  qu'on  suppose  due  à  la  hauteur  CQ 
est  une  -tjuantité  déterminée ,  indépendante  de  la  position  du  point  de 
départ  C,  la  hauteur  CQ  est  aussi  une  quantité  déterminée,  d'où  il  suit 
que  l'horizontale  DQE ,  qui  doit  être  à  la  distance  CQ  du  point  de  dé- 
part C,  s'élève  DU  s'abaisse  en  même  tempsque  le  point  Cj  lorsqu'on 
rapporte  la  courbe  parcourue  CMC?  k  différentes  origines  C ,  et  qu'ain- 
si BQ ,  ou  K,  varie  dans  le  passage  d'une  courbe  CM(^  à  une  autre, 
Faisant,  dans  ce  cas,  la  constante  CQ:=H,  on  a 

(■)•••• K  =  z.-H 

d'oïl  on  déduit 

I  34 
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l'équation  (3) ,  de  l'art.  loio,  devient,  en  y  substituant  ces  valeurs, 

(3) -j—  àxo  +  ~-~  âzo  =  o 

et  on  a  IVquation  (4)  du  même  article 

(4) ~-r-àx,-i- — j-às,  =  o 

(>,ds,  ç^ds, 

dx 
La  valeur  générale  — -j-  ^  C ,  équation  (i)  de  l'art,  précédent,  qui 

s'applique  à  tous  les  points  de  la  courbe  parcourue,  convient,  par  con- 
séquent, au  premier  et  au  dernier  de  ces  points,  ce  qui  donne 

(5) ...-^=^  =  C 

Substituant,  respectivement,  dans  (3)  et  (4),  Càxo  et  Câx,  à 

~  àxt,  et  à /-  àx,  ces  équations  deviennent 

{S)  .  .  .\  Câx^  +  J^-  rf5o  =  o;  Cdx,  +  _^rf2,  =  o  1 
(^  ^,ds,  PfdSf  ) 

d'où  on  déduit,  par  l'élimination  de  -s — i-— . 
C(>fdSf 

^''' 'd^o  "557 

ioi3.  Si,  au  lieu  de  considérer  la  vitesse  initiale  comme  une  quantité 
déterminée  indépendante  de  la  position  du  point  de  départ ,  comme  je 
l'ai  fait  dans  l'article  précédent ,  on  veut  introduire  une  dépendance 
entre  cette  vitesse  et  cette  position,  il  y  aura  alors  une  infinité  de  fonc- 
tions de  Xo  et  Zo  par  lesquelles  K  pourra  être  exprimé.  Je  me  bornerai , 
pour  l'objet  d'exercice  que  j'ai  ici  en  vue,  à  faire  varier  la  hauteur  CÇ 
due  à  la  vîtesse  initiale,  d'après  la  seule  condition  que  son  point  supé- 
rieur Ç  se  trouve  sur  une  horizontale  fixe  DQEj  son  point  inférieur 
étant  sur  l'horizontale  HCR'  qui  passe  par  le  point  de  départ.  Cette 
condition  donne 
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(t)..JBQ  =  K  =  cons/aniej  (-^^^^J  f-^l^^} 
l'équation  (3)  de  l'art.  loio,  devient,  dans  ce  cas, 

les  incréments  désignés  par  rf  appartiennent  à  la  courbe  limite,  et  les 
incréments  désigqés  par  1^  à  la  courbe  parcourue ,  les  uns  et  les  autres 
ayant  lieu  au  point  de  départ. 

1014.  Enfin  l'équation  (4)  de  l'art.  lOio  donne,  pour  l'un  et  'autre 
des  cas  traités  dans  les  deux  articles  précédents, 

ai,    i^x, 

àx,  dz, 

les  incréments  désignés  par  d  et  par  d  appartenants,  respectivement,  à 
la  deuxième  courbe  limite  et  à  la  courbe  parcourue,  au  point  de  ren- 
contre de  ces  deux  courbes.  • 

ioi5.  Les  résultats,  obtenus  dans  les  trois  articles  précédents,  ren- 
ferment ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  relativement  aux  extrémités  de 
la  courbe  parcourue  et  à  la  position  de  cette  courbe  par  rapport  aux 
courbes  limites,  et  fournissent  les  conclusions  suivantes,  savoir  : 

«  10.  La  vitesse  initiale  étant  déterminée  et  indépendante  de  la  posi- 
«  tion  du  point  de  départ,  condition  de  laquelle  on  a  déduit  l'équation 
*  (7)  de  l'article  1012. 

àXa  dx, 

«  les  tangentes  menées  aux  courbes  liniites ,  à  leurs  intersections  avec 
«  la  courbe  parcounte,  sont  parallt-les  entr'elles, 

«t  a".  La  vitesse  initiale  étant  due  à  la  hauteur  d'une  horizontale  fixe  au- 

«  dessus  du  point  de  départ,  ce  qui  donne  l'équation  (2)  de  l'article  iûi3, 

àza    _         //,ro 

177  ~         dio 

u  la  courbe  limite,  au  point  de  départ,  est  perpendiculaire  à  la  courbe 

«  parcourue. 

«  Enfin  l'équation  de  l'article  1014. 

as,     dXf 

âx,  ~~        ds. 
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«  applicable  aux  deux  cas  précédents ,  tnonce  que ,  dans  l'un  et  l'autre 
«  de  ces  deux  cas  ,  la  courbe  parcourue  est ,  au  point  d'arri\'^e  sur  la 
"  seconde  courbe  limite,  perpendiculaire  à  cette  courbe.  » 

Considérations  gûnéralcs  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  qui  a  lieu  sur 
une  surface  courbe  donnée.  Équations  de  ce  tnouvoineut.  Expression  géné- 
rale de  la  filcsie.  Aulrci  propriétés  générales.  Principe  de  la  moindre  action. 
Équation  diflërcnlielle  de  la  trajectoire,  lorsque  le  corps  ne  se  meut  qu'en 
vcriu  d'une  impulsion  initiale. 

1016.  Iva  tbcorie  du  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  surface  donnée,  sera  déduite  de 'Considérât  ions  abso- 
lument semblables  à  celles  qui  ont  servi  de  base  à  l'analyse  du  mou- 
vement de  ce  point  sur  une  courbe  donnée ,  considérations  exposées 
art,  917  et  918.  On  imaginera  donc  que  le  point  matériel  mobile  est 
une  sphère  d'un  diamètre  infiniment  petit,  et  on  concavra  une  seconde 
surface  mise  dans  une  position  infiniment  voisine  de  celle  sur  laquelle 
cette  sphère  est  obligée  de  se  mouvoir ,  de  manière  que  quelque  part 
que  la  même  sphère  se  trouve,  entre  les  deux  surfaces  ou  enveloppes , 
elle  soit  en  cantact  avec  l'une  et  l'autre  en  même  tcmp.  Dans  cet  état 
de  choses ,  si  on  imprime  du  mouvement  -au  corps  sphérique,  il  aura 
en  général ,  une  tendance  à  pénétrer  l'une  ou  l'autre  surface  ou  enve- 
loppe,  mais,  comme  on  suppose  que  celte  pénétration  ne  peut  {las 
avuir  lieu,  la  résistance  que  lui  opposera,  à  un  instant  quelconque, 
celle  des  deux  surfaces  qui  se  trouvera  pressée  en  vertu  de  son  mouve- 
ment ,  pourra  être  assimilée  à  une  force,  normale  à  la  surface  donnée, 
d'intensité  et  de  direction  telles  que  celte  force  combinée  avec  celles 
qui  agissent  d'ailleurs  sur  le  corps,  lui  ferait  décrire  une  des  courbes 
qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  donnée. 

1017.  Chacune  des  forces  qui  sollicite  le  mobile  sphérique  au  bout 
du  temi)s  tj,  est  censée  dirigée  sur  son  contre;  je  désigne,  par  X,  K,  2, 
les  sommes  des  composantes  de  ces  forces,  respectivement  parallèles  aux 
coordonnées  Xjjy  et  Sj  qui  servent  à  déterminer,  au  bout  du  temps  tj  la 
position  du  corps  sur  la  surface,  et  par  J^  la  force  normale  dont  j'ai  parlé 
à  l'art,  précédent ,  en  sorte  que  le  corjw  étant  supposé  soumis  aux  actions 
simultanées  de  X ^  V,  Z^  et  r^  on  puisse  le  considérer  comme  libre. 

Soient  n'^  n",  n'"  les  angles  r  specilvement  formés  par  les  axes  des 
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La  surface  prcsenle  sa  con- 
vexité au  plan  xy,  et  le  mo- 
bile se  meut  sur  sa  concavité, 
de  maDièrc  que  la  puissance, 
représentée  parla  résistance 
de  cette  surface,  a  unE  direc- 
tion et  un  sens  d'action  qui  , 
article  25  ,  rendent  cos.  n'  et 
COS.  n"  négatifs. 
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3T  j  y  et  a  ^  et  par  la  normale  à  la  surface,  menée  au  point  où  se  trouve 
le  corps  au  boutdu  temps  t,  on  aura,  art.  8ao,  les  équations  suivante* 
du  mouvement 

d  (  -^^  =  dt  (  X—r  COS.  n'  ) 

d(-^^  =dt{Z  +r  COS.  n'"] 

On  déduit  de  ces  équations,  comme  à  l'art.  919,  en  faisant  <ff  constant, 
dxâHx-\-dyddy^dzdd^    _\       ^dx+Vdjr^Zdz 
W  •  '  '  ^;>  1  -\~T^Qls  co».n'"~dy  c.n"~-dx en') 

J'observe  maintenant  qu'au  bout  du  temps  /,  et  au  commencement 
de  l'instant  dt,  le  mobile  se  trouve,  par  hypothèse,  au  point  de  ren- 
contre dc'  la  surface  sur  laquelle  îl  est  obligé  de  se  mouvoir,  et  de  la 
normale  suivant  laquelle  la  force  T"  est  dirigée  ;  il  va  donc  parcourir 
pendant  l'instant  dt,  un  arc  élémentaire  ds  perpendiculaire  à  cette  nor- 
male en  passant  de  la  position  déterminée  par  les  coordonnées  ^y^,  *, 
à  la  position  déterminée  par  les  coordonnées  x  +  djSj^  +  djr,  i+dzj 
or  cet  arc  parcouru  ds  fait  avec  x,jy  et  a  des  angles  dont  les  cosinus 

respectifs  sont  — ^ — -,  —r—,' — r-  j  p*  comme  il  est  perpendiculaire  à 
^  ds         ds         ds  *     ' 

la  ligne  qui  forme  les  angles  n'j  n",  n'",  avec  les  mêmes  axes ,  on  a. 

par  le  théorème  connu  de  trigonométrie 

dz  ,„        dy  ,,        dx  , 

— r—  COS.  n" '■—  cos.  n" ; —  cos.  «==  o 

ds  ds  ds 

en  combinant  cette  équation  avec  la  précédente  et  intégrant ,  on  a , 

comme  aux.articles  Ssa  et  919 

(3) v'^^V^-^^f{XdxArrdy-\-Zdz) 

Ainsi ,  l'expression  générale  de  la  vitesse  est  la  même,  soit  que  le  corps 
se  meuve  librement ,  soit  qu'il  se  meuve  sur  une  ligne  ou  une  surface 
données  et  continties. 

Le  raisonnement  direct,  par  lequel  j'ai  obtenu  l'équation  (3),  est  le 
plus  élémentaire  qu'on  puisse  employer;  on  arrivera  aussi  très-stmplement 
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au  même  résultai,  d'uoe  autre  manière,  en  représentant,  par  i  =  o, 

l'équation  de  la  surface  sur  laquelle  le  cor|)s  est  assujetti  k  se  mouvoir, 

et  par  pdx  +  qdy  +  rdz^o  la  première  dérivée  de  cette  équation.  Si 

on  fait  J2^]l/";>'-|-y'4-7-"  j  on  aura,  parles  théorèmes  démontrés  dans 

la  géométrie  analytique, 

I        P  ni  Ht         >" 

—  COS.  n'  ^-y^  J  —  COS.  n''  =  —L-  j  COS.  rt      =  -j^ 

etcesvaleurssubstituéesdansrexpressîon/'((/sc./i'" — dycn" — dxc.n') 

r 

la  changeront  en  --^  {^pdx  ■'r  tjdy '\- rdz^   valeur  nulle  puisque 

■jjdx  +  qdy  +  rdi  =  o. 

1018.  Si  le  mobile  n'est  sollicité  par  aucune  puissance  et  que  son 
mouvement  soit  dû  simplement  à  une  impulsion  initiale  qui  lui  a  im- 
primé, au  point  de  départ,  une  vitesse  t^ngenticlle  V^  on  aura  c=  Z7_, 
comme  aux  articles  ci -dessus  cités,  et  le  mouvement  sera  uniforme. 

1019.  Lorsque  l'expression  Xd3;-\-Ydy-\-7tdzy  sera  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  Çde  x  ,jct.  «,  on  démontrera,  par  un  raisonne- 
ment absolument  semblable  k  celui  de  l'art.  922,  que,  dans  le  cas  où  plu- 
sieurs mobiles,  animés  d'une  mCme  vitesse  V* ,  partiraient  de  différents 
points  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface  donnée  et  ayant  pour  l'une  de 
ses  équations  Q —  (^  =.q,  pour  arriver  à  une  autre  ligne  tracée  sur  la 
même  surface  et  ayant  pour  l'une  de  ses  équations  (J —  ()"  =:  o ,  (  (*'  et 
Ç>"  sont  deux  constantes)  ces  points  arrivés  a  la  seconde  ligne  y  seront 
tous  animés  d'une  même  vitesse  V" ^  \  ^'"  +  2  (()" — ^)  }t. 

1020.  En  conservant  !a  même  hypothèse  sur  l'expression 

'Xdx\Yày-\-Xdz.,  on  arrive  à  l'équation 

dfvds  =  o 
qui  vérifie  le  principe  de  la  moindre  action,  lorsque  le  corps  est  assu- 
jetti à  se  mouvoir  sur  une  surface  donnée,  et  dans  l'hypothcse  où  les 
quantités  variées  x-\-ôx ,  ^-\-ôy ,  t-^-dz,  se  rapportent  toujours  à  un 
point  de  la  surface  courbe,  c'est-à-dire  dans  l'hypothèse  oii  on  ne  com- 
pare la  courbe  parcourue  qu'à  d'autres  courbes  dont  les  traces,  infini- 
mont  voisines  de  la  sienne ,  se  trouvent  sur  la  surface  donnée.  En  effet , 
l'équation  (3)  de  l'art.  1018  conduit  à  une  valeur  de  à{vds)  déjà  don- 
ru5e  art.  928;  et  substituant,  dans  le  terme 


y  Google 


SECTlONDEUXitME.  ijl 

T'eil  (dz  COS.  n'" — dycos.n" — </j?  cos.  k')  de  cette  valeur,  les  expres- 
sions de  COS.  n'^  ces.  n"j  cos.  n'",  qu'on  trouve  au  même  article  loiH , 

le  terme  dont  11  s'agit  devient — ^  {pàx-i't/âj  +  rà2),ou-jj àK^ 

les  coefficients  pj^etr  étant  les  mêmes,  soit  qu'on  fasse  varier  par 
dj  soit  qu'on  fasse  varier  par  àj  mais  on  a  K  =  Oj  dK^=Q,  àK  =  o, 
donc  le  terme  T'dt  (dz  cos.  n'" — djy  cos.  n"  —  dxcos.n')  est  Inii,  et 
la  valeur  deà{  vds)  devient  identique  avec  celle  de  l'art.  844  applicable 
au  mouvement  libre ,  de  laquelle  on  a  déduit  l'équation  âfvds  =  o. 

Ainsi  les  équations  du  mouvement  libre  d'un  point  matériel  et  celles 
de  son  mouvement  sur  une  surface  donnée,  vérifient  également  le  prin- 
cipe de  la  moindre  action,  en  ayant  égard  aux  restrictions  que  com- 
porte le  second  cas  ;  j'ai  fait  voir,  article  piS  ,  que  le  mouvement  sur 
une  courbe  donnée  ne  satisfesalt  point  à  ce  principe,  ce  qui  tient,  ainsi 
que  je  l'ai  expliqué  à  l'art,  cité,  à  l'expression /V/(^£/':c  +  y(^  +  /ïf3)  qui 
n'existe  pas  dans  l'analyse  relative  au  mouvement  libre ,  où  on  a  jr=  Oj," 
cette  expression  est  commune  à  Tanalyse  du  mouvement  sur  une  ligne 
et  à  celle  du  mouvement  sur  une  surface,  et  cependant  les  résultats  four- 
nis par  l'une  et  l'autre  analyse  sont  différents  parceque,  dans  la  pre- 
mière, les  variations  (^x^  dy ,  àz  n'étant  liées  par  aucune  relation,  cha- 
cune d'elle  est  arbitraire ,  ce  qui  ne  permet  pas  de  faire 

pà.v+4j!ày+ràz=:o,  au  lieu  que  dans  la  seconde,  ces  Variation^  sttnt 
liées  par  la  relation /7(Jj;-|-9€fj'-|-/irf5  =  o,  qui  dérive  de  l'équ^ion  A  =  o 
de  ta  surface  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à  se  mouvoir. 

1021.  Lorsque  le  point  matériel  assujetti  k  se  mouvoir  sur  une  sur- 
face donnée,  ne  doit  son  mouvement  qu'à  une  impulsion  initiale,  sa  vitesse 
est  constante  (art.  1018)  et  l'équation  dfvds  =  o  devient  àfds=ia, 
ou  5  =  minimum j  l'arc  de  courbe  parcouru  entre  deux  points  déter- 
miné est  le  plus  petit  de  tous  ceux  qu'on  peut  tracer ,  entre  les  mêmes 
points  ,  sur  la  surface  donnée.  L'équation  de  cette  surface  peut  être 
prise  pour  une  de  celles  qui  déterminent  la  trace  de  ia  courbe  dont  l'arc 
minimum  fait  partie  ;  et  si  on  combine  cette  équation  avec  celle  par 
laquelle  on  exprime  généralement  que  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
tracé,  entre  deux  points ,  sur  une  surface  quelconque,  est  un  minimum , 
la  trajectoire  sera  complètement  connue.  La  question  Se  réduit  donc  à 
trouver'1'équation  de  condition  qui  lead  s  =  minimum,  et  je  saisis. 
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avec  empressement,  celte  occasion  de  donner  aux  élèves  un  nouvel  ex- 
emple de  L'application  des  formules  de  la  méthode  des  variations  dé- 
montrées article  991  et  suivants. 

L'équation  s  =  minimum  revient  à  la  suivante 

la  fonction  i7de  l'art.  998  est  donc  représentée  ici  par  ^"  +  </f»  +  //s' 
et  on  a 

dxà.  dx  +  dyà.  dy  +  dzâ.  du 

~~  yd.x^  +  dj'  +  di» 

cette  valeur  comparée  avec  l'expression  générale  de  àV^  art.  991 ,  donne, 

en  écrivant  pour  abréger,  au  lieu  de  >^dx'+rfy'+rfj'  ,  sa  valeur  ds 

.        dx  ,, 

P=oj  //=  — —  j  p"=ioj  etc. 

r  =  oj  r  =  —-J-  j,  r'  =oj  etc. 
ds 

et  l'équation  de  l'article  998  devient 

/àU==/—(d/+d^'+d/)  =  o. 

On  ne  doit  avoir  aucun  égard  aux  autres  termes  de  cette  équation  parce- 

que  les  limites  de  l'intégraleyrf  t/' sont  ici  deux  points  fixes. 

S'il  ne  s'agissait  que  de  trouver  l'équation  de  la  ligne  la  plus  courte 

entre  deux  points  fixes  de  l'espace,  l'analyse  serait  fort  simple,  car  àx, 

à^f  ai  étant  alors  des  variations  entièrement  indépendantes,  on  aurait 

et  on  déduirait  immédiatement,  de  ces  trois  équations,  les  suivantes 

dx^='A'dsj  dj-=.A"dsi  dz=^Â"'ds 
qui  sont  celles  de  la  ligne  droite,  comme  on  devait  s'y  attendre  d'après  la 
propriété  bien  connue  de  cetteligne.Maislaligne  cherchée  doit  être,  entre 
deux  points  pris  sur  une  surface  courbe,  la  plus  courte  de  toutes  celles  qu'on 
peut  tracer  sur  cette  surface  entre  les  mêmes  points ,  et  représentant,  par 
z  =y(  t.jy) ,  l'équation  de  la  surface,  dont  la  variation  sera  supposée  être 

(i) dz=^aâx-\-€ây 

On  ne  pput  plus  égaler,  séparément,  à  zéro  chacune  des  trois  intégrale? 

du 
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du  deuxième  membre  de  l'équation  de  l'article  998 ,  puisqu'il  existe  une 
relation  entre  àx,  dy  et  àz,  et  il  faut  poser  l'équation  collective 

(i) f{  —  dp'âx—dq'àj—di^âi)—0 

dans  laquelle  substituant,  pour  âz,  sa  valeur  déduite  de  (1)1  on  aura 

(3) — dp'âx  —  dq'ây — d/(aâx  +  Sày)  =  o 

(fj:  et  «^doivent,  danscette  dernière  équation,  être  considérées  comme 
indépendantes,  et  les  égalités  à  zéro  des  facteurs  qui  multiplient  respcc* 
tivement  ces  variations  donnent , 

dp'  +  ad/^o  j     d(f'  +  Sdf^^o 
ou  en  remplaçant  p' ^  q'  et  /  par  leurs  valeurs 


(4). 


■L'équation  de  la  surface  sur  laquelle  le  point  matériel  est  assujetti  à 
se. mouvoir,  et  celle  qu'on  obtient-par  sa  combinaison  avec  l'une  quel- 
conque des  deux  précédentes ,  déterminent  complétenient  la  courbe 
cberchée. 

loaa.  Sî  on  prend  dx  pour  différentielle  constante ,  et  qu'on  élimine 
rfAeiitrc  les  deux  équations  (4),  a^s'élimintfrade  soi  même  et  on  ob- 
tiendra la  suivante  que  j'ai  donnée,  art.  120  de  m&  mécanique  philoso- 
phique-, et  qui  tient  lieu  de  l'une  ou  de  l'autrt  de  ces  équations  (4) 
pour  exprimer  la  condition  générale  cherchée. 

'         ddz    dx  +  adz 

■      -  (v  ••■•*•  •  -^r  —  adjr-^Sdx 

et  on  trouvera,  par, la  géométrie  analytique,  en  appellent  R  le  rayon 
de  courbure  de  la  tràjec,t'oire,  la  valeui; 

^  '  dadx  +  dffdjr 

Il  nqfaut  pas  perdfe  de  vue  que  dx  est  prisç  pour  différentielle  constante. 

loaS.  Voici  un  moyen  fort,  simple  de  se  faire  une  idée  nette  de  la 

génération  de  la  courbe  du  minimum  déterminée  dans  l'art,  précédent, 

ou  de  la  trajectoire  que  décrit  un  mobile  sur  une  surface  quelconque 
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par  le  seul  effet  d'une  înipulston  initiale  ;  qu'on  imagine  deux  éléraenls 
consécutifi  ds  et  ds'  de  cette  trajectoire  pris  arbitrairement ,  que  ds 
soit  prolongé  d'une  longueur  infiniment  petite  dr,  qui  sera  une  portion 
élémentaire  de  la  tangente  dirigée  suivant  ce  même  élément  ds ,  et  que 
par  l'extrémité  de  di,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  ta  surface 
courbe,  le  pied  de  cette  perpendiculaire  se  trouvera,  ou  sur  la  direc- 
tion de  d^j  ou  à  son  extrémité  suivant  le  mode  de  variation  auquel  s 
et  r  seront  assujettis.  On  voit,  par  cette" génération  que  deux  éléments 
consécutifs  de  la  trajectoire  sont  dans  un  même  plan  normal  (ce  qui, 
par  la  géométrie  analytique,  conduit  aux  équations  (i)  et  (2)  de  l'art, 
précédent)  et  c'est  ce  dont  00  pouvait  s'assurer  d'avance  par  un  raison- 
nement immédiat ,  d'après  la  condition  du  mouvement  de  laquelle  il 
résulte  que  la  puissance  représentant  la  résistance  de  la  surface  est  tou- 
jours normale  à  cette  surface  ;  si  on  veut  mettre ,  dans  ce  raisonnement, 
toute  ta  rigueur  exigible,  on  observera  que  le  mobile  partant  de  l'ex- 
trémité de  dsj  arrive  à  une  distance  du  pied  de  la  normale ,  abaissée 
de  l'extrémité  de  dt,  mesurée  par  un  infiniment  petit  du  a«.  ordre,  ce 
qui  occasionne,  à  l'extrémité  d'un  arc  fmi,  une  déviation  mesurée  par 
un  infuiiment  petit  du  premier  ordre.  Ainsi ,  la  direction ,  sur  la  surface, 
d'un  seul  des  éléments  de  la  courbe,  détermine  celle  de  tous  les  autres 
éléments. 

10S4.  Je  remarque,  en  passant,  que  cette  courbe  est  aussi  celle  sui- 
vant laquelle  se  plie  un  fil,  parfaitement  flexible,  étendu  sur  la  surface 
courbe,  et  tiré  par  deux  forces  égales  agissant ,  en  sens  opposés,  tangen- 
tieltement  à  deux  éléments  de  cette  surface.  En  efiet  on  voit,  sur-le- 
champ  ,  (  le  frottement  étant  supposé  nul  )  que  deux  éléments  quel  - 
conques  de  cette  courbe,  suivant  laquelle  le  fil  se  plie,  doivent,  à  leur 
point  de  réunion,  exercer,  sur  la  surface,  une  pression  dirigée  suivant 
lanormaleà  ce  point, sans  quoi  l'équilibre  du  fil  n'aurait  pas  Heu,  d'oJi 
il  suit  que  ces  deux  éléments  et  la  normale  ont  leurs  traces  dans  te  même 
plan,  et  que  la  courbure  du  fil  est  donnée  par  les  équations,  de  l'article 

10^2. 

1025.  EnHn ,  ces  mêmes  équations  conviennent  encore  aux  courbes 
connues  en  géographie  et  en  géodésie  sous  le  nom  Ae  perpendiculairts 
à  la  méridienne  j  une  de  Ces  courbes  est  celle  que  suivrait  un  mobile 
retenu  sur  le  sphéroïde  terrestre  et  se  mouvant  sur  la  surface  de  ce  sphé- 
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çoîde,  par  le  seul  effet  d'une  impulsion  initiale,  perpendiculaire  k  un 
pitridien  d'un  des  points  duquel  il  serait  supposé  partir. 

Détmnîoatioii  g£a£ral«  de  1«  preuion  qu'exerce  y  contre  ane  nirface  courbe, 
un  point  matérinl  sollicité  par  de*  puiuance*  quelcDoquei  et  aunjetti  h  le  mou- 
voir sur  celte  aurf«ca. 

ioa6.  Soit,     (i) di=pdx-^^dy 

l'équation  de  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti  à  se  mouvoir, 
on  aura,  en  prenant  dce  pour  difTérentielle  constante, 

(a) ddi=^qddy-^dpdx-\-d^djr 

les  équations  de  l'article  1017  donnent,  en  effectuant  les  diffïrentiations 
des  premiers  membres,  et  substituant  pour  cos.  n' ,  cos.  /i".  cos.  n'", 
leurs  valeurs  respectives 


tirées  de  la  géométrie  analytique, 

—  dxddt Fp 

dtddy—dyddt  _  „^  Fq 

dtddi  —  diddt         _  r 

.  =  £+  . 


multipliant  la  i".  de  ces  équations  par  — p y  la  s*,  par — ^,  la  3". 
par  I,  faisant,  membre  à  membre,  la  somme  des  trois  équations  pro- 
duits ,  et  remarquant  que  ddt,  dans  cette  spmme ,  est  multiplié  par 
—  dz -^r  pdx  +  qdf  c'esx.-k'é\n  par  une  quantité  nulle  en  vertu  de  l'é- 
quation (t),  on  aura  -T-i — •2_=Z — pX — i]T-^ry^i~^p*^ti* 

substituant  pour  ddz  sa  valeur  dpdx-^dqdy-\-qddjr  et  pour  dt*  sa  va- 
leur '  (la  vitesse  est  désignée  par  f  )  on  a 

^^ ds-v^x+p'-:^'^^    i^,+p'+^~ 

Les  deux  termes  de  cette  valeur  de  la  pression  totde  /^dépendent, 
le  premier  de  la  seule  vitesse  et  le  second  de  l'action  des  puissances, 
ainsi  qu'on  a  du  le  prévoir  d'après  les  explications  que  j'ai  données  m 
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1    ■  .    ■      .  T  dpd.v  +  dqiiy     , 

plusieurs  endroits  de  cet  ouvrage.  Le  terme  ~ — -^=^^=1^=  c"  exprime 

donc  ce  que  nous  avons  appelé^wc  cenlrijiige  j  on  voit  que  ce  terme 
est  égal  au  quarré  de  la  vitesse  divisé  par  le  second  membre  de  l'équa- 
tioD  (s)  de  l'art.  1022,  les  coëflicients  p  et  ç  ayant,  ici,  la  même  signi- 
fication que  a  et  Sk  l'art,  cité. 

Application  de  la  théorie  démontrée  dantls  chapitre  précédent ^  à  la  recherche 
de*  lois  du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  aatujeili  à  se  iDoùvoir  sur 
une  surface  sphérique.  Pendule  à  oscillations  cooiquci. 

1027.  Gjncevons,  pour  fixer  les  idées,  une  sphère  creuse,  immobile 
dans  l'espace;  faisons  passer  un  plan  horizontal  par  5on  centre  et  supri- 
mons  la  demi-sphère  qui  est  au-dessus  de  ce  plan,  la  surface  concave 
de  la  demi-sphère  inférieure  sera  celle  sur  laquelle  le  point  matériel, 
que  je  considère  comme  une  sphère  d'un  diamètre  infiniment  petit,  sera 
censé  se  mouvoir. 

Je  place  l'origine  des  x^jy  et  s  a.u  centre  de  la  surface  sphérique 
concave  ;  le  plan  horizontal  passant  par  ce  centre  est  celui  des  x ,  y , 
et  je  prends ,  pour  plan  des  xi,  le  plan  vertical  passant  par  le  même 
centre  et  par  le  point  de  départ  du  mobile,  celui  oîi  ce  mobile  se  trouve 
lorsque  /  =  0;  les  z  positifs  se  comptent  du  haut  en  bas. 

Au  premier  instant  du  mouvement ,  c'est-à-dire  lorsque  /  :=  o ,  te 
mobile  reçoit  une  impulsion  capable  de  lui  imprimer  une  vitesse  finie 
et  à  laquelle'on  peut  supposer  une  direction  quelcoiique  assujettie  à  la 
seule  condition  de  ne  pas  écarter  le  mobile  de  la  surface  sphérique;  mais 
si  on  conçoit  cette  force  impulsive  initiale  comme  décomposée  en  deux 
autres,  dont  l'une  soit  normale,  et  l'autre  dirigée  dans  le  plan  tangent 
qu'on  mènerait  par  le  point  de  départ,  la  première  de  ces  composantes 
étant  détruite  par  la  résistance  de  la  surface  ,  et  n'ayant  aucune  influ- 
ence sur  le  mouvement,  pourra  être  regardée  comme  non  avenue,  et  îl 
sulfira  d'avoir  égard  à  l'impultion  tangentielle.  Cette  dernière  peut,  elle- 
même  ,  être  décomposée  en  deux  impulsions  agissant  dans  le  plan  tangent 
mené  pBr  le  point  de  départ,  l'une  dirigée  suivant  la  ligne  d'intersection 
de  ce  plan  langent  et  du  plan  .xi  j  et  l'autre  perpend roulai re  au  plan  .rj, 

1028.  Je  désigné  par  1  cette  vitesse  initiale  tangentielle,  parjTl'angle 
que  forme  l'axe  vertical  des  «  avec  le  rayon  mené  du  centre  de  la  sphère 
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au  point  de  départ  du  mobile  ,  et  cherchant  d'abord  l'eipression  géné- 
■  raie  de  la  vitesse,  applicable  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 
je  déduis  immédiatement  cette  expression  de  l'équation  (3)  de  l'article 
iûi7,eny  introduisant  les  valeurs  A!  =  o,  F:=o,  Z=g,  (je  continue 
à  représenter  par  jf  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur)  données  par 
l'état  de  la  question.  On  a,  par  ces  substitutions,  ^3=  ^a  +  s.gfdi,  et 
faisant  attention  que,  d'après  les  valeurs  initiales  c=^/etz;=!/'  cos.fj  la 
constante  U'  =  I'  —  s.grcos.J'j  on  a 

(1) c»  =  7a  +  2^(5  — rcos./) 

.ou,  si  la  vitesse  initiale  /  est  due  à  la  hauteur  H 

(i) .  ,''  =  ï<?Cs+/f-rcos./) 

Ï029.  Je  vais  maintenant  examiner  ce  que  devient  la  pression  totale  jT 
.dont  j'ai  donné  la  valeur  générale  dans  l'article  1026  équation  (3);  si  on 
fait  attention  aux  positions  différentes  de  la  convexité  de  la  surface  par 
rapport  au  plan  .t-j-  dans  le  cas  général  traité  à  l'article  cité,  et  dans 
le  cas  particulier  dont  il  s'agit  ici,  (voyez  l'article  1017),  il  sera  ma- 
nifeste que  le  terme  du  2".  membre  de  l'équation  (3) ,  article  1026 ,  qui 
exprime  lapression  opposée  et  égale  à  la  force  centrifuge,  a  pour  valeur 

j  introduisant  ensuite ,  dans  l'autre  terme  de  la  mtfme  équation, 

les  valeurs  X=  o ,  1';=  o ,  Z  =  «■,  ce  terme  deviendra  "        ; 

enfin  l'équation  ds  +  •= —  djr  + dx  =  o ,  de  la  surface ,  comparée 

avec  l'équation  générale  dz  =  qdj  +  pdz^=o,  employée  article  ioa6, 

donne /^== ,  q^ — -^  ce  qui   réduit  le  second  terme  dé 

l'équation  (3)  de  cet  -article  à —  et  on  a  la  valeur  complète 

(■) '^=-(4-+^) 

Substituant,  pour  v*,  sa  valeur  donnée  à  l'article  précédent,  on  a    . 
i"= ^  {2i  +  2H—2r  cos./) 

io3o.  En  prenant  dt  pour  difTérentielle  constante,  eifecluant  les  dif- 
férentiations  indiquées  des  premiers  membres  des  équations  (  i  )  article 
1017  ,  substituant  pour  X,  F ,  T",  n' ,  n" ,  les  valeurs  qui  conviennent 
au  problème  particulier  dont  il  s'agit  ici,  multipliant  la  i^«.  par  j^^  la 
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3.'.  par  X,  et  retranchant  les  équations  produits  l'une  de  l'autre»  on  a 
(t)  yddx—xddj    _ 

mais^i^x — œHtfy^=d{jdx — xdj),  donc,  en  intégrant, 

(a) J'dx — xdy^Cdt 

C  étant  la  constante  arbitraire  qui  ae  détermine  par  les  valeui?  initiales 

des  coordonnées  x  et  r  et  des  vitesses  — ; —  et  — «—  ,  ces  vitesses  étant 
''  dt  dt 

données  lorsqu'on  connait  les  angles  formés  par  l'impulsion  initiale  et 
par  chacun  des  trois  axes  coordonnés,  l'équation  (a)  est  celle  que  four- 
nirait le  principe  des  aires;  f  {jrdx  —  xdy  )  est  l'aire  instantanée  décrite 
par  la  projection  orthogonale  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  xjr. 

io3i.  La  solution  du  problême  considéré  sous  le  point  de  vue  le  plus 
général,  dépend  de  l'intégration  des  trots  équations  suivantes,  savoir  : 
L'équation  des  aires,  démontrée  dans  l'article  précédent, 

{,) ydx-xd;^   ^ç 

^  '  dt 
celle  qui  donne  la  vitesse,  art.  1028,  et  qui,  en  y  substituant,  k  p*,  son  équi- 
valent  4- devient 

dt* 

(a) -î-^ =a^(*+ff— rcos./) 

et  celle  de  la  surface  sur  laquelle  le  point  matériel  est  assufetti  à  se  mouvoir 

(3) xdx-\-ydj  -^-zdir^o 

io3a.  L'équation  (r)  de  l'art,  précédent  jj-rfr  —  xdy^Cdtj  et  celle 
qu'on  déduit  de  l'équation  (3)  du  même  article,  —  sdt^xdx  -^jrdjTj 
élevées  au  quarré  et  ajoutées  ensemble ,  donnent 

mais  on  déduit  de  l'équation  (a)  du  même  article 

dx*  -^  dy'*=s.gdt»{i  +  H~-rt(x.J)—dt^ 
etonal'intégraledeIamémeéquation(a)quie5tréquationnnîedelasphère 
«■+jra  =  ^ — s«  ■  la  valeur  de  C*d^  devient  donc 

Odt*^{r*~z*)\agdi*{i  +  ff— 7-C08./)  — <ft>  i  — «»A> 
équation  d'oii  l'on  déduit 
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en  égalant  à  zéro  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  on  aura  les  valeurs 

de  z  qui  rendent  nulle  la  valeur  de  — - — j  c'est-à-dire  qui  indiquent  à 

quelles  distances  du  plan  œy  IVlément  de  courbe  parcouru  par  le  mo- 
bile est  parallèle  &  ce  plan ,  ou  horizontal ,  ce  qui  est  la  propriété  d'un 
maximum  ou  d'un  minimum.  On  voit  qu'il  doit  exister  trois  valeurs  de 

X  propres  à  rendre  —r—  nul  ;  ainsi  il  y  en  a  au  moins  une  de  réelle , 

mais  il  est  manifeste,  par  la  nature  du  problème,  que  s  doit  avoir  un 
maximum  et  un  minimum ,  donc  deux  des  valeurs  dont  nous  venons  de 
parler  ,  sont  réelles  ,  et  par  conséquent  elles  le  sont  toutes  trois. 

io33.  En  faisant,  pour  abréger,     ^g{Il — rco&.J')is=G 
posons  l'équation  hypothétique 

dont  les  constantes  Uj  èj  e  se  déterminent  par  les  équations 

a-i-6       ■'  a+b  *  «+A 

Ja  quantité  a  sera  la  plus  petite  valeur  de  «^  ^  sera  la  plus  grande,  et  ces 
deux  quantités  doivent  être  regardées  comme  données.  Faisant  de  plus 

d'où    (  I  ) «  ^  o  COS.*  9-\-b  sin.*  0 

introduisant  les  quantités  aj  b ,  c,  G  fX0  dans  l'équation 

(2) t£f  =  —y-  T.      ,      .'  ■■      .'-        ■- 

Vag{r*-'z')(^+H~r  COI./)— C 

déduite  de  réquatton  (a)  de  l'article  précédent,  et  faisant,  pour  abréger, 

y  .(u  +  b)         _^^    .     a^-~i^ _^, 

redê 

on  obtient  la  valeur    (3) A=  -.y —        .       -■ 

^  '  K I  —  î;*  sm.*  0 

Soit  X  l'angle  formé  par  l'axe  des  x  et  par  la  projection  orthogonale 
du  rayon  vecteur  sur  le  plan  xy ,  le  double  de  l'aire  élémentaire  ins- 
tantanée engendrée  sur  le  même  plan,  par  cette  projection,  aura  pour 
valeur,  ij* — ^^)^X*  ^^  comme  cette  aire  double  est  aussi  égale  à 
ydx—xdy  on  aura  J'^rr*<^='  C'î-rT-s*)'^X  *'  ^" 
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substituant  nj-dx  —  xdjr  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2)  de  l'art.  io3o 

/    V  ,  CM 

^+> '^^=  >^^ 

Substituant,  dans  cette  équation,  pour  dt  sa  valeur  en  fonction  de  ff , 
donnée  par  l'équation  (3)  ci-dessus,  et  ytour  z  sa  valeur  donnée  par 
l'équation  (i)  et  supposant,  dans  cet  état,  les  équations  (3)  et  (4)  in- 
tégrées ,  /  et  ^  seraient  exprimées  en  fonction  de  ffj  et  comme  l'équa- 
tion (1)  donne  aussi  z  en  fonction  de  ffj  on  aurait  _;:i;  et  s  en  fonction 
de  tj  au  moyen  de  quoi  on  pourrait  déterminer  la  position  absolue  du 
mobile  à  un  instant  quelconque.  Si  on  veut  l'angle  formé  par  le  rayon 

vecteur  et  par  l'axe  des  s  j  on  aura  —  =  cosinus  de  cet  angle. 

1 084.  Le  problème  résolu  dans  les  articles  précédents ,  est  évidemment 
le  même  que  celui  par  lequel  on  se  proposerait  de  déterminer  le  mouve- 
ment d'un  pendule  simple,  auquel  on  aurait  imprimé  une  vitesse  initiale 
dans  une  direction  inclinée  sur  le  plan  vertical  passant  par  le  point  de 
suspension  et  par  le  fil;  ce  pendule  décrirait,  en  formaptdesoscillatîotis 
coniques,  une  courbe  qu'on  pourrait  concevoir  tracée  sur  une  splière 
concave,  d'un  rayon  égal  à  ta  longueur  du  fil.  Je  me  contente  d'avoir 
posé  les  équations  fondamentales  du  problême,  car  il  n'est  pas  néces- 
saire, pour  l'objet  d'instruction  que  j'ai  en  vue,  d'entrer  ici  dans  des  dé- 
tails analytiques  correspondants  à  ceux  que  j'ai  donné ,  article  949  et 
suivants ,  lorsqu'il  s'agissait  du  pendule  simple  ordinaire ,  dont  la  théorie 
a  des  applications  utiles  à  l'Astronomie,  la  Physique,  la  Géodésie  etc. 

Il  n'est  pas  difficile  d'obtenir  une  intégralle  définie  de  l'équation  (3) 
de  l'art,  précédent  entre  les  limites  ^=0  et  ^= -jr  qui  donnerait  le 
temps  employé  par  \é  mobile  k  parvenir  de  la  plus  grande  k  la  plus  petite 
valeur  de  zj  on  la  trouvera  dans  la  Mécanique  céleste j  i".  partie, 
livre  i".  article  11.  On  peut  voir  aussi ,  sur  cette  espèce  d'équations, 
les  Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre  ;  enfin  je  conseille 
aux  élèves  l'étude  d'un  mémoire  curieux  sur  le  pendule  à  oscillations 
coniques,  publié  dans  la  Correspondance  sur  V Ecole  polytechnique 
(3*.  volume  page  ay)  dont  l'auteur  est  M.  Pouillct. 

FlK    DE    LA    DEUXIÈME    SECTION. 
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SECTION    III. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  MOUVEMENT 

SOIT  D*UN  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS, 

SOIT  D'UN  CORPS  SOUDE  CONTINU, 

EN  AYANT  ÉGARD  A  LEUR  ÉTENDUE 

ET    A    LEUR    FORME, 

\  $T  EK  SUPPOSANT  tEUR  FOIIMB  INVARIABLE. 


Obienrations  prélïmiiiaires.  Frincip»  géo^ral  du  raonvcment  applicable ,  uua 
exception ,  ft  toiu  les  problème!  de  Dynamique. 

io35.  Jai  introduit  successwement ,  dans  les  leçons  de  dynamique  qiù 
précèdent  ^  les  notions  et  les  propriétés  abstraites  qu'on  peut  regarder 
comme  les  matériaux  primitif  de  la  science  de  l'équilibre  et  du  mou  - 
vement ,  à  l'exception  de  deux ,  qui  sont ,  V étendue  et  l»^gure  }  il  est 
temps  d'ajouter  ces  deux  propriétés  à  celles  que  j'ai  employées  jusqu'à 
présent  ;  de  nouvelles  combinaisons ,  qui  peuvent  être  variées  à  l'infîni , 
vont  fournir  matière  à  des  recherches,  souvent  difficiles,  mais  toujours 
intéressantes  et  utiles. 

Je  suivrai,  en  traitant  du  mouvement  des  corps  ou  systèmes  de  corps, 
i  36 
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étendus  ^X. figurés ,  le  même  plan  d'exposition  auquel, j'ai  assujéti  la 
théorie  de  IV^fciifAre' de  c«  corpst,  <n  considérant  d'abard<la  forme 
comme  invariable ,  et  supposant  ensuite  qu'elle  peut  varier  sous  di- 
verses condition?;  les  questions,  relativee  à  cette  demtjire  hypothèse, 
constituent  l'objet  spécial  de  la  quatrième  section ,  mais  je  traiterai 
quelques  problèmes  qui  s'y  rapportent,  dans  les  premiers  chapitres  de 
la  présente  section  ,  afin  de  familiariser  les  élèves  avec  l'usage  du  prin- 
cipe général  du  mouvement. 

Je  m'attacherai  à  bien  faire  concevoir  aax  éfëves  la  marche  générale 
de  raisonnement  et  d'analyse  qu'il  faut  suivre  dans  les  études  nouvelles 
auxquelles  nous  allons  nous  livrer;  ils  devront,  d'abord ,  revoir  ce  que 
j'ai  dit  précédemment  (première  partie  du  cours)  sur  les  systèmes  éten- 
dus ^  en  général,  et  sur  les  équations  de  conditions  auxquelles  leurs 
formes  sont  assujétïes,  après  quoi  ils  donneront  une  attention  particu  - 
lière  au  principe  fondamental  dont  je  vais  faire  l'e^osition  et  qui  est 
applicable,  sans  exception,  à  tous  les  problèmes  de  dynamique. 

io36.  QueJ»  qu«  soient  la  figure  (variable  ou  ncKt) ,  l'étendue  et  le 
mouvement  d'un  corps  ou  d'un  système  de  corps,  la  vitesse,  désignée 
par  n,  de  l'un  quelconque  des  point»  matériels,  désigné  par  m,  de  ce 
corps  ou  de  ce  système,  doit  être,  à  un  instant  déterminé,  modifiée  par 
deikx  causes»  savoir  :  ic.Par  l'action  d'uke  force  (la  résultatite  de  toutes 
celles  qui  sont  censées  appliquées  à  la  masse  m  )  agissant  dans  une  di  - 
rection  qu'il  faut ,  en  général ,  supposer  différente  de  la  direction  de  Uj 
et  qui  est  capable  d'imprimer  à  m  une  vitesse  finie  ou  infiniment  pe- 
tite ,  désignée  par  ta  ,  £°.  par  la  liaison  du  point  matériel  m  aux  autres 
points  matériels  du  système. 

Composant  les  quantités  de  mouvement  um  et  am  en  une  seule  rm  ^ 
cette  quantité  de  mouvement  sera  celle  qu'acquercrait  la  masse  ntj  dans 
une  direction  dépendante  des  directions  et  des  Valeurs  de  w  et  de  6»^  si 
cette  masse  était  libre  ou  sans  liaison  avec  d'autres  masses  ;  mais  par  l'ef- 
fet de  la  liaison  des  parties  du  corps  ou  du  système,  la  masses  acquiert, 
au  lieu  de  rm^  résultante  de  um  et  am,  une  quantité  de  mouvement , 
désignée  par  pm^  dont  la  valeur  et  la  direction  dépendent,  d'une  part, 
'des  valeurs  et  des  directions  de  nm  et  de  tomj  et,  de  l'autre  part, 
du  mode  de  liaison  des  points  matériels  qui  composent  le  système,  et 
des  mouvements  de  ces  autres  points.  ' 
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Or,  quelque  eoit  la  loi  de  cette  ^pendance,  on  peut  toujours  itna- 
^ner  use  quantité  de  mouvement  i(m_,  laquelle  composée  avec  (tm  , 
donnerait  rm  pour  résultante ,  de  telle  manifere  que  ^m  et  Api ,  appli- 
quées dans  les  directions  qu'elles  doivent  avoir,  remplaceraient  les  quan- 
tités de  mouvement  um  et  am  j  ou  leur  résultante  rm. 

On  a  donc,  pour  les  dînërents  points  matériels  m',  m" ,  etc.  du  corps 
ou  du  système ,  des  couples  de  composantes 

^m' f  k'm'  s  ç"m"  ,  k"m"  -eto. 
équivalentes  aux  quantités  de  mouvement 

u'iT^  j  cj'm'  j  u"/7t"  j  a/'m'' ,  etc. 
mais ,  par  bypothèse ,  ç'm' ,  ç"n^' ,  etc.  sont  les  seules  qui  doivent 
avoir  lieu-,  donc  les  autres,  savoir  l^tn' j  k"m"j  etc.  se  détruisent  ou 
se  font  équilibre 

Ayant  les  expressions  analytiques  ,  connues  ou  inconnues ,  de  k'nt'j 
1t"tn" j  etc.;  on  pourra,  d'après  la  nature  du  système  et  les  principes  de 
la  statique  ,  énoncer,  par  un  nombre  -convenable  d'équations,  les  con- 
ditions de  l'équilibre  entre  Vm' y  k"m" ,  etc.  ;  et  ces  équations  d'équi- 
libre, qui  renfermeront  les  inconnues  du  mouvement,  serviront  à  en  dé- 
terminer tous  les  phénomènes. 

1087.  On  évitera  des  décompositions,  souvent  pénibles  et  embarras- 
santes, en  établissant  immédiatement  les  conditions  de  l'équilibre  entre 
les  quantités  de  mouvement 

u'm' ,  a'm'  j  u"in" ,  e>"m" ,  etc. 
prises  dans  les  directions  qu'elles  doivent  avoir,  et  les  quantités  de 
mouvement  qui  ont  Heu. 

ç'n^  j  ^"m"  j  etc. 
prises  dans  des  directions  contraires  à  celles  qu'elle  doivent  avoir.  En 
effet ,  il  est  manifeste  que  si  les  quantités  de  mouvement  p'm',  ç"m", 
etc.  qui  ont  lieu  étaient  détruites  par  des  quantités  de  mouvement , 
égales  et  directement  opposées,  —  ç'fn' ,  —  çi"m" ,  etc.  le  corps  ou  le 
système  serait  réduit  à  l'état  de  repos  ;  donc  les  quantités  de  mouve- 
ment u'm' f  ca'jn'j.  u"m"^  ta" m" ,  etc.  ,  tant  existantes  qu'imprimées, 
à  l'instant  où  nous  considérons  l'état  du  système ,  seraient  détruites , 
donc  il  doit  y  avoir  équilibre,  entre  ces  dernières  et  les  quantités  de 
mouvement  —  ç'm' j  —  çi"m" j  etc. 
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Le  procédé  que  je  viens  d'indiquer,  ne  diffère  pas ,  dans  le  fond,' 
de  celui  de  l'article  précédent,  ils  se  déduisent  réciproquement  l'un  de 
l'autre,  et  chacun  d'eux  n'est  que  la  conséquence  ,  diiTéremment  énon- 
cée, des  mêmes  considérations  générales  sur  l'effet  de  la  liaUon  des  par- 
ties  d'un  système. 

io38.  J'ai  supposé,  en  énonçant  les  règles  précédentes,  et  afin  de  ne 
rien  omettre  de  ce  qui  constituait  l'état  de  mouvement  du  système,  qu'on 
faisait  entrer,  dans  les  équations  fournies  par  le  principe  général,  les 
vitesses  finies  actuelles  des  différents  corps  ou  points  matérids  de  ce 
système,  lesquelles  doivent ,  en  effet,  y  être  introduites,  et  s'y  conser- 
ver ,  lorsque  les  changements  instantanés  de  mouvement  en  dépendent 
ou  en  sont  fonction  ;  c'est  ce  qui  arrive  dans  les  phénomènes  du  choc 
des  corps  auxquels  nous  ferons  les  premières  applications  du  principe 
général.  Mais  lorsque  les  puissances ,  qui  font  varier  les  mouvements 
des  points  du  système,  sont  indépendantes  des  vtteases  actuelles  de  ces 
points,  les  inconnues  du  problème  peuvent  se  déduire,  d'après  le  prin- 
cipe général ,  des  équations  qui  expriment  les  conditions  d'équilibre 
entre  hsjbrces  motrices  imprimées  et  celles  qui  ont  lieu,  ces  dernières 
étant  prises  avec  des  sens  d'actions  opposés  à  ceux  suivant  lesquels  elles 
agissent  réellement  ;  il  est  évident,  en  eflet,  que  si  on  faisait  agir,  en 
même  temps,  ces  deux  systèmes  dejbrces  motrices j  dans  les  directions 
que  je  leur  attribue,  aucune  variation  de  vitesse  n'aurait  lieu,  l'état  de 
mouvement  du  système  de  corps  ne  changerait  pas,  et,  qu'ainsi ,  les  con- 
ditions de  l'équilibre  existeraient  entre  les  deux  systèmes  de  forces.  Rien 
n'empêche  ,  cependant ,  qu'on  n'introduise ,  si  on  le  veut ,  les  vitesses 
finies  actuelles  dans  les  équations  d'équilibre,  mais  elles  s'éliminent 
d'elles-mêmes  dans  les  réductions  des  expressions  analytiques,  et  j'en 
donnerai  un  exemple. 

Nous  voilà  en  possession  d'un  principe  applicable  aux  changements 
instantanés  quelconques,  Hnis  ou  infiniment  petits,  qui  peuvent  avoir 
lieu  dans  le  mouvement  d'un  système,  au  moyen  duquel  nous  pourrons 
toujours  ramener  les  cas  du  mouvement  à  des  cas  d'équilibre.  En  com- 
binant ce  principe  avec  celui  des  vitesses  -virluelleS}  il  n'est  aucun 
problème  de  dynamique  qu'on  ne  puisse  mettre  çn  équation ,  et  sous  ce 
point  de  vue,  la  science  du  mouvement,  comme  celle  de  Xé^uilibrCf 
oc  laisse  rien  k  désirer. 
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Esemplei  de  l'application  du  principe  général  du  mouvement^  au  choc  de* 
corps  jouiiiant  d'un  degré  quelconque  d'élatticité. 

loSg.  Je  vais  faire  une  première  application  du  principe  général  du 
mouvement  aux  problêmes  fondamentaux  résolus  article  jBS  et  suivants. 
Ces  problèmes  se  rapportent  aux  phénomènes  du  cboc  de  deux  points 
matériels  qui  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite  ;  leurs  distances 
sont ,  en  général ,  variables  >  soit  avant  soit  après  le  choc ,  mais  le  cas 
de  la  parfaite  dureté,  peut  être  ramené  à  celui  des  systèmes  de  forme 
invariable  ,  en  supposant  que  les  corps  sont  en  contact  au  moment  oii 
on  leur  imprime  les  vitesses  en  v^rtu  desquelles  ils  doivent  agir  l'un 
sur  l'autre,  pour  prendre,  après  ces  actions  réciproques,  une  vitesse 
commune.  On  y  ramène  aussi ,  fort  aisément ,  comme  on  le  verra  ci  • 
après,  le  cas  de  l'élasticité  de  degré  quelconque. 

Soient,  comme  aux  articles  768  et  suivants.  M'  et  M"  les  masses 
de  deux  corps,  ou  points  matériels  parfaitement  durs,  qui  se  meuvent» 
sur  une  même  ligne  droite ,  avec  des  vitesses  respectives  F'  et  ^  F"  de 
manière  à  se  rencontrer,  les  quantités  de  mouvement  F'Jif  et  j^  F^'M" 
étant  supposées  telles  que  la  vitesse  commune  f,  après  le  choc»  ait 
lieu  dans  !e  sens  de  F'.  Si  on  suppose  que  les  deux  corps  àoient  en  con- 
tact au  moment  où  ils  reçoivent  les  vitesses  F'  et  F",  ce  qui  ne  change 
rien  au  problême  et  aux  conséquences  à  tirer  de  sa  solution ,  on  a 
article  io36,  m'^o;  u"=oj  ea'^F*,  g/'^F"  j  p' :^  f"=  ç  çt  d'u- 
près  le  principe  général ,  article  i  oSy',  Véqutlibre  devra  exister  entre  les 
quantités  de  mouvement  F'M',  ^  W'H" ,  —  vMf ,  -^  vM" ^  ou  leurs 
équivalentes  {F' — c)Af'^  et  (+F^" — c)A("_,  les  mouvements  ayant 
lieu  sur  une  même  ligne  droite,  ce  qui  donne>  article  766,  l'équation 
(r'— t-)  Af  +  {±F"'-9)M"=.o,  d'oU  l'on  déduit  celle  de  l'art.  758. 
1040.  On  a  vu,  article  76Â  que  cette  équation  avait  Heu  entre  deux 
corps  jouissant  d'un  degré  quelconque  d'élasticité»  avant  que,  par  l'effet 
de  cette  élasticité,  les  corps  se  séparassent;  ils  ont  donc,  au  momeni 
oii  cet  eflet  se  produit ,  une  vitesse  commune,  et,  d'après  ce  qui  est 
expliqué  aux  articles  762  et  768,  chaque  corps  ,  en  vertu  de  son  élas* 
ticité ,  a  une  tendauce  à  s'éloigner  de  l'autre  avec  une  vitesse  égale  à 
la  partie  de  la  quantité  de  mouvement  qu'il  a  perdue,  en  le  choquant, 
divisée  par  sa  masse ,  et  dont  le  rapport  à  la  quantité  totale  a  été  sup- 
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posé  celui  de  n  :  i ,  le  nombre  n  étant  <;  i  ;  on  a  donc  ,  en  considé- 
rant isolément  le  corps  ifj  au  moment  oU  l'élasticité  produit  son  efTet, 
faisant  attention  que  la  quantité  de  mouvement  consommée  par  ce 
corps  dans  le  choc,  laquelle  peut  être  considérée,  en  ce  tnoment,  comme 
une  impulsion  qui  tend  à  lui  donner  un  mouvement  rétrograde ,  est 
M'{V—p),  on  a.  dis-ie,«=»'j  »=?=  —  «  i.f"—<')>  9^^  (Je  dé- 
signe  par  t^j  comme  aux  articles  cités,  la  vitesse  finale  de  M')  et, 

d'après  l'article  loSy,  on  obtient  l'équation  d'équilibre 

—  M'v' ■\-Mv  —  M'u-iy — !')  =  o,  de  laquelle  on  déduit  la  première 
équation  (i)  de  l'article  763. 

On  a,  pour  le  corps  M" ^  que  l'impulsion  reprt-sentative  de  l'effet  de 
l'élasticité,  pousse  dans  le  sens  suivant  lequel  le  mouvement  actuel  du 
système  animé  delà  vitesse  v  j  a  lieu,  «  =  c_,  (»  =  n  (v  +  f"),  f>  =  H'' 
(Je  désigne  par  w' ,  la  vitesse  finale  de  3f")  ce  qui  donne  l'équation 
d'équilibre  —  M"vt/ ■\-  vM"+  M"n(v^  F")  =  o,  ou  la  seconde  équa- 
tion (i)  de  l'article  763. 

On  remarquera  que  les  raisonnements  fondés  sur  l'hypothèse  du  plan 
inobile,  des  articles  760  et  76a,  reviennent,  au  fond  ,  à  ceux  que  nous 
venons  de  faire  immédiatement  d'après  le  principe  général  du  mouve- 
ment, et  conduisent  aux  mêmes  équations  d'équilibre  obtenues  dans  le 
présent  article  et  dans  le  précédent.  Les  questions  que  nous  allons  trai- 
ter» feront  sentir,  plus  particulièrement,  le  grani^  avantage  qu'a  l'em- 
ploi du  principe  général  y  sur  les  divers  artifices  de  raisonnement  dont 
on  peut  s'aider  pour  les  solutions  des  problèmes. 

MouTemetit  de  deux  corpi  posés  sur  denx  plani  inclinéi  adoitéa,  en  «uppo- 
(ant  que  l'un  de  ces  corps  ,  qui  descend  ,  détermine  l'agcepsion  de  l'autre, 
par  l'intermède  d'un  treuil ,  et  en  ayapt ,  ou  non ,  égard  au  frottement. 

1041.  Je  vais ,  pour  donner  un  second  exemple  de  l'application  du 
principe  général  du  mouvement ,  résoudre  le  problème  des  articles  783 
et  suivant» ,  en  substituant ,  pour  rendre  la  solution  plus  générale ,  ù  la 
poulie  sur  laquelle  passe  le  fil  qui  unit  les  di^ux  corps,  un  treuil,  dont 
l'axe  horizontal  serait  parallèle  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans, 
le  corps  m'j  qui  par  son  mouvement  de  descente  déterrpine  l'ascen- 
sion du  corps  m" f  étant  attaché  au  fil  enroulé  sur  la  roue  du  treuil, 
tanflis  que  le  fîl  qui  tient  le  corps  m"  s'enroule  sup  l'arbre.  On  sup^wse 
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d'ailleurs  le  ^ttee  disposé  àe  manière  que  chaque  fît  soit  parallèle  au 
plan  sur  lequel  se  meut  le  corps  que  tient  ce  fil,  on  n'a  aucun  égard  aux 
déviations  latérales  dues  aux  enroulements  et  aux  déroulements,  et  les 
niasses  des  51s  et  du  treuil  sont  censées  n'avoir  pas  une  influence  sensible 
sur  le  mouvement. 

Désignant  par  A  eX  a,  respectivement,  le  rayon  de  la  roue  du  treuil 
et  celui  de  l'arbre,  et  conservant  d'ailleurs  la  notation  des  articles  cités, 
je  remarque  qu'après  le  temps  />  la  vitesse  du  corps  m"  ne  sera  pas  c 

comme  celle  du  corps  m' ,  mais  —^  c  y  à  ce  même  instant ,  le  corps 

m' ,  animé  de  la  vitesse  v,  éprouve,  en  outre,  de  la  [>art  de  ta  pesan- 
teur, une  action  qui ,  s'il  n'était  pas  lié  à  l'iuitre  corps,  ajouterait,  dans 
ie  sens  de  son  mouvement  actuel,  à  sa  vitesse  v,  une  vitesse  élémen- 
taire gdt  sin.  ffj  eosorte  que ,  sans  celte  circonstance,  la  vîtesse  c deviet> 
draît  v-^gdi  sin.  ff'j  mais,  à  cause  de  la  liaison  des  deux  corps, 
l'incrément  cSeci\i  dv  diffère  de  l'incrément  hypothétique  ^i^£  sin.  ô". 
Pareillement,  sans  la  liaison  dont  je  viens  de  parler,  la  vitesse  ac- 
tuelle -— -  v,  de  M",  deviendrait  — —  v  — gdt  sin.  0"^  et  sa  variation 
réelle  est  une  quantité  élémentaire  — —  dv  différente  de  g^t  sin.  0", 

soit  par  la  quantité  soit  par  le  signe. 

Ainsi ,  d'une  part ,  les  quantités  de  mouvement ,  tant  actuelles  qu'im- 
primées, au  bout  du  temps  /,sont,  pourlecorps/ra'_,m'(»'+^<àsin.<?'). 

et ,  pour  le  corps  tn" ,  m"  \  -r  *'  —  S^^  s**"*  ^'  )■ 

D'une  autre  part  les  quantités  de  mouvement  qui  auront  effective- 
ment lieu ,  eu  égard  à  laliaison  des  parties  du  système,  seront  m'  (y+dç), 

—j-  m"  (v+df),  et ,  d'après  le  principe  général ,  article  ^87 ,  ces  der- 
nières ,  prises  dans  un  sens  contraire  à  celui  de  leurs  actions  réelles , 
doivent  faire  équilibre  aux  premières,  et  les  conditions  de  cet  équilibre, 
d'après  le  mode  de  composition  du  système  et  les  principes  posés  dans 
la  première  partie  du  cours,  s'énoncent,  articles  368  et  suivants,  par 
une  équation  unique  exprimant  Tégatité  k  zéro  de  la  somme  des  moments 
par  rapport  à  l'axe  fixe  ,  on  a  donc ,  en  faisant  les  réductions  relatives 
aux  termes  qui  se  détruisent ,  lesquelles  réductions  font  disparaître  les 
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termes  renfermant  la  vitesse  finie  actuelle  Pj  ainsi  que  cela  doit  être; 

article  io38» 

u4m'{gtltein.Û'—df')  —  am"(  gdttîm.6"-\--~^  dv\  =  Q 

d'oii  on  déduit  la  valeur  suivante  de  \a  force  accélératrice  du  corps  m' 

dv  Agi^Am'  sin.  ff — am"  %m.0") 

dt  A^m'-^  a*  m" 

la  force  accélératrice  du  corps  m"  étant  égale  au  produit  de 
'■'J  "  ■    celle  qu'on  vient  de  trouver  par  le  nombre—  ,  c'est-à-dire 

ayant  pour  valeur  C  La  riteite  de  m'  c>t 

di/  ag(Am' %vD..ff — am"%\n.ff'\  <,,.     ,  ,      a  , 

— î —  =  — ii-i î T, ^-Jdeiigtiee  par  /=^  -r^*- 

l  dt  A^m'-ira^m"  ^       »       f  a 

104a.  Si  on  imagine  un  point  placé  &  l'unité  de  distance  de  Taxe  du 
treuil^  et  lié  Jl  ce  treuil,  de  manière  à  avoir  un  mouvement  de  rotation 

commun  avec  lui,  la  vitesse  du  point  dont  il  s'agit  sera—  ou ,  et 

,  .  .  ,  gl(Am'$.e'^am"t.e") 
at)  bout  du  temps/cette  vitesse  aura  pourvaleur^—i : — : ji  -•••'• 

la  vitesse  initiale ,  ou  correspondante  à  t=^  o  étant  supposée  nulle  ;  c'est 

à  l'égard  du  treuil ,  l'expression  de  ce  que  nous  avons  appelé ,  article 

897  ,  vîiesse  angulaire  j  \Si  force  accélératrice  angulaire  se  déduit 

de  l'une  ou  l'autre  des  équations  (i),  en  divisant  chaque  membre,  eu  par 

-,  ,  g(Amf  t.m.ô'—am"  fim.ff')     , 

A  ou  par  a ,  et  a  pour  valeur ,  -S_i — - — -y™, — J-  c  est  - 

'  *^  A*ni'-\-a*m' 

à-dire  la  somme  des  moments  des  forces  motrices  imprimées,  divisée 
par  la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chacun  des  corps 
ou  points  m^ériels  m'  et  m"  par  le  quarrë  de  la  distance  à  laquelle  it 
$e  trouverait  de  l'axe  du  treuil,  si  i)  était  posé  sur  ce  treuil,  au  point 
d'où  s'échappe  la  pordc  qui  le  tient  atlaché.  Cm  expressions  seront  bien- 
tôt présentées  sous  up  point  de  vue  beaucoup  plus  général. 

1043.  Si  on  suppose  que  les  corp  m'  et  ^"  exercent  sur  leurs  plans 
respectifs  des  frottements  proportionnels  aux  pressions  normales,  ces 
frottements  devront ,' conformément  aux  explications  données  dans  la 
quatrième  section  de  la  première  partie ,  être ,  comipç  à  l'article  780 , 

assimilée 
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assimilés  &'  des  forces  ayant  pour  exprcsîions/m'^cos.  &',J>n"g  ces.  û" 3 
(y étant  la  tangente  de  l'angle  du  frottement,  ou  le  rapport  du  frot- 
tement à  la  pression),  dont  l'effet  serait  de  diminuer  les  vitesses  actuelle» 
V  et  />  et,  en  conséquence  il  faut ,  aux  quantités  de  mouvement,  tant 

actuel!esqu'impriniées,fli'(c+^ii/sin.tf'}et»i"l  — — .  c — gdfsxn.G"  I 
substituerm'jc+jÇi//(s.(^— /c.^')l  et/n")-l  v—gdt{9.ff" +fc.Û"y 

et  on  aura  les  valeurs  de  —~r~  et  -- -    applicables  au  cas  dont  il  s'agit, 

en  remplaçant  simplement,  dans  les  équations  (1)  de  l'art.  i04i,sin.  ^ 
par  sin.  û" — ^ycos.  ff  et  sin.  6"  par  sin.  &"  -^fcos.  ff'. 

1044.  La  force  accélératrice  étant,  pour  chacun  des  cas  examinés  dans 
les  trois  articles  précédents,  égale  au  produit  de  la  force  accélératrice 
gf  due  à  la  pesanteur,  par  une  quantité  constante,  le  mouvement  est 
uniformément  varié,  et  les  phénomènes  de  ce  mouvement  se  déternii- 
oeront  en  substituant ,  dans  les  formules  données  art.  696  et  suivants  , 
à  g,  !e  prodwit,  de  cette  quantité  g,  par  la  constante  dont  noue  venons 
de  palier. 

Mouvemenf  d«  deux  corps  peianl;  sutpendua  resp«ctiv«nicnt  à  la  roue  et  à 
l'arbre  d'un  treuil ,  en  ayant  égard  ^  la  maue  du  treuil  et  à  ccttei  dei  cordes. 

1045.  Le  problème  dont  je  vais  donner  la  solution,  dans  ce  chapitre, 
fournira  aux  élèves  un  sujet  d'exercice  fort  instructif,  et  les  conduira  à 
des  résultats  extrêmement  ijtiles  par  les  conséquences  qu'on  en  tire. 

L'axe  horizontal  d'un  treuil  ayant  une  position  fixe,  et  la  machine 
pouvant  tourner  librement  autour  de  cet  axe,  deux  cordes  pesantes,  dont 
l'une  s'enroule  autour  de  la  roue  et  l'autre  autour  de  l'arbre,  tiennent, 
respectivement,  suspendus  deux  corps  pesants,  m' et  m" ^  les  masses  de 
ces  corps  et  leurs  distances  ,  au  plan  vertical  passant  par  l'axe ,  étant 
telles  que  le  corps  m' ,  suspendu  à  la  roue,  est  prépondérant,  et  déter- 
mine ,  par  sa  descente  ,  l'ascension  du  corps  m"  suspendu  à  l'arbre.  Or 
le  poids  de  la  partie  verticale  de  la  corde,  qui  tient  le  corps  m'  suspenr 
du  ,  s'ajoute  au  poids  de  ce  corps  pour  faire  monter,  tant  le  corps  m" ^ 
que  la  partie  verticale  de  corde  qui  le  tient  suspendu  à  Târbre  ;  les  Ipn- 
^  3? 
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gueurs  et  les  poids  de  ces  parties  verticales  varient  continuellement ,  et 
'des  portions  de  corde ,  enroulées  sur  la  roue  et  l'arbre,  fournissent  des 
moments  par  rapport  à  l'axe  ;  enfin  ta  masse  du  treuil  et  des  cordes 
qui  l'enveloppent,  consomment,  pour  leur  mouvement  de  rotation^  une 
certaine  quantité  de  force  motrice. 

Il  s'agit  d'avoir  égard  à  ces  diverses  circonstances  dans  la  détermina- 
lion  des  phénomènes  du  mouvement ,  et  je  vais  d'abord  donner  des  signes 
aux  quantités  qui  entreront  dans  le  calcul. 

1046.  Masse  suspendue  k  la  roue,  et  qu'on  suppose  prépondé- 
rante, représentée  par m' 

Miisse  suspendue  à  l'arbre  et  dont  m'  détermine  l'ascension , 

par  son  poids m" 

Masse  de  l'unité  de  longueur  de  la  corde ft 

Masse  d'une  des  molécules,  soit  du  treuil ,  soit  des  parties  de 
cordes  enroulées  au  premier  instant  du  mouvement ,  laquelle 
masse  est  censée  variable  d'un  point  à  l'autre  du  système   ...    Jitt 

Distance  de  la  molécule  dm  à  l'axe  du  treuil ^ 

KayoD  de  la  roue R 

Rayon  de  l'arbre r 

Distance  «u  pUn  [  ,  f  lorsque /=o a 

horizontal  paitaat  I  °"  Corpsm  |  ^^  y^^^^  j^  iemyi  t  .  .  .  «+X 
par  l'axe  commun  \ 

d>  1.  rou.  M  d.    j   ,„,„„«(  lorsque /  =  o i 

l'Tb™.  I  ''""P"»   l  au  bout  du  temps  t  .   .   t-jL., 

Longueur  absolue  de  l'arc  décrit,  depuis  (  de  la  roue   .    •  Ii(s.njr+a\ 
lecommencement  du  mouvement,  par  un  des  i 
points  de  la  circonférence.  (  de  l'arbre    .     .    r(in^+€>') 

3t  est  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  ^  i }  »  est  le  nombre  de 
circonférences  entière* ,  et  g>  la  portion  de  circonférence ,  rapportée 
an  ra]H)D=:t ,  qu'il  faut  ajouter  Ji  xn^poor  avoir  l'angle  total  décrit 
par  le  point  dont  il  s'agit.  On  placera  l'origine  de  «>  à  l'extrémité  du 
diamètre  borizODlal  de  la  roue ,  du  coté  du  corps  m',  et  les  a  po«(ifs 
seront  comptés  dans  le  ae&s  du  mouvement  de  rotation  de  cette  roue. 

Temps t 

Vitesse  du  corps  m'  au  bout  du  temps  t, * 

Force  accélératrice  de  la  pesanteur g 
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Je  suppose  ,  pour  plus  de  simplicité  et  pour  fixer  les  idées ,  qu'on  a , 
au  premier  instant  du  mouvement,  ;  =  o,  v  =  o,  »  =  oet  que,de  plus, 
à  ce  premier  instant,  U  y  a  un  nombre  exact  de  circonférences  de  coi-des 
enroulées  sur  la  roue  et  une  demi-circonfërence  enroulée  sur  l'arbre  au- 
dessus  du  plan  horizontal  passant  par  l'axe. 

Au  bout  du  temps  tj  toutes  les  parties  du  système  ont  différentes  vi- 
tesses, dont  les  rapports,  avec  la  vitesse  v  du  corps  m' ,  se  déduisent 
du  mode  de  composition  de  ce  système,  et  qui  sont  modifiées  par  la 
pesanteur,  laquelle  tend  k  imprimer  aux  points  matériels  animes  \le 
ces  vitesses  ,  des  quantités  de  mouvement  élémentaires  savoir, 

i".  Corps  m' et  masse^  (i2+is)de  la  partie  ver- 
ticale de  la  corde  li  laquelle  il  est  suspendu    .     .    gdt\m' '^ft{a-^z)\ 

a<».  Corps  OT"et  masse^l  b  ■- —  s  1  de  la  par- 
tie verticale  de  la  corde  à  laqyelleil  est  suspendu,  ^^^j  m" +a  |  6 —  -j^)\ 

3".  Masse,  du  treuil  et  parties  de  cordes  enrou» 
lées  sur  un  nombre  exact  de  circopférepces ,  pour  ' 
ce  qui  concerne  la  roue,  et  auxquelles  il  faut  ajou- 
ter, pour  ce  qui  concerne  l'arbre,  la  demi-cip- 
çonférence  enroulée  a^  premier  instant  du  mou  • 
vement,  te  tout  formait  un  système  sur  lequel  les 
actîoiv  de  la  pesanteur  s'annulteot  réciproque - 
ipent,  ou  qui  peut  être  regardé  comme  non  pesant.    ,,....  *éro, 

4».  Longueur  B  (ajr — a)  de  corde  enroulée 
^r  la  roue,  et  ne  faisant  pas  partie  de  celle  qui  est 
enroulée  sur  un  nombre  exact  de  circonférences.  .  .  gdt.  Fu(iir—ro) 

5".  Longueur  r»  de  corde  enroulée  sur  l'arbre 
et  se  trouvant  dans  le  même  cas  que  la  précédente. 
quant  aux  circonférences  entières  et  à  la  demi- 
circonférence  initiale.     ,     .     .     . gdl,rpL& 

Les  quantités  de  mouvement  élémentaires  qui  ont  lieu,  et  en  vertu 
desquelles  se  produisent  jes  variations  effectives  de  vitesses ,  sont  : 

l".  Corps  m' et  masse/*  (a+s)  delà  partie  yer- 
tlcaje  de  la  corde  à  laquelle  il  est  suspendu.   .   .   .  [OT'-t-^(a-J-3)|</c 

a».  Corps  m"  et  masse  (Ab ^  2  I  de  la  par- 

.  ^  (       r  \\r 

tie  verticale  de  la  corde  &  laquelle  il  est  suspendur^  m"-f-/f  I  b—^  1 1  f  ô^*' 
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3°.  Masse  du  treuit  et  des  parties  de  corde  qui 
se  trouvaient  enroulées  au  premier  instant  du 
mouvement,  en  supposant  que  cette  masse  n'ait 

pas  varié,  ^1  -^dvd/n  j  qu'on  peut  \ 

sous  la  forme —^  ^{^*/»i),ladifFérentielle</yj 

qui  se  rapporte  au  temps,  et  qui  est  une  quantité 
commune  à  tous  les  éléments  de  masse  dm,  pou- 
vant être  mise  hors  du  signe  S,  qui  se  rapporte 
à  la  composition  géométrique  et  physique  du 
Système. 

Cette  intégrale—^  2  (fdm)  doit  être  dimi- 
nuée delà  quantité  ^/I  (2  n  fr+a)df,  et  aug- 
mentée de  la  quantité  fir  (an  ar  +  e>)  -g-dv,  res- 
pectivement,  pour  la  partie  de  corde  qui  s'est 
déroulée  de  la  roue,  et  pour  celte  qui  s'est  en- 
roulée sur  l'arbre  ;  et  on  a  pour  cette  partie  des 
quantités  élémentaires  de  mouvement  impriméet 

en  faisant  attention  que  a/ïjr+fiï=  — . 

En  vertu  du  principe  général,  les  conditions  de  l'éqoilibre  doivent 
exister  entre  les  quantités  élémentaires  de  mouvement  imprimées,  et 
celles  qui  ont  lieu ,  ces  dernières  étant  supposées  agir  dans  des  sens 
contraires  à  ceux  de  leurs  actions  effectives.  Or,  d'après  la  nature  idu 
système,  ces  conditions  sont  renfermées  dans  une  seule  équation  énon- 
çant l'égalité,  à  zéro,  de  la  somme  des  moments  prise  par  rapport  à 
Taxe  de  rotation.  Je  vais,  d'abord,  chercher  les  moments  de  quantités 
de  mouvement  élémentaires  gdtHfx  {2^ — »)  et.ç  dt  Tfta. 

Les  arcs  R  (2 jr — o)  et  ns>  ont  chacun  une  de  leurs  extrémités  dans  le  plan 
horizontal  passant  par  t'axe,  et  leurs  cordes  ont  pour  valeurs  respectives. 
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ailsîn.  — et  arsin.».  Le  centre  de  gravité  de  /((sjt— fi>)est,art.  309, 

B.  a  /îsîn.—         2  li  sin. — 

a      _  a 

à  une  distance  de  l'axe  de  la  roue  éeale  à  -=-7 rouà 

et  ce  centre  étant  placé  sur  un  rayon  qui  fait,  avec  l'horizon,  un  angle 
=  7(3flr — o),  sa  distance  au  plan  vertical  passailt  par  l'axe  de  ro- 

_  .    fj         a^r — s>  n  -    ^       ■«* 

3  n  sin. — .COS. a  /f  sin.— cos. — 

22  a         a  Hsia.ea» 

tation  sera  — — ,  ou  — ,  ou 

a  ^ —  fi)  a  jt —  (D  2  ^ —  fi» 

et  le  moment  de  la  quanti  té  de  moutement  élémenuire  gdt  Rft  (a  jt— ») 

sera' — gdt.R(i.{ji,ir — <a). ^,  ou — gdt.R^fAÛD.  o,od  trouvera, 

par  un  raisonnement  et  un  calcul  semblables,  que  le  moment  de  la  quah- 
tité  de  mouvement  élémentaire  ^■i^/.rjuo,  a  pour  valeur  ^rf/.^^  sïn.  «9. 
D'après  la  manière  dont  la  question  est  posée,  et  d'après  les  don- 
nées initiâtes,  te  moment  de  la  quantité  de  mouvement  élémentaire 
gdt\  m'  ■\-fi(^a  +  i)\  étant  pria  positivement,  la  somme  des  deux 
moments  qu'on  vient  de  trouver  dodl  être  n^ative  ou  po8itivo,  respec- 
tivement, suivant  qu'on  auraû»<^ou«>>jr,  et,  de  plus,  nulle  dans 
le  cas  de  R^rj  ces  condi(ioiw  sont  évidemment  satisfaites  par  la 
valeur  — fi^* — '')  S^^  sin.  a;  mais  »  vu  l'égalité  des  longueurs 

s  etiî(aiiw+fiï)et  dessinu3desarC5aj»îr+û»'etcï,onasin.«=«in. -g. 


et    la   somme    dés    deux    moments    ci  -  dessus    déterminés,  devient 


1047.  Ainsi  Téquation  d'équilibre  à  poser  en  vertu  du    ptincipe 
général  et  d'après  la  nature  du  système  sera 
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—gJi./t(K'—r')a\a.  -i. 

tirant  la  valeur  de  — r—  «  réduisant  et  faisant ,  pour  abréger 
jn'+fia^p'\m"-^ftb=^p"\^~-^^^J(;  (/?«  —  »■»)  =  n>  on  a 

Ji»p'+r*p"+£(f*iim) 
telle  est  l'expression  de  la  force  accélératrice  de  m'j  qui  n'est  variable, 
qu'à  raison  du  terme //(^2>—n' sin.—),  ou  de  l'introduction  du  poids 

de  la  corde  dans  le  calcul^  le  terme  S  (p^dm),  qui  se  rapporte  k  la 
masse  du  treuil»  exprimant  une  intégrale  définie ,  ou  une  quantité 
déterminée  et  constante.  Ainsi  lorsque  le  poids  ft  de  l'unité  de  longueur 
de  la  corde  sera  très -petit,  le  mouvement  pourra  être  considéré  comme 
un  mouvement  uniformément  varié ,  même  en  ayant  égard  au  poids 
du  treuil. 

1048.  Multipliant  le  premier  membre  de  l'équation    (^)par  v  et 

le  second  membre  par  la  valeur -~= —  de  c^  intégrant  et  déterminant  la 
constante  dans  l'hypothèse  des  valeurs  simnitanées  v=s^o,  2=0,  on  a 

(^  .  .  .  »^:^  — -^  /ÎV'  +  '*/'  +  ^(f>"'^/") 

Si  on  néglige  le  terme  multiplié  par  ^,  la  vitesse  v  sera  proportionnelle 
k  la  racine  carrée  de  l'espace  f  parcouru  par  le  corps  P, 
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1049.  En  mettant  TéquatioD  {j4)  sous  la  forme 

__  =  _- ^  ain.  __ , 

dt       dt  R 

on  voit  que,  depuis  la  valeur  s^'^Rrifr^  jusqu'à  la  valeur 
•  =  ^(jr+2/i^),  la  quantîté^sin. -^  dont  le  maximum  répond  à 

£=A(7^4-Ara;r), est  continuellement  soustractive,sin. -ne  cessant 

pas  d'être   positif  entre  ces   deux  limites  ;  d'où   il  résulte ,    quant 

à  ce  qui  concerne  particulièrement  le  terme  ^sin.—  ,  une  diminution 

continuelle  de  vitesse,  commençant  à  la  première  limite,  et  atteignant 
son  maximum  à  la  seconde. 

Des  effets  absolument  contraires  ont  lieu  depuis  lalimite»s=(jr+3nji)fl 
jusqu'à  la  limite  «^(2^+  sn^  /?,  les  diminutions  tant  de  laforce  accéléra- 
trice que  de  la  vitesse  se  changeant  en  accroissements ,  parce  que  entre  ces 

limites  sin  —  est  négatif,  ce  qui  rend  additif  le  terme  ^  sin.-^de  sous* 

tractif  qu'il  était. 
Ces  résultats  peuvent  aussi  se  déduire  tant  de  l'examen  des  positions 

des  portions  de  cordes  enroulées  qui  donnent  le  terme  jrf  sin.— ,  que 

du  mode  de  variation  du  terme /In>  I  i — c^- "ït  i  de  réquatioti(B), 

lequel,  à  partir  de  sa  valeur  zéro,  qui  a  lieu  lorsque  s  =  2/în^,  va 
continuellement  en  croissant  depuis  celte  limite  jusqu'à  la  limite 
2=:/T(^-)-3njr) ,  après  quoi  il  diminue  depuis  celle-ci,  jusqu'à  la 
limite  «=iî(ajr4-an^). 

io5o.  J'ai  introduit,  dans  l'analyse  du  problème  que  je  viens  de 
résoudre,  les  poids  des  fractions  de  circonférences  de  cordes  qui  four- 
nissent des  moments  par  rapport  à  Taxe,  afin  d'en  rendre  l'étude  plus 
utile  aux  élèves,  mais,  les  poids  de  ces  portions  de  cordes  ont,  en  géné- 
ral, une  si  petite  influence  sur  le  mouvement,  qu'on  peut  les  négliger 
sans  erreur  sensible  ;  dans  ce  cas  la  valeur  de  la  vitesse  prend  la  forme 
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, di    ,,  ,        ,..  .    ,  ^* 

f  =  l/^B£-^C'x'  =  -;~d'ou  on  déduit  at=  7> „        ""  s 
at  '  iiz  +  Cs* 

intégrant  cette  équation  et  déterminant  la  constante  par  la  condition 

des  valeurs  simaltanées  t=^o  et  «  =  o. 

(3) . . .  ,Kë-=iog.[±tii£i±Ç£SZ±Mi] 

(Voyez  le  calcul  intégral  de  Lacroix,  article  tôa). 

Thûorie  de  la  machine  d*A(Wood,  en  faiiant  entrer  en  considération  Ia  massn 
de  la  okrde  ou  du  fil  et  celle  .de  la  poulie. 

io5i.  Après  avoir  donné,  art.  790  et  ^suivants,  la  théorie  de  l'utile 
et  ingénieuse  machine  d'At'vrood(*),  j'ai  fait  voir,  art.  8ia  et  suivants, 
comment  on  pouvait  l'employer  à  vérifier,  par  l'expérience,  Ifes  prin- 
cipes généraux  de  la  Dynamique.  Il  est  convenable ,  en  faisant  un  usage 
aussi  imporlaot  de  cette  machine,  de  ne  pas  laisser  le  moindre  sujet 

(*]  Jo  croit  qu'il  est  convenable  de  faire  connaître  aux  élèves  quelques 
panicularilé*  de  la  vie  d'un  homme  qui  B  enrichi  le*  sciences  phjsîqupi  et 
mathématiques  d'une  invention  également  curieuse  et  utile.  Voici  sa  notice 
biographique,  extraite  d'un  nouveau  Dictionnaire  Historique,  dout  on  n'a 
encore  publié  que  quelques  volumes  ; 

V  Atwood  (Geor^s)  physicien  anglais,  né  vert  1745,  étudia  à  l'école  de 
0  Westminster  et  au  collège  de  la  Trinité  de  Cambridge ,  où  i!  fut  ensuite 
a  professeur.  Le  célèbre  Pitt  ayant  assisté  à  un  cours  de  physique  qu'il  faisait, 
«  conçut  lue  si  grande  idée  de  lei  talents,  qu'il  l'employa  dans  le  ministère 
0  des  finances.  Ce  ministre  luî  fit  obtenir  une  pension  qui  s'éteignit  à  sa  mort  ^ 
s  arrivée  en  1806,  un  an  avant  celle  d'AlWood.  Set  ouvrages,  écrits  en  anglais, 
*  SoDt;  Traité  sur  te  mouvement  rectiligne  et  la  rotation  des  corps,  avec  une 
a  description  ^expériences  relatives  à  ce  sujet,  1784.  On  te  servit,  pour  ces 
a  expériences,  d'une  machine  très -ingénieuse ,  inventée  par  Aiwood  ,  et  qui 
a  porte  son  nom.  On  la  trouve  dam  tous  les  cabinets  de  physique-,  où  elle 
u  sert  à  démontrer,  par  expérience,  les  lois  de  la  chute  des  corpa.  a"  Analyse 
«  <f«»  cours  sur  iet  principes  de  la  Physique  fait  à  ^université  de  Cambridge, 
«  fn-S".  17S4.  L'auteur  ne  se  montre  pas  moins  savant  dant  cet  ouvrage  que 
«  dans  le  précédent,  3°  RecJierches  fondées  sur  la  théorie  du  mouvement  pour 
a  déterminer  les  temps  des  vibrations ,  des  balanciers ,  des  lutrloges  dans  les 
■  Trans.  Philos,  et  analysées  dans  la  Bibltotk,  Britt,  de  Genève,  lome  II  des 
«  Sciences  et  Arts.  B^r,  J, 

d'objection 
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d'objection  contre  lesconséquencestiréesdesobservatîoiis.J-e  vais,  d'après 
ces  motifs,  présenter  sa  théorie  d'une  manière  plus  complète  que  je 
ne  l'ai  fait  aux  articles  ci-dessus  cités,  en  introduisant,  dans  l'analyse, 
les  masses  de  la  corde,  du  fil,  et  de  la  poulie,  négligées  dans  ces  ar- 
ticles; on  pourra  ainsi  dégager  les  calculs  des  anomalies  dues  à  ces 
.  masses,  mais  on  reconnaîtra  qu'une  partie  de  ces  anomalies  est  sj  faible, 
lorsque  la  machine  est  bien  construite ,  qu'elle  n'a  pas  d'influence 
sensible  sur  les  résultats. 

Je  pourrais  déduire  immédiatement  les  formules  qui  donnent  les 
phénomènes  du  'mouvement,  dans  la  machine  d'Atwbod»  de  celles' 
auxquelles  je  guis  parvenu  dans  la  solution  du  problème  de  l'art.  1045, 
mais  il  est  convenable,  pour  l'intérêt  de  l'instruction,  de  chercher  ces 
formules  sans  égard  à  ce  qui  précède,  sauf  à  examiner  ensuite  leur 
accord  avec  celles  des  art-.  1047  et  1048. 

to52.  lya  composition  du  Bvst^mç  étapt  celle  qu)  «t  décrite  à  l'ar- 
ticle  790,  soient  ... 

La  masse  suspendue  à  une  des  extrémités  du  (il  >  et  qui  est 

supposée  prépondérante,  égale  à .m' 

La  masse  suspendue  h  l'aptre  extrémité  du  fil  dont  l'ascension 

est  déterminée  par  la  descente  de  m' , ;  •  f  •  ■  > m'' 

La  masse  de  l'unité  de  longueur  de  la  corde f  ••ft 

'    La  masse  d'une  des  molécules  soit  de  la  poulie,  soit  de  la 

portion  de  la  corde  qui  est  enroulée  sur  cette    poulie. . , dm 

La  distance  de  la  molécule  dm  à  l'axe  de  la  poulie (t 

IjC  rayon  de  la  poulie , • .R 

Le  temps ,. , r  •  ■  •  r f  •  t •  t  -^ 

La  vitesse  commune  de  m'  et  m"  au  bout  du  temps  /. p 

La  force  accélératrice  de  la  pesanteur.  .,••■• g 

Distance  air  plan  I  J  lorsque /:^p r-  •  f  '"* 

horizontal  passant  I  ^"  *=°T*  "^  1  au  bout  du  temps/.. 0+s 

par  l'axe  de  la  pou-l  j^  ^orps  m"  Po'^"?  ^=°-  •••■ '  •  '  •  * 

lie,  I  \au  bout  du  temps  i, ..  ...,è — 5 

La  corde  peut  être  enroulée,  autour  de  la  poulie ,  pu  sur  un  demi-tour, 

ou  sur  un  nombre  quelconque  de  tours  pluis  un  demi;  dans  l'un  et  l'autre 

pas ,  les  actions  de  la  pesanteur  sur  le  syjstême  entier  de  la  poulie  e( 
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de  la  partie  de  corde  enroulée  se  détruisent  réciproquement,  de  sorte 
qu'on  peut  regarder  ce  système  comme  non  pesant,  en  n'ayant  égard  qu'à 
son  inertie,  en  vertu  de  laquelle  il  consomme  une  portion  des  forces 
motrices  imprimées  k  m',  /n"  et  aux  parties  verticales  de  la  corde. 
Kous  n'avons  point  ici,  cpmme  dans  le  problème  de  Tart.  104a,  de* 
parties  de  corde  enroulées,  dont  les  centrer  de  gravité  ne  passent  pas 
par  l'axe. 

Je  suppose  qu'au  premier  instant  du  mouvement  on  a /:=o,c=o,{=o, 
et  passant  k  l'évaluation  des  quantités  de  mouvement  élémentaires 
imprimées  par  la  pesanteur  au  bout  du  temps  i,  j'ai* 

i'.  Masse  m'  et  masse  ft  {^a  +  z)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  à  laquelle  m'  est  suspendue    gdt  \  nj  •Yft  (a  +  s)  [ 

3°.  Masse  fft"  et  masse  ft.  {b — i)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  &  laquelle  m" est  suspendue  gdt\m"-^(t{^h — î)\ 

3°  Masse  de  la  poulie  et  de  la  partie  de  corde 
enroulée  sur  cette  poulie -  iéro 

Les  quantités  de  nrauvement  élémentaires  qui  ont  lieu,  et  en  vertu 
desquelles  se  produisent  les  variations  elTectives  de  vitesse  son  t: 

1".  Masse  m'  et  masse  /*  (<i  +  «)  de  la  partie 
Tertieale  de  la  corde  à  laquelle  m'est  suspendue      \m' ■^fi{a-^î)  \dv 

2».  Masse  m"  et  masse  (t  {b — s)  de  la  partie 
verticale  de  la  corde  à Ijtquelle m" est  suspendue     \m"-^f*{b — s,)\dv 

Z".  Masse  de  la  poulie  et  de  la  parue  de 
corde  enroulée  autour  de  cette  poulie,  masse  qui 
■est  constamment  la  même  pendant  la  durée  du 

mouvement,  2  j  -^.dvdm  \,  expression  qui  peut 

être  mise  sous  la  forme —  Z  (p  dm). 

ioS3.  En  vertu  du  principe  général  du  mouvement,  les  conditions 
de  l'équilibre  doivent  exister  entre  les  quantités  élémentaires  de  mou- 
vement imprimées,  et  celles  qui  ont  lieu ,  ces  dernières  étant  prises 
dans  des  sens  contraires  à  ceux  de  leurs  actions  effectives.  Or,  d'après 
la  nature  du  système ,  ces  conditions  sont  renfermées  dans  une  seule 
équation  énonçant  l'égalité  à  zéro,  de  la  Eonmie  des  moments  prise 
par  rapport  à  l'axe  de  rotation,  ce  qui  donne 
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ÎSlldt\m'  +  ft(a+t)  —  m"—fi{i~-z)\    .  ■> 

tirant  la  valeur  de  la  force  accélératrice  — ; — . 

(lis  Jl.  =        gR'\'n'-m"-\-ii{a~b-^lz)\ 

^  ' dt  B'^\m'-\-m"-\-fi{a-\-l,)\-\-S{ç*dm) 

Si  dans  l'équation  de  l'article  104,  on  fait  R:=rj  ce  qoi  donnt* 
n^o,  k  =  a,R,  on  retrouve  l'équation  précédente  ainsi  qu'on  devait 
s'y  attendre. 

1054.. Pour  obtenir  l'expression  /inie  de  la  vitesse,  en  multipliera  le 

premier  membre  par  c,  le  second  par  la  valeur— 3 —  de  v,  et  inté- 
grant ,  dans  l'hypothèse  des  valeurs  initiales  f  =  0  et  e  =  o,  on  aura 

^  ' "     A"  j  m'  +  /n"+^(a  +  /.)  +  ï(^^m)  f 

équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(2) »*S=fiï+C«» 

e)  d'où  on  tire,  en  substituant  pour  c  sa  râleur  <--} —  , 

(3) dt  =  —£^=^ 

VBx  +  Cx 
équation  de  même  forme  que  celle  de  l'article  io5o ,  laquelle  intégra 
dans  l'hypothèse  des  valeurs  initiales  t^^o  et  4=:o,  domie  comité  â 
l'article  cité, 

(4) , . .  .=  ^^.og.  (^ï£i±£±î^£Si±£2I) 

ObiervatioD)  sur  le*  applica^ons  de  la  théorie  de  la  niachiiie  d' Atwood  y 
«posée  dam  le  chapitre  précédent. 

io55.  Je  pui^  maintenant  faire  connaitrejen  valeurs  absolues»  le  d^rê 
d'esactttude  qu'on  obtient  lorsqu'on  ca  ode  les  expériences  faites  avec 
la  machine  d'Atwood,  par  tes  formules  données  à  la  fîn  de  la  première 
section,  et  pour  cela,  il  faut  déterminer,  d'après  les  formules  rigoureuse! 
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du  chapitre  précédeat,  Pinfluence  des  masses  du  (îl  et  de  la  poulie  sur 
le  mouvement  des  poids.  Les  élèves  auront  un  premier  exemple  de 
l'utiliti-  des  théories  qui  font  entrer  en  considération,  dans  les  problèmes 
du  mouvement,  l'étendue  et  la  figure  des  corps. 

ï-a  machine  qui  m'a  fourni  les  données  des  calculs  suivants  est  sortie 
des  atteliers  de  M.  Dumotiez,  l'un  des  plus  habiles  artistes  de  Paris, 
pour  la  construction  des  instruments  de  physique.  Le  fil,  qui  tient  les 
poids  suspendus,  pèse  un  peu  moins  de  ^  de  gramme  par  mètr^  de 
longueur;  ainsi  on  peut  négliger  sa  masse  sans  crainte  d*erreur  sensible. 
La  poulie  pèse  o,^^.  iyoÔ,  son  rayon,  pris  depuis  l'axe  jusqu'au  fond 
de  la  rainure  dans  laquelle  on  place  le  fil,  est  de  o,i^o5o;  le  rayon  de 
son  axe,  aux  points  oii  cet  axe  pose  sur  les  quatre  roulettes  de  friction, 
est  de  o,™ooaa  ;  le  rayon  de  chaque  roulette  de  friction  est  de  o,'"o53, 
son  poids  de  o,'^.  0896,  et  les  extrémités  de  l'axe  qui  la  supportent, 
sont  taillées  en  forme  conique. 

On  s'assure,  aisément,  d'après  ces  données,  qu'on  peut  négliger  non- 
seulement  la  masse  du  fil ,  mais  encore  la  résistance  due  au  frottement  ; 
en  effet,  désignant  par  R  et  iî',  respectivement ,  le  rayon  delà  poulie, 
et  celui  d'une  roulette  de  friction,  par  r  et  /  le  rayon  de  l'axe  de  la 
poulie  et  le  rayon  moyen  delà  pointe,  engagée,  de  l'extrémité  conique 
de  l'axe  de  la  roulette  de  friction,  par  F  le  poids  total  que  supportent 
les  quatre  axes  des  roulettes  de  friction ,  par  JJ  la  force  tangentielle  à 
la  poulie  ,  qui  ferait  équilibre  au  frottement  exercé  sur  les  quatre 
appuis,  et  parole  rapport  du  frottement  à  la  pression,  on  a,  d'après 
les  principes  posÀ  dans  la  quatrième  section  de  la  première  partie 
du  cours , 

RR'  ■' 
quand  il  s'agit  du  frottement  d'acier  contre  cuivre  et  de  deux  surfaces 
parfaitement  polies  et  bien  huilées,  Is  valeury^o,i  est  trop  forte, 
mais  je  l'admets  pour  rendre  te  résultat  du  calcul  plus  concluant,  je 
fais,  par  la  même  raison,  le  rayon  moyen  r'=o,^ooo5,  et  supposant 
que  les  poids  suspendus  au  fil  soient ,  en  somme,  de  o,  ^'^.  5,  ce  qui 
est  à-peu-près  la  plus  forte  chaire  qu'on  fait  supporter  k  la  machine, 
on  aP  =  o,k".5  +  0,^11.2^06  +  4  x  0,^.0896=  i,^Ki2g  de  phi» 
A=ï!0,»o5,  /('=s=o,o53,  r^o,™ooa2,  d'où 
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n=-^ - 

o,e5Xo,o53 

Ainsi  la  résistance  due  au  frottement  pour  la  puissance  qui  agit  à  la 
Surface  de  la  poulie,  est  un  peu  moindre  que  •—  de  gramme»  dans  le 
cas  du  maximum  de  charge  de  la  machine. 

io5ô.  l'équation  (2)  de  Tart.  io53  peut,  d'après  ce  qui  précède» 
se  réduire  à  la  suivante, 

dv   gR^{m' — m"') 

dt    ~    R*{m'-\-m")-\-^{ç*dm) 
sans   perdre   senfaiblement  de  son  exactitude.  Ainsi   la  force   accé' 

lératrice  — ;-  est  constante  et  le  mouvement  uniformément  accéléré: 
dt  ' 

mais  les  phénomènes  de  ce  mouvement  ne  dépendent  plus  uniquement, 

comme  on  l'avait  supposé  à  la  fin  de  la  première  section ,  du  rapport 

— ; jjt  parce  que  le  terme  S((>'dm),  dû  à  la  masse  de  la  poulie, 

entre  dans  l'expression  de  -r-  ;  [j'ajouterai  qu'à  la  rigueur  il  faudrait 

aussi  avoir  égard  aux  masses  des  roulettes  de  friction,  qui  se  meuvent 
en  même  temps  que  la  poulie;  mais  je  ferai  bientût  voir  qu'on  peut  né^ 
gtiger  les  termes  qui  en  résultent,  et  je  vais,  d'abord,  donner  le  moyen 
d'exprimer  en  nombre  la  valeur  de  S  (p*  dm  ). 

Les  masses  m'  et  m"  étant  représentées  dans  le  calcul ,  par  leur 
poids,  l'intégrale  définie  S  (f' dm)  sera  équivalente  à  un  produit 
MA*,  3f  étant  égale  à  S  {dm)  et  k  étant  une  qoanlité  linéaire;  et^ 
pour  déterminer,  par  l'expérience,  la  valeur  numérique  de  Mh* ,  on 
emploiera  le  procédé  suivant  :  «  Faites  osciller  la  jpoulie  autour  d'un 
*  axe  horizontal,  auquel  l'axe  propre  de  cette  poulie  soit  parallèle,  la 
«  suspension  étant  opérée  par  le  moyen  d'un  fil  dont  le  poids  puisse 
M  être  regardé  comme  nul  par  rapport  4  celui  de  la  poulie,  et  les 
w  amplitudes  des  oscillations  étant  très-petites.  Soient  a  la  distance 
K  de  l'axe  de  suspension  à  Vaxe  de  la  poulie,  n  et  r,  respectivement, 
«c  le  nombre  total  et  te  temps  total  des  oscillations,^  la  force  accé- 
«  lératrice  de  la  pesanteur ,  sr  la  demi -circonférence  qui  a  l'unité  pour 
*t  rayon ,  la  valeur  S  {f*dm)  ou  Mk*  se  calculera  par  )a  fonnule 
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formule  que  je  démontrerai  lorique  )*aurai  expo9é  la  théorie  des  mo- 
ments d'inertie. 

loS/.  Les  mesures  qne  j'ai  prises  et  une  expérience  que  j'ai  faite  sur 
ïa  machine  dont  il  est  ques-  tiun  à  l'article  iQÔ5 ,  m'ont  donné 

■       x^6o" 

M  =  6^'^.  2706 
introdui9a|)t  ces  quantités  dans  la  formule  de  l'article  précédent  avec 
la  quantité  —==0,99384,  le  logarithme  dece  nomhreétant7,9973i6o, 

on  a 

^(^•</ro)^o,ft7o6xo,a595x|(^)*XO,99384 — o,a595i=o,oooi3 

or  en  faisant  comme  ci-dessus  m'  +  m"  =  o^'i.  ,5,  R^:  o". ,  q5 ,  on  a 

/î"{/n'4- m")  =  0,oo25xp,5.=  0,0pi25,  d'où 

7Î*  f  m'  +  m"  )  , . ,         , ,  ,  ,      ^ 

—-—■ — - — i-— -,-i — ; — -.  =  7^1  =  i^  à -peu -près.  On  voit  que 

l'expression  de  la  force  accélératrice  calculée  par  les  formules  de  la  pre- 
mière section ,  est  plus  forte  d'environ  -^  que  celle  qu'on  trouve  en 
ayant  égard  à  la  masse  de  la  poulie;  mais  cette  circonstance  ne  change 
rien  à  la  vérité  de  tout  ce  que  j'ai  dit,  article  8is  et  suivants,  sur  la 
conformité  des  principes  généraux  de  la  Dynamique  aux  phénomène» 
observé»,  puisque  <^e8t  d'après  ces  mêmes  principes  que  le  mouvement 
de  la  poulie  a  été  introduit  dans  les  nouvelles  formules;  cette  intro- 
duction rend  seulement  les  préparations  aux  expériences ,  et  le»  cal  - 
culs  à  faire,  un  peu  moins  simples. 

io58.  Quant  à  l'influence  du  mouvement  des  roulettes  de  ft-iction 
sur  les  résultats  des  expérience»,  il  est  facile  de  s'assurer  a  priori j 
qu'elle  doit  être  extrêmement  petite.  On  a  vu,  art.  loSa,  dans  l'énu- 
mération  des  quantités  de  mouvement  élémentaires  qui  ont  lieu  et  qui 
entrent  dans  les  termes  multipliés  par  dv  les  quantités  de  la  forme 

1 — ~.  dv  dfffj  due  k  I^  masse  de  la  poulie;  or  les  quantités  analogues. 
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durs  aux  masses  des  roulettes  de  friction,  seraient  de  la  fdtine.... 

—=■ .  ~i  dv  dm,,  en  désignant  par  ç,  la  distance  de  la  molécule  m, 
d'une  roulette  de  friction  à  l'axe  de  cette  roulette;  et  vu  la  petitesse 
de  la  fraction -TT- elles  pourraient  être  négligées  vis-à-vis  des  premières. 
Au  reste  les  élèves  feront  bien  de  s'exercer  &  déterminer  la  valeur 
générale  de  -p.,  art.  io53,  en  y  introduisant  le  terme  dû  aux  masses 
des  roulettes  de  friction. 

Mouvement  d'un  corp«  «ollîcité  par  At»  puÎM^ocea  quelconquci  et  anujéti  fc  se 
r  autour  d'un  axe  fixe. 


1059.  Les  exercices  des  cliapitres  précédent»  ont  commencé  à 
familiariser  les  élèves  avec  l'usage  du  principe  général  du  mouvement. 
Je  vais  maintenant  appliquer  ce  principe j  à  un  premier  problème  gé- 
néral et  fondamental ,  sur  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide 
ou  d'un  système  de  forme  invariable. 

Soit  un  système  de  points  matériels  m'^  m"j  etc.,  dont  les  distance! 
respectives  sont  invariables,  assujéti  à  tourner  autour  d'un  aie  fixe.  Ces 
points  matériels  peuvent  être  sollicités  par  des  puissances  d'intensité* 
et  de  directions  quelconques ,  mais  comme  les  actipns  de  ces  puissances, 
dans  le  sens  parallèle  'a.  l'axe  de  rotation ,  n'ont  aucune  influence  sur  le 
mouvement,  nous  représenterons,  par  p' ,  p" ,  etc.  leurs  actions  respecr 
tives  sur  t^ ,  ml' ,  etc. ,  datis  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe. 

Soient  r" ^  r" 3  etc.  les  perpendiculaires  menées  de  l'axe  fixe  sur  les 
directions  respectives  dç  p' j  p" ,  etc.  ;  p',  p"j  etc. ,  les  distances  de 
m',  m",  etc.  à  ce  même  axe,  et  y  la  vitesse  angulaire  du  système 
au  bout  du  temps  /,  c'est-à-dire  la  vitesse  absolue  de  chacun  des  points 
placée  à  l'unité  de  distance  de  l'axe  de  rotation  ;  tes  quantités  de 
mouvement  élémentaires,  imprimées  par  les  puissances,  au  bout  du 
temps  tj  seront 

p'  m'dtj  p"  m"  dt^  etc. 

Ce  sont  celles  qui  tendent  à  faire  varier  les  vitesses  absolues^^',^^ ",  etc. 
des  points  matériels  m',  m" ^  etc.,  ou  la  vitesse  angulaire  JJ,  commune  ù 
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tout  le  sysièmc  ;  mai»  eu  égard  à  la  liaison  des  parties  de  ce  système, 
les  variationsdevîtesse  ne  seront  \iasp'dt,p"dtj  etc.,  ma\spds^,p"à'^,eu:. 
et  si  on  imprimait,  en  sens  contraire  de  ces  dernières,  aux  points  ma- 
tériels/»'',  w",  etc.  des  quantités  de  mouvements  élémentaires — m'p'd^j 
—  7n"  f"ei^,  etc.  les  variations  de  mouvement  n'auraient  pas  lieu ,  et, 
par  conséquent,  les  quantités  de  mouvement  élémentaires  imprimées 
p'm'dt j  p"m"dtp  etc.  resteraient  sans  effet;  la  vitesse  angulaire  exis- 
tfmte  ^  se  conserverait  sans  altération.  La  condition  de  l'équilibre 
a  donc  lieu,  art.  io38,  entre  les  quantités  de  mouvement  é'^meptaires, 

p'm'dtf  p"  m"  dt,  etc. 
■r~m'^'d%,  -^m" ç"d^f  etc. 

et>  pour  énoncer  cette  condition,  il  suffit  de  dire  que  la  somme  des 
moments  de  ces  quantités  de  mouvement,  par  rapport  à  L'axe  de  ro-' 
Ration,  est  égale  à  zéro,  ce  qui  donne  l'équatiofi 

o  =  {p'm'r'  +  p" irt" /' -\retc.)  dt~(m' ^l'^-^m"  f"'+çtc.)  ^Jj 
et  la  valeur  générale 

/^\        ^  —  ^JP"^^) 
^     '•'  dt~  S{m^) 

«n  désignant,  par  S(pmr)  et  S{mp*),  respectivement,  la  somme 
des  termçsp'm'/f  p"m"r"j  etc.  et  celle  des  termes  m'ç'^j  m"ç"*j  etc. 
Si  on  examine  les  équations.  (^  et  (2)  des  art.  1047  et  io55,  on  verra 
qu'elles  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celle-ci. 

1060.  Telle  est  l'expression  de  \dL  force  accélératrice  angulaire j  son 
numérateur  est,  comme  on  voit,  la  somme  des  moments  des  puissances 
sollicitantes,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation;  son  dénominateur  est  la 
somme  des  produits  des  molécules  de  tous  les  points  matériels  du 
système  par  les  carrés  de  leurs  distances  à  ce  même  axe  de  rotation. 

Cette  somme  est  une  quantité  très-remarquable,  qui  revient,  à  chaque 
instant ,  dans  l'analyse  des  problèmes  de  mécanique  sur  le  mouvement 
des  corps  ;  Euler  l'a  nommé  momeut  d'inertie j  et  ce  nom  lui  e«t  resté; 
j'exposerai  bientât  ses  propriétés  avec  tous  les  détails  nécessaires , 
mais  je  vais,  en  démontrer  une,  sur-le-champ,  qui  est  nécessaire  pour 
donner  une  forme  particulière  à  l'équation  (^)  de  l'art,  précédent. 

1061.  Rapportons  les  positions  des  points  matériels  m',  m",  etc. 
sux  trois  axes  fixes  des  scjjçtZj,  et  supposant,  i».  que  l'axe  de  rota- 

tioq 
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lioa  est  parallèle  à  l'axe  des  x^  a",  que  ce  dernier  axe  passe  par  le 
centre  de  gravité  du  système.  Désignons  par  £  et  c  les  distances  res- 
pectives de  l'axe  de  rotation  aux  plans  des  j^  s  et  des  œy. 
On  aura,  pour  une  une  molécule  quelconque  m^ 
^»  =  (i — J')"4-(«— c)»,  d'où 

on  a,  parla  propriété  du  centre  de  gravité,  ^(wi^)^o,  X{mi)=.Q, 
et,  M  étant  ia masse  totale  du  corps,  S(m)='M,  d'où 

or  S  \f(j'*+i*)  \  est  le  moment  d'inertie,  par  rapport  h  l'axe  des  .r, 
ou  à  l'axe  qui  passe  par  le  centre  de,  gravité  du  système,  et  i^+c^ 
est  le  quarré  de  la  distance  de  cet  axe  des  x  à  celui  auquel  appartient 
le  moment  S(mf>*);  on  a  donc  le  théorème  général- 

«  Connai^ant  le  moment  d'inertie  d'un  coqis  par  rapport  à  un  axe 
«  de  position  déterminée ,  et  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce 
«  corps,  on  en  déduira  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  second 
«  axe,  parallèle  au'  premier ,  et  dont  il  est  à  une  distance  connue,  en 
«  ajoutant  au  moment  donné ,  le  produit  de  la  masse  totale  du  corps 
«  par  le  carré  de  la  distance  entre  les  deux  axes.  » 

io6a.  On  conclut  d'abord,  de  ce  théorème,  que  Taxe  dirigé  par  le 
centre  de  gravité  du  corps ,  qui ,  parmi  tous  les  axes  passant  par  te  même 
centre,  a  le  plus  petit  moment  d'inertie,  jouit  de  cette  propriété  par 
rapport  à  tous  les  axes  menés  dans  l'espace. 

]o63.  P  étant  une  force  accélératrice  >  et  il  une  quantité  linéaire, 
et  M  continuant  à  désigner  la  masse  totale  du  corps,  on  peut  poser 
Téquation  hypothétique 

S(/frm):=MPJt. 
'  On  peut  aussi,  A  étant  une  quantité  linéaire,  représenter  par  MA', 
la  valeur  du  moment  d'inertie  par  rapport  k  un  ake  parallèle  k  l'axe 
de  rotation  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corjîs  ou  du  système  ; 
eusorte  que,  /  étant  la  distance  entre  les  deux  axes,  on  aura,  d'après 
le  théorème  de  l'article  précédent,  S(^/7i(>=^)  =  M(fi^  +  À*)  et  la  valeur 

de    --j-— .  donnée  à  l'art.  1069  deviendra 

<"i  _    p  « 

de  li'+).' 
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Des  mometiti  d'inertie  comidéiéi  par  rapport  aux  axes  et  par  rapport  aux  placf, 

1064.  J'ai  donné,  art.  1060,  1061  et  io6a,Ia  définition  et  deux  des 
principales  propriétés  des  moments  d'inertie ,\e  vais,  maintenant,  en* 
trelentr  les  élèves  de  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  à  savoir  sur  leur 
théorie. 

Je  continue  k  désigner,  par  m,  l'élément  de  masse,  et  je  rapporte 
les  positions  de  tous  les  points  du  corps  k  trois  coordonnées  x  ,y  et  û, 
parallèles  à  des  axes  fixes.  On  aura,  art.  1060,  les  valeurs  suivantes 
du  moment  d'inertie  par  rapport  à  chacun  des  trois  axes,  valeurs  qui 
sont  toujours  positives,  savoir; 

{desx ^\m{jy*  +«*)} 
des^ Sini(i»+»»)i 
«*«« ^\m{x^->fy*)\ 

l'osons  pour  abréger, 

S(mx'^)  =  ^j  2(mjr»)=  Bj  2{mi^)  =  C 
slmjz)  =  Dj2:(mxz)  =  EjS{mxj-)=^F 

Les  valeurs  précédentes  des  moments  d'inertie  deviendront,  respec- 
tivement, B  +  C  j  j4-^.Cjj4+Bj  ou  B~-AjR—B,R—C. 

io65.  Chaque  expression  d'un  des  moments,  mise  sous  la  forme 
R — Â ,  R — B  f  R — C,  se  compose  d'une  quantité  commune  Rj  qui 
se  déduit,  uniquement,  de  la  position  de  l'origine  des  a^^jy^  s^  par 
rapport  au  corps,  et  qui  est  tout-à-fait  indépendante  des  positions  des 

axes  et  des  plans  coordonnées,  et  d'une  des  quantités  —  Aj Bj C 

laquelle  est  la  somme  des  produits  des  molécules  du  corps  par  les  quarrcs 
de  leurs  distances  à  l'un  des  plans  coordonnés  ;  on  pourrait  donner  à 
ces  quantités ,  Aj  Bj  C,  respectivement,  les  noms  de  moments  d'inertie 
par  rapport  au  f\snjz,  au  plan  xz,  au  plan  x_y ,  et  j'emploierai, 
dorénavant,  cette  manière  de  les  désigner. 

1066.  Je  mène  par  l'origine  des  x^j^z,  une  ligne  ou  axe  faisant 
un  angle  0  avec  le  plan  des  xj,  et  dont  la  projection  orthogonale, 
sur  ce  plan,  fait  un  angle  n  avec  l'axe  des  x.  Je  rapporte  ensuite  les 
positions  de  tous  les  points  du  corps  à  de  nouvelles  coordonnées a;,^^,^^,, 
ayant  la  même  origine  que  x^j,  zj  je  suppose  de  plus,  que  les  x^ 
sont  comptés  sur  ce  nouvel  axe  (celui  dont  la  direction,  k  partir  de 
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l'origine  I  est  déterminée  par  les  angles  ^etï;,)  \psjy,  sur  une  perpen- 
diculaire à  la  direction  de  x, ,  menée  dans  le  plan  xj'^  les  z,  sur  un  plan 
pendiculaire  au  plan  x^y,. 

On  aura  par  les  formules  de  la  géométrie  analytique,  les  relations 
suivantes  entre  ^  fj,t>,  ^ajn  ^/J 

t  -T,  =  (,r  cos,  71  +y  sin.  ri  )  cos,  Û  +  s  6În.  Û 

(l) <^,  =J'  COS.  )7  — iTsin.  )7 

(  a,  ^3  008.  û —  (a;  cos.  n  -H^sin.  jî)  ein,  ff 
éqpations  desquelles  on  déduit  les  suivantes 
dz, 


(^)- 


COS.  û'' 


de 

1067.  Ces  formules  vont  nous  fournir  les  moyens  de  résoudre  un 
premier  problème  très-important,  celui  de  déterminer  la  position  dç 
la  ligne  droite  passant  par  l'origine,  par  rapport  à  laquelle  le  moment 
d'inertie  est  un  maximum  ou  un  minimum;  on  peut  supposer  que  cette 
ligne  droite  est  l'axe  des  z,,  et,  puisque  le  moment  d'inertie,  par  rap- 
port à  cet  axe,  a  pour  valeur,  art.  1064,  R — -^(yns,');  on  n'a  à  faire 
varier,  dans  t'analyse  du  problème,  que  le  seul  terme  ^  (mz^^). 

On  déduit  de  la  troigième  équation  (  i  )  de  l'article  précédent,  en  dési- 
gnant, pour  abréger,  ^(/n^,')  par  X,  et  en  faisant  attention  que  les  angles 
ff  et  7!  doivent  être  considérés  comme  constants  relativement  aux  in- 
tégrales par  Xi  qu'  donnent  les  quamités  j4j  Bj,  Cj  etc. 

{A  cos,"  n  sin.»  e+  B  sin.»  ri  sin.»  Û-\-  C  cos.»  & 
-^a.D  sin.  n  sin.  0  cos.  ff 
—  zEcoi.n  sin.  (S'cos.^ 
+  ».Fs\a.  rt  COS.  n  sin.»  ^ 
Cette  quantité  L_,  qui,  art.  io65,est  le  moment  d'inertie  par  rapport 
au  plan  Xfjr,  dépend  de  la  position  de  ce  plan  x,j,  par  rapport  au 
corps,  et  par  conséqtient  de  la  position  de  l'axe  des  s,,  laquelle  est 
déterminée  par  les  angles  ^etîi.  Le  moment  l^  ou  S{mi,^),  varie 
donc  avec  iS'  et  17  et  ses  différences  partielles  par  rapport  à  ces  deux 
indéterminées  sont,  en  dilTérentiant  sous  le  signe 
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qui  se  changent,  par  les  équations  (2)  de  l'art,  précédent  en 

— 2dûS\mSfX,\  ,et  — a.dri.  sin.  ff  S  \ms,j,  \ 
la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  de  L  doit  donc  s'exprimer 
par  tes  équations 

2(mz,x,)  =  o,  S(mz, j^,)=Oi 
Il  est  facile  de  voir  qtte  deux  équatioos^  de  même  forme  auraient  en- 
core lieu,  en  prenant,  avec  le  même  &ie  des  2,,  dans  le  plan  desa?,^,, 
deux  autres  axes  rectangulaires  quelconques,  qu'on  appellerait  axes  des 
ar„  et  desjï',,;  en  effet,  en  désignant  par  *  ,  l'angle  que  formerait  l'axe 
des  Xf,  avec  celui  des  x,  on  aurait 

x„  =  X,  COS.  '+^,  sin.  * 
jr„=j'f  COS.  t — :r,sin.( 
et  par  conséquent 

S{mz,Xff)  =  COS.  t  S(mSfXf)  +8in,  *.S(»i^,s,) 
Si^mifj,,)  =cos.  *^(/ns,_^,) — sin.  t  S(mz,x,) 
quantités  qui  sont  nulles,  puisque  S(/tii,x,)=:o  et  S  (mSfj',)=^o. 
1068.  Il  reste  maintenant,  pour  aroir  la  position  de  l'axe  qui  satis- 
fait aux  équations^(ffis^a^,)=o,Z(m»,jK/)^Oi  ou  .^=o,-T- ^o, 
h  déterminer,  par  ces  équations,  tes  valeurs  des  angle»  ^ et  7f.  FassMis 

tang.  ^=/j-  tang.ï7  =  A 
l'équation  de  l'art,  précédent  qui  donne  la  valeur  de  £o«  de  £  («*,')  'àc- 

viendra,  en  faisantattentÙMi  que  sin.*<9= — ^ ^cos.*^ 


"i+tang.*!?*  i+tang.a^ 

et  qu'on  a  des  expressions  semblables  ponr  sin.">;  elcos.»  îj. 

DifFérentiant  cette  équation  en  ne  faisant  varier  que^^  on  aura  un 
résultat  qai  remplacera  complètement  réquatîon  -^5=°»  et  qui  sera 

C  ^/+  Bfi' 

« J-(x+k')L^\  —  (/iV  +  B)l/-T+l? 


,,  Google 


Section  raoïsiàMr.  ^09 

prenons  la  valeur  àef,  que  détermine  cette  équation,  et  substituons-la 
dans  la  précédente ,  nous  aurons,  après  avoir  divisé  par  le  facteur  i  +  A' , 

\{B—L)h>^%Fh->rA—L\{C^L)—{Dk-{.Ey:s=o 
équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(3) i  (B—L){C—L)~D*\  A"+a  )  {C—L)F~-DE\h-\  _ 

Si  actuellement  on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  h,  sans 

faire  varier  Lj  le  résultat,  qui  remplacera  l'équalion  —  =0,  sera 

(4) \{B—L)(C~L)  —  D»\h-ir{C—L)F-^J)E  =  o, 

Substituant  la  valeur  de  h  déduite  de  cette  équation,  dans  l'équa- 
tion (3)  on  aura 

(5) {(5-i)(C_i)"i7Mxi(C-X)(^-£)-£.t  1 

■  ~\F{C~L)-D  £[*]-"' 
Cette  équation  est  divisible  par  C — L ,  eflèctuant  U  division,  on  4 
)'équati(M]  du  troisième  degré. 


(6). 


,,,o=\~D*{J—L)—E>(B~L)^F>{C^L) 
l  +  stDEF 


Cette  équation  a,  nécessairement,  une  racine  réelle;8i  on  prefid  cette 
racine  pour  valeur  de  Lj  et  qu'on  la  substitue  soit  dans  l'équation  (3),  soit 
dans  l'équation  (4),  on  aura  la  valeur  de /*>"  sur  quoi  il  faut  observer  que 
les  deux  racines  de  l'équation  (3),  du  a«.  degré  par  rapport  k  h,  doivent 
étreégale$,carsion  représente  par  (ïlasommedesquantitésquicomposent 
son  premier  membre,  les  deux  condition»  Ç  =  o  cl  -^  =0,  doivent, 

par  l'état  de  la  question,  avoir  lieu  ensemble  ;  lorsque  h  sera  ainsi  dé- 
terminée, on  substituera  sa  valeur  avec  celle  de  Ly  dans  l'équation  (  i  ) , 
ou  dans  l'équation  (a),  afin  d'avoir  l'autre  inconnue^  par  rapport  à 
laquelle  (i  )  est  dn  deuziime  degré-  J'ajouterai  que  Ips  deu»  racines ,de,  (1  ) 
sont  encore  égales,  car  si  on  représente  par  (^  la  somme  des  quantités 
qui  composent  son  premier  membre,  les  deux  conditions  Q'=q  et 

_.,^-aso  doivent  «voir  Beu «nscmble,  et  c'est  d'ajH^  oes  conditions 
etlesprécédeiites^==:o,  -^  =0  que  la  quantité  L  est  déterminée. 
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■  1069.  J'ai  dit  que  l'équation  (6)  de  l'art,  précédent  avait,  nécessai» 
rement,  une  racine  réelle,  ce  qui  se  déduit,  tout  siniplement,  de  la 
théorie  des  équations,  mais  on  peut  s'assurer,  par  des  considérations 
parliculit'res  à  la  question  dont  il  s'agit,  que  les  trois  racines  sont 
réelles;  et ,  d'abord ,  on  peut  dire,  d'après  la  définition  de  l'art.  1060 , 
que  tous  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  qui  ont  leur 
intei-section  commune  à  l'origine,  étant  des  quantités  positives  et  finies, 
il  y  en  a  nécessairement  un  qui  est  le  plus  giand  et  un  autre  qui  est 
le  plus  petit;  voilà  donc  l'existence  constatée  de  deux  racines  réelles  de 
l'équation  (6) ,  d'oïi  l'on  conclut  qu'elles  sont  toutes  trois  réelles. 

Voici  uhe  autre  manière  d'arriver  Ji  ce  résultat,  qui  fournit,  en  même 
temps,  des  détails  instructifs  sur  les  questions  que  nous  traitons.  Le  plan 
des  iE,y,  ayant  élé  déterminé  dans  l'article  précédent ,  par  les  angles  B 
et  ï;,ou  par  les  valeurs  dey  et  hj  et  par  la  condition  de  rendre  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  des  z.,  un  minimum  ou  un  maœi~ 
mum,  prenons  dans  ce  plan,  deux  axes  désignés,  respectivement,  par 
les  noms  d'axe  des  r^et  d'axe  desjjr^,;  l'axe  des  x„  étant  supposé  faire 
un  angle  «  avec  l'axe  des  x,,  on  aura  CQmme  k  l'art.  1967 

{Xff=Xf  COS.  *  +^1  sin.  f 
jj'„=^cos.  /  —  x,sm- 1 

d'où  on  déduira 

(2)  .... .  ?\mx,*)  ==cos».*  E  (mx,^)  +  e\n.»tS  (mj,*) 

+  flsin.  *cos.  *  S  {mx,_y,) 

id2(mx,,*)\  ^(  dx„\  ,     ,        .       ,, 

en  a  <  — '■   ^  ,  >  =  a  .^^  I  mx  „-••••-•  l,et,parleséquation8(i), 

-^  =3r„  d'où  I '^^   "  '    |=a  %  {m.  x„y„). 

La  condition  d'après  laquelle  le  plan  ar,j',  est  déterminé  rend,  art.  1067, 
]a  somme  £  {m  x^,  z,)  nulle,  et  si  on  déduit  des'  équations  (i)  la 
valeur  de  'E{mx„y„^,  en  supposant  cette  valeur  égale  à  zéro,  on  aura 
la  valeur  de  «  qui  convient  à  cette  hypothèse.  Attribuons  cette  valeur 
à  *,  les  équations  Z  (  ot  x„  a,  )  =  o  et  2  (m  x,fj„)  =  o  seront, 
prt.  10.67,  celles  qui  rendent  ^(mii-,,')  égal  à  un  minimum  ou  Ji  un 
jnasçimum  f  et  31  nous  faisons  Z  {mXf»)=  L,,  <£  (ma;,")  =  ^^, 


y  Google 


mais  on  a, 


„,       ((A-L,){B,~L,)~F,'  =  o 


SECtIOH    TB.OISIÈME.  .3l  I 

£  {m  jr,*)=sB,,  S  (m  iF/^,)  =  F,,  tang.  t=  i,  on  aura  ,  d'après 

l'équation  (a)  ci -dessus, 

(3) (i+i-)L,^^,Jt-B,i^+2iF, 

,  de  plus,  I  — -7-/-  j  =0,  ce  qui  est  une  conséquence  de 
X  (m  Xff^)=i  maximum  ou  minimum,  donc  i  L,:=Bfi-\-Ffj  et 

w •=-B;=i7 

Cette  valeur  de  i,  substituée  dans  l'équation  (3)  donne 

;  on  aura  ,  en  L„ ,  la 
n~    /     J  tnême  équation  douDée 
^  CI  à  c4té  en  L, 

l'équation  du  deuxième  degré  en  L,  a  ses  deux  racines  réelles. 
Reprenons,  maintenant,  l'équation  (6)  de  l'article  précédent 

l  -^-ilDEF 
et  faisant  attention  que  les  valeurs  déterminées  de  L,  fournies  par 
cette  équation,  sont  indépendantes  des  positions  absolues,  des  plans, 
passant  par  l'origine,  auxquels  se  rapportent  les  moments  d'inertie  ^_( 
Bj  C,  etc.,  supposons  que  ces  moments  sont  relatifs  aux  plans  des 
^1^1*  ^1^1)  y»  */  '^^'"'  desquels  donnent,  par  leur  intersection,  l'axe 
desz,,  ci-dessus  déterminé;  désignons  par  A,,  B,j  C,,  D,,  E,,  F^ 
les  quantités  qui  se  rapportent  à  ces  plans,' et  qui  sont  analogues  à  A, 
B,  C,  etc.  de  l'art.  1064;  observons  que,  puisque  ^(ms/)  est  un 
maximum  ou  nnminimumj  on  a.  Ï),  =  o,E,  =  q,  ce  qui  réduit  l'équa- 
tion précédente  k 

(6) (A,~L)  (B,—  L)  {C,—L)~F,^  (C,—L)^o 

et  cette  équation  divisée  parlefacteurC,— i,,qui  répond  à  la  racine  C^, 
qu'elle  doit  nécessairement  avoir,  devient  identique  avec  l'équation  (5) 
ci-dessus,  laquelle  détermine  deux  autres  moments  d'inertie,  ayant  leurs 
difTérentielles  nulles,  dont  l'un  S  (mx„*)  se  rapporte  au  plan  des jy,, 5^, 
l'autre,  qui  est  le  moment  S [mjy,,^) ,  se  rapportant  au  plan  des*,  3?,,;  ce 
<3ertiier  est  celui  pour  lequel  on  aiS{mj„  z,)=^o,  et  Z(/7i^,,,'r„)s=o. 
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On  voit,  ainsi,  i^-que  les  trois  racines  de  l'équation  (6)  de  l'articte  pré- 
cédent sont  réelles,  2°*,  Que  les  axes  auxquels  se  rapportent  ces  troï» 
racines,  sont  les  lignes  d'intersection  de  trois  plaas  dont  l'un  quelconque 
est  perpendiculaire  sur  les  deux  autres. 

1070.  Je  désignerai,  par  le  nom  de  plan  principal ,  le  plan  par 
rapport  auquel  le  moment  d'inertie  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
ou],  en  d'autres  termes,  celui  par  rapport  auquel  la  différence  duinoment 
d'inertie  est  égale  k  zéro.  Les  équations  données  li  l'art.  1068  assignent 
les  valeurs  deyet  h  qui  rendent  le  plan  T,jr,  plan  principal j  or  l'équa- 
tion générale  de  ce  plan  x,j,,  abstraction  faîte  de  toute  propriété 
particulière,  se  trouve  en  faisant  s^  =  o  dans  hi  3«.  équation  (i)  de  l'art. 
1066  ce  qui  donne 

o^scos.^ — (.î:cos.)î-4;/sin.;;)sin.^d'o6s==:(j:cos.ïî-f-.ysin.)î)tang.^ 
et  en  employant  y  et  h,  avec  les  valeurs  assignées  art.  1068. 

« '=p^(-+*^)- 

Pour  introduire,  dans  cette  équation  ,  les  conditions  qui  rendent  le 
plan  x ,  j f  plan  principal ,  on  a,  d'abord,  l'équation  (2)  de  l'art.  1068. 
qui  donne 

__^,_-=  __ .-■—..■ — ,-, y..  ; — =-  ;  or  d  après  1  équation  dont 

on  a  déduit  l'équation  (3),  article  1068,  le  dénominateur 

(B—L)h*-\-&Fk-\-J—L==  ^^^ij]?'  .  et  l'équation  préoédente 

devient,  en  y  substituant  cette  râleur, 

/        _       C~L  ■ 

Mais  on  a  par  l'équation  (4)  de  l'art.  1068. 

(C—L)F~DE 
~        (B.~L){C—L)—I> 
d'oii  on  déduit, 

p/,,  p-  iC-L)\{B-L)E-FD\ 

^  (B~L){C—L)—D' 

éliminant,  au  moyen  de  ces  dernières    équations,  les  quantités,. , 
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-    ■       -.  et  h  dans  l'équation  (i),  on  auraVéc^iiatlLii  du  plan  pr'.ucipal 

(3J...a;J(5— i)(C— i)_^»i-^{(C-:^Z)F— i?£ï— s|{B— Z)Jî— Fi?î=o. 
Si  on  multiplie  le  coefficient  {B — L)  \C~^L) — .Zï*  par  la  quantité 
(^— i)2?-^£F,  onajeproduit 

—XB—L)\Ô^L)EF^D»àF 

et  si  de  ce  produit  on  retranche  l'équation  (6)  de  l'article  1068  muU 

tipliée  par  D,  le  résultat  sera 

—  (B—L){C—L)EiF'         ■  '      ' 

-\-E»D(B  —  L)^F*D(Ù^t}^D»EF  *     '' 

pouvant  se  mettre  soub  la  forme  ... 

^[(B—L)E—DF][(C—L)F~Ï}E] 

quantité  <iui  est  égale  à[{B— i)  (C^L)~U^][(A—Z)D—EF] 

moins, la  «omnae  de«  termes  formant  l'équation  {6)  de  J'art.  to68, 

c'eft-b-dife  moins  une  quantité  nulle,  00-a  t\oDC 

et  cette  valeur,  substhuée  date  l'équation  (a), donne  I'«quatioii  suivante 
du  plan  principal-,  plus  tégolière^ue  (&) 

{it:\{A—V)V~-'Bf'\  •       .  . 

->ry.:\(B-L).E-FI)\   ■  - 

+  f:\iC-Z)F-DE'\ 
1071.  Le  plan  dorit  on  vient  de  doniier  Téquation  change  avec  le 
moment  printipal  i  qui  s'y  rapporté,  et,  comme  Téquation  (6)  de 
l'art.  1068  donne  trois  valeutï  pom-  ce  mtjmerit  X,  on  a,  ainsi, 'lÀ 
équations  particulières  de  trois  plans  prrncipauY,  dbm  chacnn,  d'après       ■' 
t'article  1969,  est  Jt  angles  droits  sur  les  deui:  autres. 

Les  intersections  de-ces  irois  jtlans  sont  trois  axes  rectangulaires  qui 
se  rencontrent  à  l'origine  conmiuiie  des  ce^j^j  t,  ^i>Si>'^i>  ^ti^yiiS 
déplus  il  est  manifeste,  d'aprtslés  valeurs  données  art.  io65,'io68  et  1069,' 
que  la  différentielle  du  moment  d'inertie  par  rapport  &  chacun  de  ces  axes 
t%X  nulle ,  puisque  la  dHrérentielle  du  moment  d'inertie  par  Fapport  au 
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plan ,  passant  par  l'origine ,  qui  lui  est  perpendiculaire ,  est  égale  à 

zérd.     ■       ■    ■      ' 

joya.  La  valeur  générale  de  S  ("»*,*)  trouvée  art.  1,067  po*""  "" 
moment  d'inertie  relatif  à  un  plan  quelconque  des  x,,y,f  déterminé 
par  deux  angles  ^  et  >;  était 

^co8.aî!sin.*tf+5  8in>ïî8in.»^+Ccos.*^ 
—  aZïsin.ïî  sin.^cos.^— 7ai?cos.)7  sin.i^cos.^-f-aFsin.ïî  cos.Jï  sin.*tf 
et  on  a,  art.  1070,  pour  l'équation  de  ce  plan 

s  cos.  0 —  (x  COS.  Il  -\-y  sin.  ri  )  sin.  0:=  o. 
Les  cosinus  des  angles  formés  par  le  même  plan  et  par  ceuï  des  j'  z, 
£F  3  j  et  JîjK^  sont  respectivement 

— cos.)7  sin.^;  — sin.>7  sin.^;  cos.^ 
dont  les  quarrés  sont  les  coefficients  de  A,  B,  C  dans  1»  valeur  précé- 
dente de  S  (mi,*). 

Ces  résultats  ont  lieu  quels  que  soient  les  axes  des  coordonnées  pri- 
mitives, mais,  si  ces  axes  sont  principaux ,  on  aura,  art.  1067  et  1069 
jD  =  o,  E^o,  F=o,  et  Tcxpressiondu  moment  d'inertie  relatif  à 
un  plan  de  position'quelconque  sera 

A  css.»  n  C08.»  (9+  fisin.» n  sin.»  0-\-  Ccos.» 0 
en  sorte  que  désignant  par  a,  ^  et  >■  les  angles  respectifs  que  le  plan 
quelconque  dont  il  s'agit  forme  avec  les  plans  y^ ,  x  2  et  xjr ,  lorsque 
les  axes  des  Xjjy  et  s  sont  principmtx  ,  l'expression  du  même  moment 
deviendra, 

^cos.'  a-4-t5cos,'  rf-l-Ccos-'y. 

1073.  Transportons  l'origine  des  coordonnées  &  un  point  qui  ait  >  lui- 
même,  a^btl  £'po^r  coordonnées  respectivement  parallèles  aux  x,y 
atÂj  il  faudra,  pour  rapporter  aux  axes  passait  parce  point  et  parallèles 
aux  Xjjr  et  2^  les  diverses  valeurs  données  ci -dessus,  remplacer,  dans 
ces  valeurs,. «j^  et  a  par  <xt — «^y — èj  2— c.  Ainsi  Z  (mx'),ou^j 
deviendra  S\m(x — «)•  |  ou  Z(ma^) — a  a  S(m.T)-\-a*  Sirs). 
Désignant  par  A'j  cette  dernière  quantité ,  par  M  la  inasse totale  .2(m) 
et  par  ^^  y  ï;t  ^les  coordonnées  du  centre  de  gravité>on  aura,  d'après 
les  propriétés  de  ce  centre,  art.  377, 

A'^^A—i^a^M-i-a^M. 
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et  on  trouvera  de  la  ïnéme  manière,  eh  dfeignant-piir  B'>  O }  D'_,  etc.' 
les  quantités  analogues  à  B,  C,  D,  etc.  art.  1064,'  ' 

■      £'==£  — (c^-f«0^+'2C/W" 

mais ,  pour  simplifier  les  calcbls  suivants,  supposons  que  l'origine  des 
coordonnées  primitives  soit  au  centre  de  gravité,  et  que  les  axes  pri- 
mitifs des  coordonnées  qui  se  croisent  à  ce  centre,  %o\etit principaux , 
on  aura,  par  cette  double  condition, 

f  =0,  y  =  o,  f=o,  D=Q,  E  =  o,  Fis^'o. 
et  par  conséquent, 

A'  =  ^-\-a^  Mj  B'=B-\-b*  Mj  C=C-f  c»  M 
D'^bcMjE'  =  acM}P=abM. 
Désignons  encore  par  L  le  moment  d'inertie  principal  qui  se  rapporte 
â  l'origine  dont  la  position  est  déterminée  par  les  coordoooéesA^  hj  o, 
on  aura  la  valeur  de  ce  moment,  en  substituant  dans  l'équation  (6) 
de  l'art.  1068  aux  quantités  A,  B,  C,  etc.  leurs  correspondante» 
A'j  B'i  O ,  etc.  ou  les  valeurs  de  ces  correspondantes,  ce  qui  donnera 
(A+a*M—L)  (B^l>'M—l)(C-\-c^  M—L) 

-Ib+&*  M—L)a'c*  M' 
I  — (C+c*Jtf— i)o>A»M« 

équation  qui  peut,  visiblement,»  mettre  sous  la  forme 
{A—L)(B—L)(C—L) 
(L) o  =  J    +^'(B~L){C-L)M 


-{-b*(C—L)(A—L)M 

1074.  La  quantité  Zi  se  détermine  par  cette  équation  lorsque  a^  Ù 
c  sont  connues  ;  mais  si  L  est  donné,  «t  que  l'oti  considère  a,  h  et  c 
comme  les  coordomiées  d'une  surface  courbe,  Ji  chaque  point  de  cette 
surface,  la  valeur  d'un  des  momeots  d'inertie  principaux  ser?  la  valeur 
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donnée  de  L}  cette  surface  est  du  second  ordre,  et  on  peut  mettre  son 

équation  sous  la  forme 

(S). 


{t^+^+tË^)«=- 


On  a  l'équation  suivante  du  plan  principal  relativement  auquel  le 
moment  d'inertie  a  la  valeur  donnée  L^  équation  rapportée  aux  axes 
principaux  du  centre  de  gravité, 

**  ~  {A'—L)  D'—E'P  "*"  {B'—^E'—Pir  "*"  {C—L)F'—D'E' 
ou  en  substituant,  pour  j^,  B',etc.  leurs  valeurs^ 

a- — a  ^^  y — h  j^  *— c  

{A—U)bcM   '^    (B—L)acM  "*"    (C—L)a6M   ~° 

équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

a(.T  —  a)  i,(jr—6)  e  (z—c)    _ 

L~A      "^       L~B      '^      L—C 
et  qui  est  celle. d'un  plan  tangent  à  la  surface  dont  j'ai  donné  l'équa- 
tion {S)  ci-dessus,  au  point  de  cette  surface  qui  a  «^  ^  et  c  pour 
coordonnées. 

1076.  La  surface  dont  je  viens  de  parler  a ,  pour  plans  diamétraux, 
les  plans  même  des  coordonnées ,  qui  sont  les  plans  principaux  du 
corps ,  passant  par  son  centre  de  gravité,  et  en  supposant  entre  A,  B 
et  Cf  l'ordre  de  grandeur  A-<cB^C,  cette  surface  sera  un  ellipsoïde 

pour  toutes  les  valeurs  de L'y.C 

un  hyperboloïde  a  une  nappe  lorsqu'on  aura Cy.L'^  B 

un  hyperboloïde  a  deux  nappes  lorsqu'on  aura By.C'^A 

Enfin  elle  serait  imaginaire  si  on  avait  L<^A ,  ce  qui  conduit  Ji  là 
conclusion  déjà  tirée  du  théorème  de  l'art.  1061,  savoir,  que  le  plus 
petit  de  tous  les  moments  d'inertie  qui  répondent  au  centre  de  gravité 
est,  en  même  temps,  le  plus  petit  de  tous  les  moments  d'inertie  du 
corps. 

,  1Q76.  Supposons  que  i,  prenne  toutes,  les  valeurs  qu'il  peut  re- 
cevoir, depuis,  v!(  jusqu'à  rinfîw»«ti  concevons  toutes  les  surfaces  d'by- 
porholfûdes  à  deux  nappes  .  d'hyperboloïdfs  à  une  n^pe  et  d'eUi- 
psoïdeftCQcrespoDdantesàces  v^liBttts;  ces  trois  séries  de  surfaces  auront 
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les  mêmes  foyers,  pour  leurs  sections  principales,  puisque  les  quarr^ 
des  eiceotricilés  de  ces  sections  seront 

C~~B  C—A  B~A 
M  '  M  *  M 
il  résnlte  de  là  que  l'une  de  ces  surfaces  étant  donnée ,  aucune  de 
celles  de  son  espèce  ne  peut  la  rencontrer;  mais  qu'elle  est  coupée 
par  toutes  celles  d'espèces  différentes;  d'oîi  l'on  peut  tirer,  comme  con- 
séquences, que,  des  trois  moments  d'inertie  des  plans  principaux,  qui 
répondent  à  un  point  quelconque  de  l'espace  pris  pour  origine,  il  y  en 
a  nécessairement  un  dont  la  valeur  est  comprise  entre  A  et  Bj  un 
autre  dont  la  valeur  est  entre  B  et  C,  et  que  le  troisième  surpasse  Cj 
et,  comme  les  plans  principaux,  relatifs  &  ces  moments,  sont  k  angles 
droits  les  uns  sur  les  autres,  et  qu'ils  touchent  respectivement  les  surfaces 
d'ellipsoïde  et  celles  d'hyperboloîdes  k  une  ou  deux  nappes,  il  s'ensuit 
que  ces  surfaces  se  coupent  à  angle  droit,  ce  qui  résulte,  d'ailleurs,  de 
l'observation  faite  ci-dessus ,  qu'elles  ont  même  foyer  pour  leurs  sections 
principales.  On  peut  même  aisérnént  reconnaître  qu'ejles  se  pénètrent 
réciproquement  selon  leurs  lignes  de  courbure,  de  telle  manière,  par 
exemple ,  que  le  système  de  tous  les  hyperboloïdes ,  à  une  nappe ,  ren- 
contre l'un  quelconque  des  ellipsoïdes  selon  les  lignes  d'«ne  de  ses  cour- 
bures ,  et  le  système  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  coupe  le  même 
ellipsoïde  selon  le  second  système  de  ses  lignes  de  courbure;  et  les  tan- 
gentes à  ces  lignes  de  courbure  sont  précisément  les  axes  principaux  des 
corps  qui  répondent  au  point  de  l'espace  où  elles  se  croisent. 

Telle  est  ta  distribution  des  axes  principaux  d'un  corps  autour  de 
ceux  qui  répondent  h  son  centre  de  gravité;  en  un  point  quelconque 
de  l'espace,  ces  axes  remarquables  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de 
certains  systèmes  d'axes  obliques  que  l'on  a  nommés  canjaguês,  et  qui 
les  comprennent  d'une  manière  analogue  à  celle  dont  les  axes  prin- 
cipaux rectangulaires  des  lignes  et  surfaces  du  deuxième  degré  sont 
compris  parmi  leurs  diamètres  conjugués.  Les  élèves  qui  voudront 
faire  une  étude  plus  approfondie  de  ces  intéressantes  théories  les  trou- 
veront exposées ,  avec  plusieurs  des  propriétés  générales  que  nous 
venons  d'exposer,  dans  un  excellent  mémoire  de  M.  Jacques  Binet, 
inséré  au  tome  IX  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 
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Cous  i  durât  ion  >  particulières  sur  les  momenls  d'inertie  pris  par  rapport  aui  Axes. 

1077.  La  théorie  du  mouvement  des  corps  emploie  particulièrement 
les  jnoments  d'inertie ,  pris  par  rapport  aux  axes,  et  je  vais,  en  con- 
séquence ,  présenter  aux  élèves  des  considérations  particulières  !i  cette 
espèce  de  moments. 

Les  positions  des  différents  points  matériels  ta,  Am  corps^  ou  du 
système  étant  déterminées  par  les  coordonnées  Xjj  et  z  et  faisant, 
comme  à  l'article  1064, 

•L{mx^)^Ai  S{mj*)=Bj  Z(mz^):=C 
Z{mjz)^Dj  SicDii}=Ej  S(mxjy)^Fj 
si  on  mène  par  l'origine,  un  nouvel  axe  de  coordonnées,  qu'on  suppose    ^ 
être  celui  des  x,j  faisant  tin  angle  Û  avec  le  plan  ccyj  et  dont  la  pro- 
jection orthogonale,  sur  ce  plan  xr,  fasse  un  angle  >;  avec  l'axe  des  x; 
si ,  de  plus ,  on  prend  pour  axe  des^,  la  perpendiculaire  à  l'axe  des  x, 
menée  dans  le  plan  xji-  et  pour  axe  des  $,  la  perpendiculaire  au  plan 
x,^,  mepée  par  l'ortgine  des  Xjjr  et  z  j  il  résultera  de  cette  construc- 
tion que  les  plans  des  xjr  et  x,jr^  formeront  entre  eux  un  angle  égal 
&  fi,  et  que  leur  ligne  d'intersection  formera  avec  l'axe  dçi  ai  un  angle 
complément  de  ;;,  et  on  ^ura,  comme  à  i'firt>  1066, 

it,  =  (3:C0S.  ï!-f-^  Sin.  ïî)  COS,  ^4**'''''^ 

j'^=  ^cofi.  n — X  sin.  n 

z,=^  ZCOS.Û — (xcos.ri-\-jrs\B.n)s}n.Û 
et  on  déduira  de  ces  équations  la  valeur  suivante  du  moment  d'inertie, 
S  j  m  {x,^-\-y*)  I ,  par  rapport  à  l'axe  des  a,,  ou,  ep  général ,  par 
rapport  à  une  droite,  menée  par  l'origine,  et  perpendiculaire  k  un  plan 
ayant  une  position  détermipée,  par  les  angles  ^  et  /; ,  de  la  mapière 
ci -dessus, 

r^(sin.ajî  +  cos.'Jîcos.*^  -I-  iï(co8.*)7  -|-sin.»ï!COS.*  ^  +  Csin.  *^ 

\ — a/'cos.ï7sip.nsin."^ 
si  on  ajoute  cette  valeur  à  celle  de2(mz,')  ou  L,  donnée  art.  1067, 
on  trouvera  ^  jm(x,'  -hj'^*  +s,*)  |==5)  m{xi*  +_y*  +•')  t  ^insi 
que  cela  doit  être,  puisque  les  deux  expressions  x,*  +  J,*  ■¥  «/'  ei 
i^*  +J''  -|-  z*  «ont,  Tune  et  l'autre,  le  quarré  de  la  distance  de  la  mo- 
lécule m  b  l'origine  comipune. 
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1078.  En  égalant  béparément  à  zéro  les  ctifr^rentielles  de  l'équa- 
tion (il/)  de  l'article  précédent,  prises,  respectivement,  par  rapport 
'À  ^  et  à  >; ,  on  a  les  valeurs  de  ces  angles  0  tt  n  qui  donnent  la  po- 
sition du  [Jaa  a:,jr,  perpendiculaire  à  l'axe  des  2,  par  rapport  auquel 
la  difTérentielte  du  moment  d'inertie  est  égale  à  zéro.  Le  même  calcul 
conduirait  à  ce  résultat  auquel  on  est  parvenu  fort  simplement,  ar- 
ticle 1067,  savoir,  que  la  condition  ^^  {  m(ic,» +^,a)  |  =o[(qui 
équivaut  à  la  condition  d2  {mi,*)-=Q,  ainsi  qu'on  Ta  vu  à  l'art,  cité) 
est  satisfaite  lorsque  chacune  des  sommes  S{m»,a!,),  et  2{^mz,yj) 
esr  égale  &  zéro. 

Opt'rant  ensuite  sur  l'équation  (A/)  de  l'article  précédent,  comme 
•on  a  fait  sur  celle  qui  donne  la  valeur  de  L,  art.  1067,  ou  sur  son 
équivalente  (i),  art.  1068,  on  arriverait  à  une  équation  qui  ne  ren- 
fermerait plusque^  JOT{a^^»+jj',»)  (et  les  <{\xaDt\téij4,BfC,D,E,F, 
Mais  cette  équation  peut  se  déduire  immédiatement,  et  avec  facilité, 
de  Téquation  analogue  (6)  de  Part.  1068, 

(      (A-L)iB-L){C-L) 
o  =  J  ^D*{A~L)~E*  (B—L)~F»  (C~L) 

[      +2DEF 
faisant  pour  abréger  2  \  m  (a;,*  +J',»)  \  ^M,  on  aura 

d'oiiZ=:-rf  +  fl+  C — Mj  et  l'équation  précédente  devient, lorsqu'on 
y  substitue  cett^  valeur, 

£  (M—T+C)  (M—Â^fc)  (M—a+b) 
i»...o=  ]  — i?M^— ï+c)— jE'(^— ;ï+^)--^(^-^"5) 

(-\-aDEF 
le  moment  d'inertie  M^  par  rapport  à  l'axe  des  z^  est  donné  parles 
moments  d'inertie  jé  +  Bj  A  -^  C,  B  -^  C  pris  par  rapport  aux  axes 
des  i,jr  ex  X. 

On  trouverait ,  pour  l'équation  précédente,  trois  racines  réelles  comme 
on  les  a  trouvées  pour  l'équation  (6)  de  l'art.  1068;  et  l'existence  de 
ces  racines  réelles,  de  (^ft)t  peut  se  déduire,  immédiatement,  de  ce 
qui  a  été  dit,  art.  1069;  on  a  vu,  dans  cet  article,  que  la  condition 
d2{m  z,»)  qui  équivaut  à  dL^o,  en  comportait  deux  autres,  sa- 
voir, dZ  (mjr^„)^Q  et  dS(^mx'ff)=^Oy  les  axes  des  x^^  et  d,es_^„ 
étant  renfermés  dans  te  plan  ^/J'fj  perpendiculaires  l'un  sur  Fautre,  et 
se  rencontrant  h  l'origine  commune^  or  ces  trois  équations  donnent» 
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pA.rïeurscomhinaisoDSr^£\m(x„'  +y„*)\^o,iiS\m{x„*  +t,'*)\s=o, 
^£\m(jrf,*  +i„')\^Q,  résultat  qu'on  obtiendrait  aussi ,  art.  io65 
et  1067,  en  considérant  les  i«".  membres  de  ces  dernières  équations, 
comme  les  différeatielles respectives  de  R — S{mz^,),  B — S(.fjy*,,)j 
Ji — Z(m.v*ff)j  donc  lorsque  la.différentieiie  du  moment  d'inertie. . . 
S\  m(x„*  +J'//*)<  pris  par  rapport^à  l'axe  des  s,j  est  nulle,  il  existe 
deux  autres  axes,  passants  par  l'origine,  perpendiculaires  entre  eux  et  h 
l'axe  des  f,  qui  jouissent  de  la  même  propriété, 

1079.  J'ai  désigné,  art.  1070,  par  le  nom  àe  plans  principaux , 
les  trois  plana  par  rapport  auxquels  les  différentielles  des  moments 
d'inertie  sont  nulles;  les  axes  qui  sont  les  lignes  d'intersections  de  ces 
plans,  et  qui  jooisBent  de  la  même  propriélé  relativement  aux  moments 
d'inertie  qui  les  concernant.  Ont  été  appelés  axes  prineipaux.  K\o&\^ 
pour  un  point  quelconque  de  l'espace,  il  y  a  en  génépsi  trois  droites 
passant  par  ce  point ,  dont  l'une  'quelconque  est  perpendiculaire  au 
plan  renfermant  les  deux  autres,  'et  qui  ont,  par  rapport  à  un  corps  de 
position  fixe,  les  propriétés  qui  constituent  des  axes  principaux;  on 
verra  bientôt  que  dans  les  cas  particuliers  oji  le  nombre  de  ces  droites 
excède  trois  il  est  infini. 

1080.  Pour  déduire  les  positions  inconnues  des  awes  principaux,  des 
positions  connues  de  trois  axes  coordonnés  il  est, -t^  général,  indis- 
pensable de  résoudreiine  équation  du 'troisième  degré;  niais  les  calculs 
deviennent  beaucoup  plus  faciles  lorsqu'un  de  ces  axes  principaux  est 
donné  ,  et  qu'on  a,  seulement ,  k  déterminer  les  positions  des  deux 
autres. 

Tous  les  points  du  corps  étant  étant  rapportés  aux  trois  axes  des  x^ 
y  et  i,  soit  l'axe  principal  donné  celui  des  ^,  ayant  par  rapport  à  ceux 
des  x,y  ,  z  la  position  déterminée,  art.  1066, ^et  traçons  sur  le  plan, 
passant  par  l'origine,  qui  lui  est  perpendiculaire,  les  axes  des  x,  et 
àe%  y,  satisfaisant  aux  équations  (»)  de  l'article  cité.  D'après  ce  qui 
a  été  démdittré  précédemment,  les  deux  autres  axes  principaux,  qui 
se  coupent  aussi  à  l'origine ,  doivent  -se  trouver  dans  le  plan  x,y,,  à 
angle  droit  l'un  sur  l'autre  ;  je  désigne  ces  derniers  axes  par  les  iiomS 
d'axes  des  x„ex.  d'axe  'des  Jy„,"le8  propriétés  caradtéristiques  qui4es 
distinguent-,  et  ti'après  lesquelles  on  détermine  leurs  positions, -sont 
pxpritiiées  ()ar'les  équations  d^  (m.T„9)s^o  et  i/^('n^>„)  =0;  or 

désignant 
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désignât  par  t  l'angle  formé  par  l'un  d«  c«s  axM  et  pari*axedes  v,, 
par  i  la  tangente  de  cet  angle j  donnant,  d'ailleurs,  à  ^,f  Bf,  F,,  (a 
même  signification  qu'à  l'art.  1069 ,  on  aura  par  l'élimination  de  t, 
entre  le»  équations  (3)  et  (4)  de  l'article  cité,  les  deux  valeurs  de  î 
qui  résolvent  la  question;  cette  élimination  donne 
,  J,  —  B, 

— — =— JT" 

— ^  — i=:cot.t — tang.«=acot.a*,  donc 

(^) «"8.-  =  ^^ 

Une  même  tangente  appartient  toujoiurs  à  deux  angles  différants, 
entre  efix,  d'une  demi-circonfërence,  et  dbnt,  par  conséquent,  les 
moitiés  différent,  entre  elles,  d'un  quart  de  circonférence;  et  on  voit, 
par  là ,  que  l'équation  précédente ,  en  donnant  la  position  de  celui 
des  deux  axes  principaux  cherchés,  qui  doit  fairç  l'angle  t  avec  l'axe 
dçso!,^  indique  en  même  temp*  l'eMtence  d'un  autre  aïe  principal  ; 
jÇ9upant,  le*  premier  à  an^e  droit.  ' 

.    .iq8i.  Oa  peut'&ire  anbir  à  l'équation  ^5)  de  l'art.  1069.        - 

(A,-L,)(B,-L,)-F,'=o 
«ne  transformation  analogue  à  celle  qu'a  éprouvée  l'équation  (6)  de 
l'art.  1068,  pour  devenir  l'équation  (^)  de  rart..io78;par  cette  trans- 
formation l'équation  (5),  art.  1069,  au  lieu  de  donner  la  valeur  dt» 
moment  d'ineitieZ/>  oii\£^itna7„'),  pns  par  rap|terF  au  'plao^^/S/^ 

pei^)endicu1àire  à  l'axe  des  w,,^  donnera'le  moment  d'inertie 

S'\.m{jr„'^  +■/')(  ï»is'paï"  rapport  à  cet  axe  des  ^,/. 

Faisant  ^  J  m  C/,/ +  V  )  i  ■=»  ^/ .»  on  ="">  ^/ +  A = -^z + ^/ +  ^// 
équation  qui.  dérivd  de  a?,'  ~¥jt*  +  al,'  =^;r„»  +J',i*  +  V>  <**o**    ,  ' 
■••.-■        L,^À,-^B,\'C,^M;  -■■■■'■■■'■ 
(t  substituant  cette  ysieitr  dans  réquatidn  (5)  de  l'art.  10^9,  après 
avoir  fwt,        .  -        ■  ,     ,    ■ 

cette  équation  K,chong^  eo  •  ■  1  ,     ^      )     .   ■  j   ;  > 


M,^ji^±yiàr^y+F,, 
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(t,  fifr.€00t,  .respectivement,  ke  moments  d'inertie  par  l-apport  à  l'axe 
des  itff  ct'^cs^fj  et  on  peut  h  f»,f—fi,  sabttUui'r  ia'diflet-ence  équi-r 
v^lente  B,~J,.    ■ 

On  serait  parvenu  à  la.  même  équation,  si  au  lieu  de, chercher  la 
valeur  de  S  \  m(j;,*+z,'*)\  on  eût  cherché  celle  de  ^{«(.t^'+s/)!, 
c'est-à-dire,  le  moment  d'inertie  par  rapport  h  l'axe  àe  j;,j  les  deux 
moments  sont  donnA  par  les  racines  réelles  de  l'équation  (/*')  qui  a, 
avec  l'équation  C/')de  l'art.  1078,  les  mêmes  relations  qui  lient  l'équa- 
tion (5)  de  l'art.  1069  avec  l'équation  (6)  de  l'art,  1068. 

Quant  k  la  tangente/  de  l'angle  *  sa  valeur  et  la  forme  de  son  ex- 
pression restent  les  mêmes  qu'à  l'article  précédent. 

1082.  l'hypothèse  de  l'égalité  des  deux  racines  de  l'équation  (ft)àc 
l'article  précédent^  ou  de  l'égalité  des  moments  d'inertie  pris  par 
rapport  aux  axes  des  x„  et  àesjr„j  donne 


j/e- 


^ 


+  F>=o 


et  les  deux  qu^rrét  qui  se  trouvent  êom  le  radical  étant  etseAtiellemntf 
posilifs,  cette, équation  ne  peut  être  satiflfaiie  que  parinTialtnin^^iisb 
et  ft,^fi„  cette  dernière  égalité  étant  éqùivalenèr  à  jtf)l=t0,.  Ces  va- 
leurs substituées  dans  l'é^itation  {fi')  de  l'article  précédent  t-t  dans  les 
équBlJoi^  (S)  et  (4)  de  l'art,  1069,  donnent 

D'oUon  oonclut  qpe  lor^H^.^^^x  aji^prlfici|Hiux^  qui  se  coilpent'efi 
un  point  désigné  par  a^,  où  deux  plans- prioeipaidi  dont  la  ligne  d'in- 
tersection est  désignée  par  A^  ont  leun  moments  d'inertie  ég^x,  les 
moments,  d'inerti^  par.'T^^rt  à.tcNMS  Jn  a^ire^fèrmé^  dans  Je  [^an 
de  cçux  dont  on  vient  .de  parler^;et  i^aipanttpah  le'potnt  41/oM  une 
valeur  commune  ;  et  c^k  la  fnénH  égajité  a\lieu  pour  les  moments 
d'inertie,  pris  par  rapport  à  tous  kvplansquisie'CoupeDt'suT  la  ligne  j1. 
On  pourrait  aisément  déduire  de  ce  th^rême  son  analogàe  appli- 
cable au  cas  de  trois  moments  d'inertie  égaUr,  appartenants  à  trois  axes 
ou  à  trois  plans  principaux  ;  mais  ce  éatm^  th^rêitié'  est  la  'consé- 
quence naturelle  pt  in:\mÀli^te.de  pêlui.  qui  a  Aé. démontré, art.  107a, 
sur  les  moments  d'inertie  des  plans  principaux,  etcfue  je  vais  appliquer 
aux  moments  d'inertie  des  aies.       '   ' 
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io83.  On  a  vu,  à  J'article  citéj  qt^n  supposant  que  lef'  plane  sey, 

!ti,yZf  ctaient  principaux >  et  en  désignant,  par  A^  le baommt d'inertie 

pris  relativement  à  un  plan  quolouiquc ,  faisant  iavéc  le*  plan»  des^z^ 

des  Xi  et  des  srj,  lea  angles  respecti&'a,  S,  /,  on  avait  l'cquatton.i 

K  =  ^dbs.*  a  +  5cos.*  S+Ccoi.'^  y. 

^,  5  et  C  représentant  les  quantités  JS(/n,r»),  2  (wj-*),  X  (ots^), 
c'est-à-dire  Tes  moments  d'Inertie  par  rapport  aux  plans  principaux. 
Si  on  retranche  le  premier  membre  de  y4-\-B-\-C  et  le  deuxième 
de  (^J-^B-^C)  (cos.«a  +  co3.*  Jf-|-cos."j'),  ce  qui  ne  change  pas 
l'égalité  des  deux  membres ,  vu  que  (cos.*  a-^cos.»  tf-|-cos.">')=  i  ; 
on  aura,  en  faisant  >rf-^_5  +  C — K:=N 

(^),...N={B+C)cos.*a  +  (.Ji^C)cM*S+i^^+B)cQS.*f. 

JV  est  la  valeur  du  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  perpendi- 
culaire au  plan  qui  forme  les  angles  a,€,y  avec  les  plans  princi|iaux 
dea^s,  xs.  et  xy,  et  cet  axe  forme,  par  conséquent,  les  raémw 
angles  avec  lés  axes  des  a:.^  des^  et  des'aj  respectivement  perpendi- 
culaires aux  plans^s,  xz  et  xy.  De  plus  B-^-C,  A-^C,  et  A+^ 
sont  tes  moments  d'inï^rlie  .respectifs,  pris  par  rapport  aux  axes  des  x^ 
àesy  et  des  2;  donc  le  moment  d'inertie,  par  rapport  k  une  droite 
quelconque  passant  par  l'origine ,  se  compose  çles  produits  des  moments 
d'inertie  pris  par  rapport  &  chacun  des  axes  coordonnés  (lorsque  ces 
axes  sont  principaux)  par  les  quarrés  d^  cosinus  des  angles  respectifs 
que  chacun  de  ces  axes  fait  avec  la  droite  passant  par  l'origine. 

1084.  Les  axes  coordonnés  continuant  à  être  des  axes  principaux, 
si  les  trois  moments  cj'inerlie  par,  rapport  à  ces  axes  sont  égaux  entre 
eux ,  on  aura  , 

ce  qui  suppose  A^B=:C,  et  la  valeur  de  N,  déduite  d'après  cette 

hypothèse,  de  l'équation  ^  de  l'article  précédent  sera « 

iV=a^(co8.*a  +  cos.'iî'-4"<^o^'*>')=^-^  puisque  COS.*  iz-hcos.*rf-è- 
cos.')'^  I  ;  d'où  on  conclut  que  lorsque  les  moments  d'inertie,  pris  par 
rapport  aux  trois  axes  principaux  rectangulaires,  sont  égaux  entre  eux , 
la  valear  commune  de  ces  moments  est  celle  du  moment  d'inertie  pris 
par  rapport  à  toute  droite  qui  passe  par  le  point  unique  où  les  troiit 
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axes  principaux  sont  censés  se  cj^per;  tout  axe  mené  par  ce  potot,  est 

UD  axe  principal. 

La- même  propriété  a  lieu  pour  les  plans  principaux,  on  a, art.  107a, 
par  la  condition  de  ji=^=C,  K^Â  (co5.»a+cos.»  S-^c<x.*y)=A. 
Le  moment  d'inertie,  par  rapport  à  tout  plan  passant  par  l'origine,  a 
une  valeur  constante. 

io85.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  l'analyse  d'un  problème  très- 
curieux,  sur  les  moments  d'inertie,  dont  MM.  Poisson  et  Jacques  Bioet 
ont  trouvé,  en  même  temps,  la  solution.  Il  s'agit  de  déterminer  les 
points  d'un  corps,  si  toutes  fois  il  en  existe,  par  rapport  auxquels  les 
trois  moments  d'inertie  principaux,  et,  par  conséquent,  tous  tes  mo- 
ments d'inertie  soient  égaux. 

Soit  m  l'élément  de  masse,  et  supposons  que  les  axes  des  coordonnée* 
SDjjt  et  X,  qui  déterminent  sa  position,  soient  des  axes  principaux»  dont 
l'intersection  commune  se  trouve  au  centre  de  gravité;  00  a,  d'après 
ces  deux  conditions, 

X{xm)  =  o\  2(j-m)^0i  2(zm)==o 

Représentons  les  moments  d'inertie  respectifs,  pris  relativement  aux 
axes  des  Xj  y  et  a,  par 

désirons  par  ^,  ti  et  ^,  les  coordonnées  inconnues  d'un  des  points  de- 
mandés, rapportées  aux  axes  des  Xjjrm,  de  manière  qu'on  ait,  pour 
ce  point  demandé. 

Transportons  l'origine  à  ce  même  point,  sans  changer  la  direction  des 
axes,  les  coordonnées  d'un  élément  de  masse  quelconque  m  deviendront 

la  condition  de  l'égalité  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  toutes  les 
droites  qui  passent  par  la  nouvelle  origine,  suppose  que  toutes  ces 
droites  sont  des  axes  principaux,  et  par  conséquent  les  axes  des  coor- 
données X — f  ,^— 5,  3— f  sont,  eux-mêmes,  de  pareils  axes,  ce  qui 
donne, 

S\{x^^ij~-n)m\=2{xj'm)~^^S{jm)—nS{xm)-\-^n2im)^o 
ZKa;— f)(5-0,«(=Z(.Ta«i)— f5;(2OT)— f^(ir«)+f4:2(«)==o 
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et,  en  vertu  des  prapriêtés  du  centre  de  gravité  et  des  axes  priacipauz^ 
ces  équations  se  réduisent  à 

fïlAf=o;f^itf=Oî  nZ^=Oy 
en  désignant  par  M  la  masse  entière  du  corps. 

Or*  pour  satisfaire  à  ces  trois  dernières  équations,  il  est  nécessaire 
que  deux  des  trois  quantités  f ,  ïi  et  4^  soient  nulles;  si  donc  le  point 
demandé  existe,  il  ne  peut  se  trouver  que  sur  l'un  des  axes  des  coor- 
données  sc^jr^  z.  Je  fais  n^o  et  ^^o  et  je  laisse  ^  indéterminé,  ce 
qui  revient  à  supposer  le  point  demandé  sur  l'axe  des  Xj  k  une  distance 
71  de  l'origine  ou  du  centre  de  gravité.  Alors  les  moments  d'inertie  du 
corps,  relatifs  à  ce  point,  seront  o^  par  rapport  à  l'axe  des  Xj  et« 
art.  io6i ,  è  +  MÇ*  et  c  +  MÇ*  par  rapport  aux  axes  parallèles  à  ceux 
des^  et  fies  x.  On  aura  donc,  d'après  les  conditions  du  problème, 

mais,  pour  que  ces  équations  soient  possibles,  il  faut  qu'on  ait  b  =  Cj 
et  l'égalité  de  ces  deux  quantités  donne 


*  — it- 

II  faudra  donc  encore  que  â>e  aHn  que  la  quantité  ^  soit  réelle;  cela 
étant ,  on  aura ,  pour  f ,  deux  valeurs  réelles  égales  et  de  signes  con- 
traires, savoir; 


']/^'^—V^- 


Par  conséquent  il  existera  deux  points  qui  auront  la  propriété  demandée, 
et  qui  seront  situés  sur  l'axe  des  x,  à  égales  distances  de  part  et  d'autre, 
du  centre  de  gravité. 

io86.  On  déduit  de  cette  analyse  les  conséquences  suivantes  ; 

I".  Quand  les  trois  moments  d'inertie  a,  h,  Cj  relatifs  aux  axes  prin- 
cipaux qui  se  coupent  au  centre  de  gravité  d'un  corps,  sont  inégaux, 
il  n'existe  aucun  point  par  rapport  auquel  les  moments  d'inertie  de  ce 
corps  soient  tous  égaux. 

.  A*.  Si  deux  des  trois  moments  a^  b j  e  sont  égaux,  et  que  Te  mo' 
ment  inégal  soit  le  plus  grand  des  trois ,  il  existe  deux  points  par 
rapport  auxquels  tous  les  moments  d'inertie  sont  égaux,  ces  points  SAtR 
situés  sur  l'axe  principal  qui  se  rapporte  au  plus  gianddes  trois  moments 
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«^  ùf  c  et  sont  placés  symétriquemept  de. part  et  d'autre  du  centre  de 

gravité.  

3°.  Lorsque  les^ trois  moments  a,  by  c  sont  égaux,  il  n'y  a  pas 
d'autre  point  que  le  centre  de  gravité  par  rapport,  auquel  tous  tes 
moments  d'inertie  soient  égaux. 

Formule*  pour  [e  calcul  de*  mometiU  il'îtierlie  de  dîUërenf*  corpt. 

'"  loBy/Les  solides  de'  révolution  sont  ceu*  qui  se  présentent  le  plus 
fréquemment  dans  tes  applications  qu'on  a  k  faire  des  formules  des 
moments  d'inertie;  et,  en  conséquence,  je  vais  les  donner  pour  exemple 
de  ces  applications.  .  ,    . 

Fig.  ii.n".iela.  Soit  /ÎX^.no.'r,  la  courbe  généiatrice  d'un  solide  homogène  de 
révolution,  la  droite  AF  l'aie^e  ce  solide  ;  et  QRSTj  n».  a, 
sa  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  k  j4  F  et  passant  par  le 
point  P.  Concevons  unç  autre  section,  faite  parallèlemept  à  la  pre- 
mière, à  une  distance  infiniment  petite  PP'j  ces  deux  sections  com- 
prendront ,  entr*  elles ,  une  tranche  élémentaire  du  solide ,  dont  le 
cercle  ÇHST  sera  la  base/et  PP*  l'épaisseur. 

Supposons  que  le  centre  de  gravité  de  la  partie  du  solide,  comprise 
entre  les  sections  perpendiculaires  à  ^F,  faites  aux' [mints  A  e\.  B , 
soit  en  /,  élevons  les  perpendiculaiires  ADj  IKj  PRj  P' P! ^  e't  BC 
sur  ABj  soient,  dans  la  section,  n*.  s,  les  diamètres '^5  et  TR  per- 
pendiculaires l'un-sur  l'autre;  mmoDS.Ies  rayoqs  Pf^tt  P/^ formant, 
entre  eux,  un  angle  infiniment  petit,  traçons  dans  cet  angle  les  deux 
arcs  iV»  et  iVn'^  concentrique?  à  FWy^t,  du  centre  du  trapèze 
élémentaire  ^nn'N'j  abaissons  I»  peipendiculaire  qM  sur  le  dia- 
mètre QSf  faisons^- 

La  densité ..':.. =      i 

L'élément  de  masse  ou  de  Tolume:  : .' ^   m 

■  Le  volume  de  la  partie  du  solide  comprise  entre  les  sections, 
perpendiculaires  à  A  F,  faites  aur  points  ^et  B ==  M 

Al^fi  AP=SiPR~yi 

IP=xj  PM^js  Mq==z 

Pn^r;  angle  ïf^PS=p 


on  tura 


FP'=d^\  nn'=^drj  angle  WPV=d4i. 
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1088.  D'aprèS'  l'état  des  choses  qu'on  vient  d'exposer,  le  Irapfee 

IV/i'h'X'  est  la  base  d'un  prisme  élémentaire,  dont  PP*  est  la  hauteur 

*t  dont  le  volume:=rfr.rrf0.«/^=/n  j  et  puisque  la  densité=:  i ,  ce 

volume  'représentera  la  masse-  du  prisme  élémentaire. 

Les  théorèmes  connus  sur  la  cubature  des  solide»  de  révglution  et 
sur  les  centres  de  gravité,  fournissent  les  équations, 

d'oii  on  conclut 

(i)...-Mf=^fn-n'dSÏ="rff{nH^iy 

/(ri*d^)  ety()î*  f  */f  )  9[6nt  les  intégrales  déiSnies prises  dansTétendue 
entière  de  M. 

La  génération  du  solide  àonhe /'(m^*)=J'(m  z*)  et,  faisant, 
comme  à  l'article  1064,  >f=/'(ma;>),onaura £==/'( »y*=y («*»). 

Cherchant  d'abord  la  valeur  de  ^^  on  aj'(mx')=i 
■    /{•»{S-f)'\-^/ir\(.S-f)'rdrdidi\. 
L'intégrale  prise ,  d'abord ,  par  rapport  &  ^,,  depuis  ^=0  jusqu'à  ^=ss  ^, 
(on  désigne,  par  ^,  la  demi  -cîrcdn&rence  dont  le  rayoD:^  i  )  ft  pour 

valeur a  3rff\  (^— /)»  rdrdÇ  \ 

elle  se  rapporte  k  un  ahnèan  circulaire  dont  le  rayon  =  r,  la  largeur 
dans  le  setnJu  rayon ssifr^  et  réjÀiseeur  dws  le  sens- de  l'âie«=(f^. 

Iritégritnt,  ebmitè^  par  rafiport  fc  r>  On  a,  pour  la  valeur  indéïînié 
de  celte  deniième  intégrale,  srf\  {^-^fYf*^^\  «,  poussa  valeur 
définie  depuis  r^o,  jusqu'à  r^ri jr/"î  (.?— ^')i'</f  î 

Cette  intégrale  s'applique  à  une  tranche'  élémentaire  du  solide  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe ,  et  coupant  cet  axe  en 
deux  points  infiniment  près  l'un  de  ^a^trcv  on  a  dosc:  . 

équation  qui,  combinée  avec  les  équatîoiû  (i),  devient 

<'^ --H^f^^-^*)    :  -: 

Cherchant  iensuîtc  la  valeur  de  5^  on  a , . . , 

B=^f{my*')=ii/f_f{rdrd^d^'.r*'c6%.^.4i)'.\ioyiT'mié^T  par  rapport 
à#,  on  observera  que/d^  cos.*  ^  ^=fd^  (f +fcos.  a^)=ï-#+^sin.  %^ 
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et  celle  inti'giale,  prise  depuis  #  =  o  jusqu'h  ^^^s.tt,  se  réduit  à  fr, 
îi  cause  de  sin.  (4  «■)=o»  on  a  donc  Bs=.xfJ{t^drd^)  ;  intégrant 
par  rapport  à  r,  et  prenant  l'intégrale  depuis  r=o  jusqu'à  r=  ii,  on  a 
B^=i\frf{n'^d^'),  ou  en  multipliant  par  Af  et  divisant  par  la  valeur 
^fn''d^,Ae  M, 

(•^\  B      C  -    T^/(>î*^g 

^^^ ^-''-      /(.'^f) 

Toutes  les  expressions  qui  ne  renferment  plus  que  n*H^^dÇ  sont 
intégrables,  ou  immédiatement,  ou  par  les  quadratures,  parce  que  ^ 
et  n  étant  les  coordonnées  de  la  courbe  génératrice,  n  est  une  fonctioa 
de  ^  donnée  par  l'équation  de  cette  courbe. 

1089.  D'après  ces  valeurs  on  a  l'expression  du  rnoment  d'ioCTtie 
par  rapport  à  Taxe  des  x,  ou  à  l'axe  de  révolution, 

£t  l'eipression  du  moment  d'inertie,  par  rapport  6  une  des  droitesiJC 
perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution ,  et  passant  par  le  centre  de  gra- 

Le  pioment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  ID  perpendiculaire  à  l'axe 
de  rotation,  et  passant  par  l'origine  A,  se  trouve,  art.  1061 ,  en  ajou- 
tent au  moment  d'inertie  pris  par  rapport  k  IK^  c'est-à-dire  k  A-\-B, 
le  produit  Mf*  de  la  masse  Jlf  par  te  quarré  de  la  distance  entre  les 
deux  axes.  On  a  donc 

moment  d? inertie  par  rapport  à  AD=  /'?*(4^'+''*)^f  _  j|f_ 
■'    ^        '^  ^n^d^ 

1090.  Soit  un  cylindre  homogène  dont  la  longueur  =  2  iz  y  et  le 
rayon^c^-  on  a  n^=^cjf^=ajf4£^s.as  Af=  volume  Ida  cylindre; 
^-{-C^^  Jfc«=m0ment  d'ii^ertie  par  rapport  à  l'axe  du  cyiindre;^+5= 

l'iatégrale  depuis  {=0  juBju'à  f  =  >a,  4-\-B=M(iti'+ic»)  — 
moment  d'inertie  par  rapjxirt  au  diaipitie  qui  coupe  l'aie  en  deux 
parties  égales. 

1091. 
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-  Cette  quaBlité  aiigmentéelde  Ma^  Idonne .  art.  1061  ,  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre  quelconque  d'une  des  bases  du  cy- 
lindre, moment  qui ,  par  conséquent ,  a  pour  valeur  itf  (|'a*+  ~c») 

La  masse  ^du  cylindre,  proportionnelle  k  son  volume,  peut  être, 

dans  l'usage,  représentée  ou  par  ce  volume,  ou  par  le  poids  du  corps. 

En  faisant,  dans  ces  formules,  c  =1  o ,  on  a  le  moment  d'inertie 

d'une  ligne  droite  matérielle ,  ou  d'uD  fil  rfctiligne  homogène,  dont  la 

longueur  =  ^.a  ,  par  rapport  &  un  axe  qui  lui  serait  perpendiculaire , 

moment  égal  à  — ^ —  ^  ou  à  |  Ma^  suivant  que  l'axe  coupe  la  ligne 

pu  milieu  ou  à  une  des  extrémités  de  sa  longueur, 

M  représente  la  masse  du  fil ,  proportionnelle  à  sa  longueur ,  qui 
dans  l'usage  peut  être  représentée,  ou  par  cette  longueur»  pu  par  le 
poids  du  corps. 

Pour  avoir  le  moment  d'inertie  d'un  disque  très-mince,  ou  d'un  plan 
matériel  circulaire  et  homogène ,  dont  la  masse  M,  proportionnelle  à 
la  surface ,  peut  être  représentée  dans  l'usage  ,  ou  par  cette  surface  , 
«u  par  le  poids  du  corps,  il  fruj  f^ipe  ^=^9  daijs  les  valeurs  précér 
dentés,  et  on  a 

Moment  d'inertie  par  rapport  &  un  axe  perpendiculaire  av  plan  du 
cercle  et  passant  par  son  centre  =\Mcc. 

Cornent  d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre^^Af^r. 

1091.  Soit  )in  cône  droit  k  base  circulaire;  prenons  l'origine  de  ^ 
au  sommet,  a  étaijt  la  hauteur  du  cûne,, l'origine  des  a^sera^  art.  32i 
et  3aa,  à  une  dist8nce=^(z  df  l'origine  des  ^.  Qn  aura,  en  (Résignant 
le  rayon  d;e  I9  base  par  c, 

et  par  les  formules  générales  des  art.  1088  et  10891  on  9  d'abord  le 
moment  d'inertie,  par  rapport  à  l'a«e  du  cûnç, 

-^  j  ^'■^^  I      L'intégrajo  élaot 

^  +  <7=*^î=»^3if;.    i£-_ — r- ;;=  ^  ilftf  J  prise  depuis  ^  —  o, 

J  juiqu'à  f  =  (» 


^/,..,. 


et  pour  avoir  ensuite  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  diamètre  de 

I  4» 
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la  section,  parallèle  k  la  base,  faite  par  le  centre  de  gravité,  on  corn- 

mencera  par  calculer  ^  =  J^f  s iV  ***  ?  =  ifc  Ma* 

j-^A^^         I 

Les- intt'grales  étant  prises  depuis  f^o  jusqu'à  ;f  =  jaj  et  on  aura  le  mo- 
mept  d'inertie  ch|erché  =  yrf  +  B=  ^  M  (  a*  +  4  c*) 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre  de  la  base,  se  trouve 
par  le  théorème  de  l'art.  1061 ,  en  ajoutant  ■—  ^  a'  au  résultat  qu'on 
vient  de  trouver. 

109t.  Enfin  soit  une  sphère  dont  le  rayon^a^  on  aura 

g^  A^nB-^^Yd^  /(4.,»g^-4flf3_t_f4)rff 

4/(aaf-f«)^^  4/(2«^-e)*^5 

prenant  les  intégrales  depuis  £  =  0  jusqu'à  ^  =  7.a,  on  trouve 
B  =  ^^MaK 
Le  mortient  d'inertie  par  rapport  h  un  diamètre  quelconque  étant 
double  de  la  valeur  de  5,  a,  par  conséquent,  pour  valetirf  Ma*. 

1093.  La  détermination  du  moment  d'inertie  d'une  portion  de  cône 
droit  dont  les  deux  bases  sont  perpendiculaires  sur  l'axe,  d'un  lecteur 
ou  d'un  segment  sphérique  ,  etc.  s'obtient  par  l'emploi  convenable 
des'valeurs  qui  appartïenhent  aux  limites  des  intégrales,  fait  de  ma- 
nière'à  obtenir  eïactement  les  expressions  définies  de  ces  intégrales, 
depuis  une  certaine  valeur  déterminée  de  ^  jusqu'à  une  autre  valeur 
déterminée  de  la  même  variable.  11  n'y  a  rien'd'ailleurs  à  changer  aux 
intégrales  générale^  qui  se  rapportent  à  ^  et  /-j  et  qui  donnent  les  va- 
leurs de  jij  B  et  C  en  fonctions  de  ^. 

'  1094.  Les  masses  des  Corps  étant,  art.  970J  proportionoeHesàleutï 
poids,  les  applications  pratiques  des  formules  relatives  aux  moments 
d'inertie,  se  feront  conformément  à  ce  qui  a  déjà  été  dit,  art.  1090  , 
en  introduisant ,  dans  ces  formules ,  les  poids  des  corpuscules  ou 
des  corps ,  m  ou  M  j  pour  représcnter-.leurs"  masses  ;  et  dans  le  cas,  par- 
ticulier, où  tous  les  corps  élémentaires'  m  auraient  la  même  densité, 
les  masses  pourront  être  représentées  par 'les'volumes. 
Du  pendule  compoié  et  du  centre  d '01  ci  liai  10  u. 
1095.  J'appelle  pendule  composé  un  corps  solide  et  pesant,  de 
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forme  quelconque,  assujetti  k  touraer  autour  d'un  axe  fixe  horizontal , 
que  )e  désigne  par  le  nom  d*axe  de  suspension.  I^es  phéDomènes  dit 
mouvement  de  ce  pendule  ofTreot  un  sujet  de  recherches  important  et 
curieux,  et  un  premier  exemple,  fort  instructif,  de  l'application  des 
formules  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps ,  en  ayant  égard  k 
X'étendue  et  \&Jigure. 

1096.  Je  mène,  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  une  droite  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  suspension ,  droite  que  j'appelle  ligne  des 
centres f  et  je  désigne,  par  Û,  l'angle  que  cette  ligne  des  centres  fait 
au  bout  du  temps /j  avec  le  planvertical  passant  par  l'axe  de  suspension, 
angle  qui  peut  représenter  l'inclinaison  générale  du  corps. 

Soient,  de  plus,  a  la  distance  du  centre  de  gravité  duxorps  b  t'axe 
de  suspeasion ,  ou  le  rayon  du  cercle  que  décrit  ce  centre  pendant  son 
mouvement,  J/la  masse  du  corps,  et  Mk*  le  moment  d'inertie  de  ce 
corps  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  l'axe  de  suspension,  et  passant 
par  le  centre  de  gravité,  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  de 
suspension  sera,  art.  io6i,égaI  k  7W(a»  +  A»). 

11  faut  encore,  pour  avoir  l'expression  de  la  force  accélératrice  angu- 
laire, au  bout  du  temps  t^  trouver  la  somme  des  moments,  par  rapport 
à  l'axe  de  suspension,  de  toutes  les  puissances  qui  agissent  snr  Mj  or  la 
pesanteur,  qui ,  seule,  agit  sur  ce  corps,  imprime  k  chaque  molécule  m, 
une  force  motrice  gm  (en  désignant  par  g  la  force  accélératrice  due 
.'i  la  pesanteur)  dont  le  moment  par  rapport  à  l'axe  de  suspension,  est, 
au  bout  du  tcmj>s  t,  égal  au  produit  gnij  par  la  distance  horizontale 
de  m  au  plan  vertical  passant  par  l'axe  de  suspension.  Cette  distance 
étant  représentée  par^,  on  a,  art.  i,-j^,2{^m)  =  Ma%i\i.0,  en  faisant 
attention  que  a  sin.'^est,  au  bout  du  temps  t,  la  distance  du  cenlfe 
de  gravité  de  M  au  plan  vertical  passant  par  l'axe  dr  suspension. 

Ces  déterminations  fournissent,  art.  1059,  l'équalîon 

^    '' ■ dt  fl»  +  *> 

(j  étant  la  vitesse  angulaire,  ou  la  vitesse  d'un  des  points  placés  à 
l'unité  de  distance  de  l'axe  de  suspension. 

Multipliant  le  premier  membre  de  cette  équation  par  ^  et  le  deuxième 

membre  parla  valeur  — —  dey,  faisant  attention que//^et  (//doivent 
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avoir  des  signes  contraires ,  parceque  0  diminue  pendant  que  /  aug- 
mente» et  intégrant,  après  avoir  multiplié,  de  part  et  d'autre,  par  dtj 
,  ,„         ag CO9.0         „ 

Four  déterminer  la  constante,  il  faut  d'abord  faire  une  hypothèse 
sur  la  vitesse  initiale ,  et  je  la  supposerai  nulle  ;  désignant,  ensuite, 
^iff,  la  valeur  initiale  de  0^  on  aura,  au  premier  instant  du  mouvement, 

;=o,  S=o,et(5'=/,  d'où  C=  — -^^2^,  et 

U) ■.8=^^(cos.^-cos./) 

Désignant  par  ri  la  hauteur  verticale  dont  le  centre  de  gravité  est 

descendu,  lorsque  la  ligne  des  centres  a  décrit  l'angle  ^,  on  a 

)î=fl(cos.(? — co8.y)  et  l'équation  précédente  devient 

(3) u«=      ^^^ 

Si  on  fait  dans  l'équation  (a),  A  =  o,  on  retrouve  l'éqnation  (a)  de 
l'art,  çâi  donnant  la  vitesse  angulaire  du  pendule  simple.  La  raison 
de  cette  identité  est  que  l'hypothèse  de  A  :=  o ,  réduit  la  massejil/, 
qui  n'est  pas  supposée  nulle,  à  n'être  qu'un  point  matériel. 

1097.  Pour  peu  qu'on  ait  présente  &  la  mémoire  la  théorie  du  pen- 
dule simple ,  dont  je  viens  de  parler ,  on  conçoit  aisément  que  les 
différents  points  matériels  du  corps  M,  qui,  en  vertu  de  leurs  liaisons 
réciproques,  ont  une  vitesse  angulaire  commune,  tendent,  à  raison  de 
leurs  différentes  distances  à  l'axe  de  suspension,  à  prendre  des  vitesses 
angulaires  différentes.  Ainsi  le  point  placé  au  centre  de  gravité,  a,  par 
l'effet  de  sa  liaison  au  corps,  une  vitesse  angulaire 


~  !/-■  ,  ^  h^  {co3.0~cosf) ,  plus  petite  que  la  vhease  angulaire 

1/— ^-(cos.^ — co8.j0  qu'il  aurait,  s'il  se  mouvait  seul  et  dans  les 

mêmes  circonstances,  k  la  manière  du  pendule  simple;  mais  si  on 
considère  le  point  placé  sur  la  ligne  des  cratres ,  à  la  distance  n  a 
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de  l'axe  de  suspension  >  n  pourra  être  tel  qu'on  ait 

^—  >  — 2-    ou T—  >  r ,  et,  au  bout  du  temps  t,  la  vitesse 

fla_j_Aa    -^    na  «»  +  /»  ^ 

angulaire  de  iff  surpassera  celle  qu'aurait  ce  dernier  point,  dans  le  cas 
oîi,  séparé  deMj  et  assujetti  aux  marnes  conditions  initiales,  il  se  mou'- 
verait,  comme  pendule  simple.  Ainsi  en  considérant  toujours,  sur  la 
ligne  des  centres,  afin  de  fixer  les  idées,  la  suite  des  points  matériels 
qui  s'y  trouvent,  on  voit  que.  ces  points  sont  en  partie  retardés,  et  en 
partie  accélérés,  dam  leurs  mouvements;  la  série  de  ceux  qui  sont  re- 
tardés,^ étant  du  côté  de  l'axe  de  suspension  par  rapport  à  la  série  de 
ceux  qui  sont  accélérés  ;  ce  sont  des  compensations  de  mouvements 
perdus  et  gagnés,  opérées  dans  le  système,  par  la  liaison  des  points 
matériels  qui  le  composent,  et  il  est  naturel  de  jienser  que  sur  une 
droite  quelconque,  partant  de  l'aie  de  suspension ,  il  y  a,  à  la  sépa- 
ration des  deux  séries  de  points  retardés  et  de  points  accélérés,  un 
point  qui  se  meut  comme  s'il  était  séparé  de  tous  les  autres  et  assujetti 
à  tourner  seul  autour  de  l'axe  de  suspension  en  conservant  sa  distance 
à  cet  axe. 

1098.  Cherchons  sur  ta  ligne  des  centres  la  position  du  point  jouis- 
sant de  la  propriété  dont  noua  venons  de  parler ,  c'est-à-dire,  cherchons 
la  position  du  point  de  cette  ligne  des  centres  qui  se  meut  autour  de 
l'axe  de  suspension,  comme  s'il  ne  tenait  pas  aux  autres  points  du  corps, 
et  qu'il  fut  simplement  lié  à  l'axe  ;  en  désignant,  par  À  ,  la  dis- 
tance de  ce  point  à  l'axe  de  suspension ,  on  aura ,  art.  çS  i  ,  d'après 

la  condition  que  nous  venons  d'énoncer,  la  valeur  1/  ^(cos.^ — cos./^ 

de  la  vitesse  angulaire  de  ce  point,  au  bout  du  temps  tj  mais  puisque 
le  même  point  fait  partie  du  corps  M,  il  a  la  vitesse  angulaire 

j- —  (cos.^ — co».J^  ,  commune  à  tous  les  points  du  corps, 

c^  qui  fournit  l'équation 


V- 


de  laquelle  on  conclut 
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(A) A  =  a  +    ±- 

1099.  Le  point  de  la  ligne  des  centres  que  nous  venons  de  déter- 
miner,  et  qui  se  trouve  à  une  dislance  a  +  de  l'aie  de  suspension, 

s'appelle  centre  d'oscillation  j  il  est  plus  abaissé  de  la  quantité , 

A» 

que  le  centre  de  gravité,  et  on  voit  que  longueur  a-f est  celle 

du  pendule  simple  qui  serait  synchrone  au  pendule  composé  ,  en 
supposant  l'uD  et  l'autre  pendule  assujetti  aux  mêmes  conditions 
initiales.. 


Propriétés  et  uiagei  du  pendule  compoié  ;  appareil  Donrean  pour  meiurer  la 
longueur  du  peadule  «impie  qui  bat  les  lecondet. 

1 100.  J'ai  dit ,  art.  1097  >  '^'^'''  ^  faisait ,  dans  le  mouvement  du 
pendule  composé ,  une  compensation  de  mouvements  gagnés  et  de 
mouvements  perdus  ;  ainsi ,  lorsque  le  pendule  a  décrit  un  certain 
angle,  une  molécule  quelconque  m,  descendue  de  la  hauteur  h,  et,  qui, 
sans  son  état  de  liaison  avec  le  corps,  gagnerait,  par  cette  descente, 
une  quantité  de  mouvement  m  \/"%gh>  en  aura  uoe  eflective  plus 
grande  ou  plus  petite  que  m  y^îgh,  suivant  la  position  de  mj  mais  la 
compensation  ne  sera  pas  telie  que  la  somme  des  quantités  de  mou' 
cernent  gagnées  dans  l'étendue  entière  du  corps ,  soit  égale  à  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  perdues.  En  effet,  lorsque  la  ligne  des 
centres  a  décrit  l'angle  y%-i9,  la  somme  des  quantités  de  mouvement 

eJTcclivcsest.art.  1096,  équation  (3),  ^(mf»y)=s  ï  '1^1,  }  ^('"C)' 

et  h  étant  là  descente  verticale  d'une  molécule  quelconque  m,  la 
somme  des  quantitéfi  de  mouvement  que  chaqpe  molécule  gagnerait 
en  descendant  librement  de  cette  hauteur,  serait  Z  (m}^^^),  quan- 
tité qui  ne  peut  être  égale  à  la  précédente,  que  dans  le  cas  où  l'on  a 

Pour  vérifier  ce  résultat  général  par  un  exemple  facile,  soit,  le  pen- 
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dule  composé ,  une  ligne  droite  tnatérielte ,  et  homogène ,  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  suspension,  les  longueurs  des  différentes  parties  de 
cette  ligne  pourront  représenter  leurs  masses,  et  ç  étant  la  distance  de 
Télément  de  masse  d^,  h  Taxe  de  suspension,  on  aura,  en  désignant  la 

longueur  totale  du  pendule  par /-j  a' +^' = -^î- — i— =: -j-/*,  l'inté- 
grale étant  prisé  dans  l'étendue  entière  de  r}  l'intégrale  X('np),  prise 
dans  la  même  étendue,  est  ~r^,  et  la  somme  des  quantités  de  mou- 
vement eflectives,  lorsque  le  centre  de  gravité  est  descendu  de  la  hau- 
teur )7,  est  I  — ~ —  \ —ou  /I/  — gii%  d'un  autre  côté,  on  a 


réduit  ■^/■J/'^,  vu  que  «  =  7/-.  Le  rapport  ■^— -l-^^se  réduit  à. 


(l'intégrale  étant  prise  dans  l'étendue  entière  du  corps)  valeur  qui  se 

|'J/f  =  //|f,  quantité  plus  petite  que  l'unité,  airisi  la  somme  des 
quanlités  de  mouvement  simples  ,  perdues,  excède  la  somme  des 
quantités  de  mouvement  gagnées  ,  la  compensation  ,  à  cet  égard ,  n'est 
pas  complète. 

iioi.  II  n'en  sera  pas  de  même  si  on  substitue  à  la  somme  des 
quantités  de  mouvement  simples  S  {mt^^h)  que  les  molécules  nt 
gagneraient,  en  descendant  librement  des  hauteurs  A,  la  somme  des 
forces  vives j  S{igfn/i)  qui  seraient  engendrées  par  les  mêmes  des- 
centes libres;  cette  dernière  somme  est  égale  à  la  somme  des Jbrces 
vives  effectives ,  en  sorte  qu'à  cet  égard  la  compensation  des  pertes 
et  des  gains  est  exacte  dans  tout  le  système.  En  effet ,  on  a,  par  la 
propriété  du  centre  de  gravité,  S  (igmk)  ou  2g2!{mh)=^s.gMï!, 
et,  d'une  autre  part,  ta  somme  des  foires  vives  effectives  a,  pour  valeur, 

2  i^mf^  )  =  — a^— vâ"  ^  (  "  f  *  )  >  quantité  qoi  se  réduit  k  a  MgT; , 

en  substituant  à  ^(nï^ ')  sa  valeur  Af  («*  4  ^'),  et  qui.  est  identique 
^vec  la  première. 
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1 102.  Une  autre  propriété  du  pendule  composé  est  la  réciprocité  de 
l'axe  de  de  suspension  et  d'un  axe  qui  lui  serait  parallèle,  et  qui  pas- 
serait par  le  centre  d'oscillation,  c'est-à-dire,  l'égalité  des  longueurs 
des  pendules  synchrones,  lorsqu'on  emploie  l'axe  de  suspension  dans  hi 
position  qui  lui  a  été  assignée  ci-dessus,  ou  lor^u'on  lui  substitue 
un  axe  passant  par  le  centre  d'oscillation,  les  deux  axes  étant  supposés 
parallèles  et  compris  dans  le  plan  qui  renferme  le  premier  axe  et  Iç 
centre  de  gravité;  pour  démontrer  cette  réçiprocilé ,  il  faut  adapter 

rexpressîon  a  +  de  la  longueur  du  pendule  synchrone ,  qui  a 

lieu  lorsque  l'axe  de  suspension  est  à  ta  distance  a  du  centre  de  gra- 
vité ,  au  cas  oîi  cette  distance  serait  celle  du  centre  de  gravité  au  centre 
d'oscillation  et  deviendrait,  par  conséquent ,  ,..,....,., , 

fl  +  —  —  a,  ou ;  substituant  donc à  Uj  dans  a  -|-  -~—  , 

fz  ^  a  a 

k^            ak*             k* 
cçtte  expression  devient \-      j^  =; -J-  aj  ainsi  une  mémç 

longueur  À,  de  pendule  synchrone  ,  convient  et'à  l'axe  placé  à  une 
distance  a  f]u  centre  de  gravité,  et  ^  une  autre  axe  placé  à  une  dis- 
tat)ce  2.  —  a  de  ce  centre,  parallèle  au  premier,  et  sitiié  avec  l«i  dam 
un  plan  passant  par  le  centre  de  gravité. 

iio3>  Un  axe  sifué  flans  le  même  plan  que  les  axes  réciproques 
dont  je  viens  de  parler,  qui  leur  serait  parallèle,  et  qui  traverserait  le 
cqrps,  du  côté  opposé  à  celui  de  l'axe  primitif  de  suspension,  par 
rapport  au  centre  de  gravité,  à  la  distance  a  de  ce  centre,  gérait  évi- 
demment syncl^rone  aMx  ^eqx  axes  réciproques,  puisque  la  position  de 

son  centre  d'oscillation  se  déterminerait  par  la  même  formule  A^^a  H — .- 1 
'  a 

cet  axe  aurait  aussi  son  réciproque,  ainsi  voilà,  dans  le  plan  qui  ren^ 

ferme  l'jixe  de  suspension  primitjf  et  le  centre  de  gravité,  quatre  axe$ 

synchrones;  mais  on  s'assurera  aisément  qu'il  y  a  uiie  infinité  d'autres 

axeç ,  dans  différons  plans,  qui  donnent  tous  une  même  valeur  de  la 

longueur  du  pendule  synchrone-  En  effet,  A'  se  rapportant  à  une  ligne 

^e  position  déterminée  par  rapport  au  corps  et  passant  par  son  centre 

do 
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de  gravité,  prcnonscette  ligne  pour  axe  de  deux  suffaMS  cylindriques, 

k  bases  circulaires,  dont  l'une  aurait  a^  et  l'autre pour  rayons, 

chacune  des  génératcices  de  ces  deux  surfaces,  employée  comme  axe 
deeuspension,  répondra,  d'après  ce  qui  précède,  à  upe  môme  longueur 

a  + du  pendule  synchrone, 

1 104.  Voici  des  propriétés  encore  plus  générales.  Soient  a.  If  et  y 
tes  angles  formés  par  )a  droite,  parallèle  k  Vajfç  de  suspepsion  qui 
passe  parle  centre  de  gravité,  et  par  le»  axes  principaux  du  corps,  rap- 
portés au  même  centre ,  et  soient  de  plus  fu' ,  a/'  et  et'"  \es  momentfi 
d'inertie  respectifs  par  rapport  k  chacun  de  ces  axes,  on  aura,  art.  IQ7^, 

jtf  A *'==  Gf'  COS.  ci  +  m" Cps-  ^+  .fi»'"CD8.y 

ce  qui  change  l'équation  -î  ^  «  +  — : —  ,  en 

...                    1           1     «'cos.a +  (»"co8.^+ ©"'cos.j' 
^'' >!-<■  +  .-. -^ 

les  quantités  «',«'',  «"'  et  M'ont  des  valeurs  dépendantes  uniquement 
de  la  constitution,  du  corps,  et  les  quantités^,  «z^  a,  Stty  sont  seules 
susceptibles  de  changement;  on  a,  entre  les  trois  demitres,  la. relation 
cos,3  a +  eqs.'^+eoB>}'s=:i.Or,quelle  que  soit  la  poùti(»i,  par  rapportai! 
corps,  de  la  ligne  passant  par  le  centre  degravité  et  parallèle  &  l'axe-de  sus- 
pension, si  cette  position  est  donnée,  on  aura  une  longueur^  du  pendule 
synchrone,  pareillement  donnée,  en  déterminant  a  par  l'équation 
-  (fi»' COS.  a  +  cï"co8.rf  +  o"'cos.y)  :  M-^aX  +tf*  =  p.  Il'  y  *.  donc 
une  infinité  de  surfaces  cylindriques,  de  différents  rayons,  dont  tous 
les  axes  se  coupent  au  centre  de  gravité,  et  dont  toutes  les  génératrice^ 
peuvent  être  des  axejs  de  suspension  correspondants  à  une  même  Ion- 
gueurde  pendule  synchrone.  {Fojreif  sur  cette  matière,  un  Mémoire 
de  M.  Biot,  publié  dans  le  XIII*  cahier  du  Journal  de  l'École  Poly- 
technique.) 

iio5.  Oo  peut  se  demander  sous  quelles  conditions  la  longueur  du 
pendule  synchrone  sera  uii  minimum^  en  supposant,  pour  fixer  les 
iàées,  que  les  oscillations  de  ce  pendille  «>nt  très-petites,  ouque  leurs 
f  43 
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durées  ne  dépendent  pas  de  leurs  amplitudes,  a,  a.  Set  y  étant  considérées 
comme  les  variables  ;  l'existence  du  minimum ,  par  rapport  à  a  ^  est  mani- 
feste puisque  ^==90,  soit  qu'on  fasse  o=£0,  soit  qu'on  fasses  as  90  ;eDSuiie 
soit  o'  la  plus  petite  des  quantités  a/,  w"  et  o'",  le  minimum  du  a™". 
membre  de  l'équation  (/)  de  l'article  précédent,  considéré  par  rapport 
aux  variables  a ,  Set  y,  et  dans  l'hypothèse  de  a  constant,  sera  immédiate- 
ment obtenu  en  faisant  a=-o,  S=:x^,  y=î^ »  et  ce  a*"",  membre 

deviendra,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  o  +  — ;;-  ;  il  ne  restera 

donc  plus  qu'à  égaler  h  zéro  la  dilTérentielIe  de  cette  expression ,  prise 

.,                       g/ M  l/b" 

par  rapport  a  a^  ce  qui  donnera  i — —  =  o  et  a  =  t/  ~. 

Ainsi  l'axe  de  suspension,  qui  jouit  de  la  propriété  cherchée,  est  pa- 
rallèle à  celui  des  axes  principaux,  passant  par  le  centre  de  gravité, 
auquel  se  rapporte  le  plus  petit  moment  d'inertie,  et  la  distance  entre 


y-^- 


ces  deux  axes  est  égale  à 

1106.  Je  vais,  maintenant,  démontrer  la  formule  que  j'ai  donnée, 
art.  io56 ,  pour  déterminer  le  moment  d'inertie  rapporté  à  un  axe 
passant  par  le  centre  de  gravité,  lorsqu'on  connaît,  par  l'observatit»!, 
le  nombre  d'oscillations, très- petites,  que  fait  le  corps,  dans  uo  temps 
donné,  autour  d'un  axe  horizontal  parallèle  à  celui  dont  je  viem  de 
parler,  et  qu'on  a  mesuré  la  distance  a  entre  les  deux  axes.  Soit  s  le 
nombre  d'oscillations  pendant  le  temps  T,  la  durée  d'une  oscillation 

sera  ~ — ,  et,  on  aura,  art.  966,  la  longueur  À  du  pendule  synchrone 

par  l'équation  —  =  jt!/  — ,  de  laquelle  on  tire  à  s=  — ^ ;  et, 

par  suites =saH ,etA"  =  al  — a    1;  multipliant 

^  »»jr>  a  V"**^*  } 

chaque  membre  par  M^  et  faisant  attention  que  M.h^  est,  ici,  l'équi- 
valent de'^(^'^)'à  l'article  cité,  on  retrouve  l'équation  de  cet  «ticle. 

1107.  Lorsqu'on  commença,  vers  l'année  1790,  à  s'occuper  de  la 
fixation  des  bases  du  nouveau  système  métrique  décimal,  la  mesure 
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de  la  longueur  du  pendule  simpk/  ^ui  bat  les  second»  «  (  1m  86400'^ 
ou  les  looooo*  du  joar  moyen)  fut  un  des  ôt^s  de  détetmî nation! 
qu'on  eut  parlitiiïiërénient  en  vue-;  je  cOïiCus,  à  cette  époque,  Viàéé 
de  substituer»  m  petit  corps,  suspend  &  un  fil ,  dont  On  se  servait  pouf  les 
expériences  relative*  k  cette  détefrainetioD,  ùh  cori^s  tolide  de  grandeur 
et  de  fîgiire  «bitraires,  c'est-à-dire,  dVtnpIoyer  ]b  pendule  composé 
au  lieu  du  pendule  simple.  Cette  préférence  avait,  pour  motifs  princi- 
paux, la  solidité  de  l'appareil,  la  possibilité  de  le  tranaptutcr,  au  loin,  sans 
qu'il  subisse  la  moindre  altération  »  de  remployer^  par  coitséquent^'à  ré* 
péter  les  expériences  à  différentes  latitudes,  et,  suf-tout»  eniiti^  l'excès 
très-comidérâble  de  la  durée  du  mouvement  d'uo  grand  corps  solide, 
mis  en  oscillation,  sur  la  durée  du  mouvement  oBcfUatoîre  d'une  petito 
sphî're  attachée  à  un  ilL  J'uî  éprouvé  qu'un  pendule  composé,  du 
poids  de  dix  Ji  douze  kilogrammes,  et  d'environ  un  mètrede  longueur,; 
pouvait ,  la  suspension  étant  faite  avec  beaucoup  de  soin ,  osciller 
pendant  le  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages  consécutif  d'un 
astre  par  le  même  méridien,  ou  pendant  un  jour  sydéral,  ce  qui  est 
une  propriété  fort  importante  dans  ce  genre  de  recherches. 

Pour  arriver  au  degré  de  précision  que  je  voulais  obtenir,  il  était 
nécessaire  de  rendre  les  mesures  et  les  calculs  indépendants  de  !a  connais- 
iiace,a pn'orijtatil  de  la  position  du  centre  degravité.que  delà  valeur  du 
moment  d'inertie  et  de  celle  de  la  force  accélératrice  due  k  la  pesanteur, 
de  manière  que  loutes  les  données  nécessaires  pour  arriver  au  résultat, 
pussent  être  obtenues  par  des  mesures  de  distances  entre  des'poinisdu 
corps,  extérieurs  et -apparents,  par  les  ol»ervatrons  de«  amplitudes  des 
oscillations  et  de  legrs  nombres  pendant  des  temps  donnés;  j'y  suis 
parvenu  en  adaptant,  au  corps,  trois  axes  de  suspension  parallèles  entre 
eux,  et  placés  de  manière  que,  lorsque  ce  corps  était,  dans  l'état  d'é- 
quilibre, retenu  par  l'un  des  axes,  ils  fussent  tous  trgis  dans  le  même 
plan  vertical. 

iic8.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  même  extrémilé  du 
corps  soit  constamment  l'extrémité  inférieure  lorsque  le  corps  est  sus- 
pendu à  l'un  quelconque  de  ses  axes ,  nommons  f ,  et  f„,  respectivement, 
les  distances  de  l'axe  supérieur  à  l'axe  moyen  et  à  l'axe  inférieur,  dis- 
tances qui  peuvent  se  mesurer  avec  la  plus  parfaite  exactitude,  s  la 
distance  ipcofinije  de  l'pxe  supépîfur  au  centre  de  gravité, «  le  moment 
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d'înertteparrapportàla  droite  horizontale  menée,  par  ce  centre^paralUIe- 
ment  aux  axes ,  et  fia  force  accélératrice  dueà  la  pesanteur,  laquelle  force 
est  censée  une  des  inconnues  du  problème;  t^termioant,  par  observation» 
les  temps  correspondants  à  des  nombres  donnés  d'oscillations  sur  chaque 
axe,  on  connaUra  pour  tes  axes  supérieur,  moyen  et  ioférieur,  respective^ 
ment,lesquantités»,',»„*etn„,*,dontchacunerepré8cnteunequantité»- 

de  la  forme — —  dans  laquelle  T  est  le  temps  employé  à  faire  un 

nombre  iV  d'oscillations  (on  suppose  que,  par  les  méthodes  connues, 
on  a  déduit,  des  observations  des  oscillations  d'amplitudes  finies,  les 
quantités  relatives  aux  oscillations  infiniment  petites)  et  jT  la  demi- 
circonférence  dont  le  rayon  =  i.  Le  produit,  par  f,  de  chacune  de  ces 
quantités,  représente,  art.  964,  la  longueur  d'un  des  pendules  simples 
synchrones  aux  trois  pendules  composés  ainsi  formés  avec  le  même 
corps,  et  on  a,  -. 

gn^f  =  z+  -£—  j  pour  l'axe  supérieur 


(>)• 


,  pour  l'axe  moyen 

— ^— T-i  pour  l'axe  inférieur  ' 
équations  desquelles  on  déduit  la  suivante, 

~^\S,'y,~S„'r,„  +  ^S,S„'„\  \  =0 (») 

en  faisant,  pour  abréger, 

"///* — "/*=''/!  "///' — "//*  =  ''//»  "//' — "/'  =  '//r 
Cetteéquation  donne  en  quantités,  toutes  connues,  la  distance  z  du  centre 
de  gravité  à  l'axe  supérieur.  Au  moyen  de  cette  distance,  et  après  avoir 
calculé  la  quantité  g,  par  l'équation 

'^' • '-  n„'S.+y,„^ 

on  déterminera  la  quantité  fi  par  l'équation 

(4) • •••^=»U»,'— 0 
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tton  aura  i".  toutes  les  données  nécessaires  pour  déterminer  les  longueurs 

i4*-i— >* — f/H — ■  '  ,•  .  et  t — ^„-\ C---_despendules8implea 

synchrooes  aux  trois  pendules  composés  dont  un  même  corps  tient  lieu ,  en 
oscillant  sur  chacun  de  ses  troisaxes  ;  a9.  La  valeur  de  la  force  accélératrice 
g  de  la  pesanteur,  ce  qui  peut  fournir  une  vëriHcation  curieuse  et  im- 
portante des  anciens  résultats  connus  sur  cette  valeur;  il  est  hors  de 
doute  qu'avec  un  pendule  dont  le  mouvement  peut  durer  24  heures, 
au  moins,  ces  diverses  déterminations  doivent  être  très* précises. 

Connaissantjparrobservîftion,  la  durée  yen,,  /fn,„  ou  :>r/z„,  d'une 
oscillation  d'un  des  trois  pendules  simples  synchrones  dont  on  vient  de 
déterminer  leslongueurs ,  en  fraction  ou  de  joursydéral  ou  de  jour  moyen , 
on  en  conclura  aisément^  art.  964,  la  longueur  du  pendule  simple  syn- 
chrone qui  bat  les  looooo*»  ou  les  86400"»  d'un  jour  moyen. 

1109.  J'ai  supposé  que  les  trois  axes  de  suspension  étaient  d'un 
même  côté  par  rapport  au  centre  de  gravité,  mais  il  peut  être  avan- 
tageux d'avoir  deux  de  ces  axes  respectivement  placés  près  de  chacune 
des  extrémités  du  corps,  et  qui  deviendraient,  alternativement,  axe 
supérieur  et  axe  inférieur.  Désignant,  par  ^„ ,  la  distance  entre  ces  axes 
extrêmes,  par  4",,  la  distance  de  l'axe  moyen  à  l'axe  extrême  qui  est 
du  même  côté  que  lui,  par  rapport  au  centre  de  gravité;  par  jf/i,*, 
gn„^  et  gn,„*  les  longueurs  respectives  des  pendules  synchrones  cor- 
respondants &  l'axe  extrême,  qui  est  du  Qiême  côté  que  l'axe  moyen 
par  rapport  au  centre  de  gravité,  à  t'axe  mojren ,  et  à  l'autre  axe 
extrême  ;  faisant 

.  on  a  l'équation  suivante  correspondante  à  l'équation  (a)  de  l'art.  1 107/ 
f     a' 1  »({•,•■-  +  ?»>■»,) 

liio.  11  est  facile,  en  plaçant  un  axe  de  suspension  près  de  chaque 
extrémité  du  corps,  de  s'arranger  de  manière  que  Je  centre  de  gravité 
se  trouve  exactement  au  milieu  de  ces  deux  axes;  cette  disposition  est 
tris-avantageuse^  abrège  et  simpliBe  considérablement  les  observation»^ 
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t  eat  alort  une  quantité  dow^t  et  \f9  K^les  încuonues  iki  probité 

tont  g  et  fi  qui  se  détermiDent  par  les  t'qualions 

ai  .-    &("-&)     _    C>,("-C») 

^' *     :,"„'—'',„      i>;—i:„n,„' 

(3) f,=  :ign,'-z) 

Après  quoi  on  calcule  aisément  les  longueurs  des  pendules  synchrone» 
correspondants  à  l'un  de»  axes  extrêmes  et  à  l'axe  moyen,  lesquelles  lon- 
gueurs ont,  pour  valeurs  respectives,  3  +  ~-f^  et  t — C/-] "     ■  . 

«  * — Ct 

.  J'ai  indiqué  les  mo)«DB  de  concilier,  avec  la  Condition  à  laquelle 
se  rapportent  ces  formule»,  celle  de  rendre  l'axe  moyen  )e  réciproque 
de  l'un  des  aies  ektrfa)e8;  j'emploie,  pour  les  ajustements  qu'exigent 
ces  diverses  conditions,  un  poids  curseur  dont  j'ai  exposé  k*  pro(>riéiés 
dans  un  mémoire  publié  avec  /a  Connaissance  des  Temps  dit  1817, 
et  dont  je  parlerai  en  traitant  du  mouveirieot  des  systèmes  de  ^mes 
variables. 

.  J'ai  lu,  pour  la  première  fols ,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
au  mois  de  mars  1793,  le  Mémoire  contenant  la  théorie,  les  propriétés 
et  l'usage  du  pendule  à  triple  suspension  dont  il  vient  d'étrequestioui 
la  description  et  les  dessins  des  appareils  étaient  joints  k  ce  mémoire 
que  je  destine  à  l'impression. 

Suite  de  ce  qui  a  été  dit ,  dans  la  première  lectlon  de  cette  Mooode  parde  du 
Cours  ,  aur  la  conformité  des  prîacipea  généraux  de  la  Dynamise  aux 
phénomèuei  ob>crv«i.- 

1 1 1 1 .  Les  expériences  qu'on  fait ,  avec  la  machine  d'Atwood ,  ont  déjà 
fourni  des  preuves  également  curieuses  et  importantes  de  la  conformité 
des  princi{}es  généraux  de  la  Dynamique  avec  les  phénomènes  ob- 
servés, et  ce  sont  les  premières  que  j'ai  fait  connaître  aux  élèves,  parce 
qu'elles  étaient  liées  aux  problèmes  de  la  communication  du  mouvement^ 
traités  dans  la  première  section;  mais  j'ai  dit,  art.  8i3,  que  le  mou- 
vement des  corps  célestes,  et  la  théorie  duj»endule  compofé,  fournissaient 
d'autres  vénfications  des  mêmes  principes,  extrêmement  précises  et 
concluantes,  dont  il  est  temps  de  parler. 

X^eg  lois  de  Kepler,  exposées  art.  88â,  ne  sont  autre  chose  que  des 
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données  de  fait,  c<Histatées  par  des  obeervations  auxquelles  oo  ne 
pourrait  opposer  aucune  objection  raisonnable.  La  première  et  la 
deuxième  de  ces  lois  supposent,  d'après  la  théorie ,  art.  840  et  841  « 
l'action  d'une  force  unique  émanant  du  centre  du  soiei);  onest  parti  de 
cette  induction  théorique  ,  tirée  àf^  faits  ,  pour  chercher  le  mode  d'ac- 
tion de  la  force  centrale  à  laquelle  sont  dus  les  phénomènes  observés, 
soumis  aux  deux  premières  lots ,  en  combinant  ces  lois  avec  d'autm 
pnncipes  de  dynamique,  aussi  purement  rationnels^  principes  qui  ont 
fourni  l'^équation  (a)  de  l'art.  887 ,  laquelle  est  déduite  de  l'expression 
générale  de  ta  vitesse,  art.  Sas,  qui  est  elle -mime  une  conséquence  ' 
immédiate  des  formules  générales  du  mouvement,  et  des  règles  établies 
sur  sa  décomposition.  On  a  conclu ,  de  ces  rapprochements ,  que  la 
force  centrale  était  réciproque  au  quarré  de  la  distance ,  et  voilà  un 
nouveau  fait,  une  nouvelle  loi  dont  celles  de  Kepler,  séparées  des 
considérations  théoriques, ne  nous  auraient  point  appris  l'existence;  et 
comme  tous  les  faits  célestes  connus,  depuis  Pantiquité  la  plus  reculée 
jusqu'à  nos  jours,  s'accordent  pour  prouver  que  cette  toi  est  vraiment 
observée  dans  la  nature,  on  ne  saurait  douter  que  les  principes  qui 
i'ont  ÎÀ\\  découvrir  ne  soient  aussi  des  lois  de  la  nature  ;  la  troisième  loi  de 
Kepler  donne  une  confirmation  de  cette  vérité,  Hëe  à  des  points  de 
théorie  et  de  faits  connus  des  élèves;  ils  ont  va,  art.  890.  qu'en  com- 
binant la  loi  dont  il  s'agit  avec  des  valeurs  purement  théoriques ,  dé- 
duites d'une  double  expression  de  la  force  centrale,  on  arrivait  à  celte 
conséquence  remarquable  que  la  force  accélératrice  résultante  de  l'actton 
d'uneplanètesurun  corpsou  point  matérieljétait  indépendante  delà  masse 
de  ce  corps,  «t  relative  seulement  à  la  distance,  et  les  expériences  du 
pendule  simple  ont  prouvé,  art.  969  et  970,  que  la  terre  agissait  de  cette 
numière  sur  tes  -corps  soumis  fa  son  attraction. 

Galilée  a  découvert  les  lots  du  mouvement  des  graves,  près  de  U' 
SuHàce  de  la  terre,  par  des  considérations  de  dynamique  absolument 
spéculatives;orce  grand  philosophe,  d'une  part,  n'avait  que  des  notions' 
très-incomplettes  sur  \n  valeurs  'absolues  des  quantités  qui  devaient 
donner  les  preuves  6e  fais  àe  sa  théorie,  et,  de  l'airtre,  H  ignorait  que 
la  mime  cauM  motrice  qui  détermine  la  chute  des  graves ,  à  ta  sut£K:e  de' 
la  terre,  retient  la  lune  dans  son  orbite;  les  preuves  defait-cnt  étéec- 
quises^  et  le  mouvement  de  la  lune  a  fourni  fa  Newton,  Brt.^4  et  933)' 
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■fia.  première  vérification  du  principe  de  la  pesanteur  universelle;  une 
théorie  qui  devine  ainsi  la  nature,  a  nécessai renient  ses  bases  dans  l|i 
pâture, 

1119.  Le  contenu  de  l'article  précédent  se  rapporte  k  l'action  isolée 
d'une  force  unique  sur  un  corps;  mais  une  partie  des  phénomènes  du 
système  du  monde  n'a  pu  s'expliquer  que  par  la  considération  des  actions 
simultanées  de  deux,  ou  un  plus  grand  noiiibre  de  forces,  sur  un  même 
corps,  et,  parmi  les  grands  problèmes  qui  exigent  celte  considération, 
je  citerai  celui  des  marées  dues  aux  actions  combinées  du  soleil.et  de 
la  lune  I  les  solutions  de  ces  problèmes  comportent  nécessairement 
l'applicatiop  des  principes  posés,  art.  718  ef  suivants,  sur  la  compar 
raison  des  forces  entre  elles,  et  la  conformité  des  résultats  théoriques, 
auxquels  on  parvient,  avec  les  phénomènes  observés,  est  une  garantie 
îissurée  de  la  vérité  dcg  principes  d'où  pn  est  parti  pour  obtepir  ces 
résultats. 

1 1 13.  Les  lois  de  l'équilibre  et  de  la  communication  du  mouvement 
entre  les  corps  qui  agissent  les  uns  sur  tes  autres,  par  chocs  ou  pres- 
sions j  ont  aussi  été  déduites,  art.  755  et  suivants,  des  principes  posés 
iurlesrapportset  sur  la  mesure  des  forces,  La  machine  d'Atwood  a  déj.a 
fourni  une  première  vérification  importante  de  ces  lois,  et  par  conséi- 
quent,  des  principes  qpi  leur  servent  de  base,  particulièrement  appli- 
cable aux  ca£  de  deux  corps  qui  ont  des  mouvements  Fectiligttes;  mais  - 
le  pendule  composé  offre  une  autre  vérification  très-remarquable,  ap- 
jflicable  au  cas  d'upe  infinité  de  corps  ou  points  rpalériels  qui  ont  des 
mouvements  circulaires;  les  phénomènes. qu'offre  ce  pendule  sont  les 
résultats  des  actions  réciproques  de  tous  ces  points  matériels  dont, 
(sauf  les  le^ceptioQS  trouvées,  art.  IQ97  et  1098)  chacun  prend  ua 
mouvement  différent  de  celui  qu^il  aurait  s'il  n'était  pas  lié  aux  autres; 
les  formules  par  lesquelles  oq  calcule  ces  phénomènes  «ont,  art.  1096 
et  suivants,  fondées  sur  les  lois  àç  la  communication  du  mouvement 
combinées  4vec  la  théorie  du  levier  ,  et  tout  le  monde  connàtt 
l'accord  rigoureux  de  ces  formules  avec  les  faits  observés.  On  a  vu,- 
article  iip6  et  suivants,  coniment,  par  une  disposition  particulière 
du  pendule  copiposé ,  le^  observations  faites  sur  un  même  corps  oscillant, 
de  grandeur  et  de  figure  quelconques,  pouvaient  donner,  avec  beaucoup 
^e  préçision,]fi  va]c«r  ^b^otue^  de  1^  fprce  flccéléfatriçç  4w  h  la  pesaoï- 
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teur;  cette  valeur  est  déterminée  par  le  pendule  simple,  c'est-ît-dire, 
par  le  mouvement  d'un  petit  corps ,  qu'on  pçtrt  regarder  comme  un 
point  matériel,  assujetti  à  parcourir  un  arc  dd  cercle  et  soumis  à  l'at- 
traction de  la  terre  ;  c'est  le  cas  d'une  force  unique  agissant  sur  un  point , 
matf'riel  isolé  ;  en  déduisant  cette  même  valeur  du  pendule  à  triple  sus- 
pension, dont  j'ai  parlé,  art.  1 107  et  suivants,  on  a,  dans  cette  manière 
de  l'obtenir,  les  considérations  combinées  du  mouvement  circulaire,  de 
l'attraction  de  la  terre  et  des  actions  réciproques  d'une  infinité  de 
points  matériels  liés  les  uns  aux  autres. 

Ces  divers  rapprochements,  sur  lesquels  je  n'ai  pas  besoin  d'entrer 
dans  de  grands  détails,  vu  l'avancement  actuel  du  cours,  réunis  à  ceux 
que  j'ai  déjà  présentés  aux  élèves,  art.  81  &  et  suivants ,  établissent  la 
vérité  des  principes  généraux  de  la  dynamique  et  de  la  mécanique  , 
en  général,  sur  un  ensemble  de  preuves,  tirées  de  l'observation,  qu'on 
peut  regarder  comme  équivalant  à  une  démonstration  ;  et  cependant 
je  n'ai  pu  indiquer  qu'une  bien  petite  partie  des  faits  qui  appuieraient 
cette  démonstration;  plus  on  observera  la  nature,  et  plus  on  y  recon- 
naitra  que  la  conformité  constante  des  phénomènes  aux  lois  reconnues 
sur  les  actions  des  forces  et  sur  la  communication  du  mouvement  eptro 
les  coTps,  n'a  aucupe  exc^tion. 


Du  moaTCnent  du  centre  de  gravité  d'un  iftténie  d«  corps,  ou  d« .point*  matév 
riels ,  d«  forme  varublc  ou  invariable..  Conjervatiou  du  mouvemeot  de  ca 
centre  et  de  la  lomrae  dei  momenli^  lort^ue  le  système  n'est  paj  lolUcité 
par  de*  forces  extérîejire;*, 

II 14.  J'ai  démontré,  art.  765  et  766 ,  une  propriété  du  choc,  tant  des 
corps  durs  que  des  corps  jouisant  d'un  degré  quelconque  d'élasticité, 
qui  est  liée  k  un  des  graiid»  principes  de  la  mécanique,  connu  sous  le 
nom  de  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  ^  principe 
qui  me  sera  bientôt  nécessaire  quand  je  traiterai  du  double  mouvement 
de  translation  et  de  rotation  d'un  corps  solide.  En  conséquence,  je  vais; 
le  démontrer  en  suivant  une  marche  de  raisonnement  et  d'analyse,  qui 
Ihe  permettra  d'étendre,  avec  facilité,  ma  démonstration  à  un  système, 
foit  invaiiable,  soit  variable,  et  soumis  à  des  conditions  quelconques, 
9u  pioyen  de  quoi  ^e  p'aprai  pas  besoin  d'y  revenir,  dans  la  quatrième 
>  44 
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section  de  cette  deuxième  partie  du  Cours ,  à  laquelle  la  démonstration  , 

dont  je  parle,  appartient  naturellement. 

Les  recherches ,  qui  vont  suivre,  comportent  l'application  du  prin- 
cipe général  du  mouvement  k  un  système  de  forme  variable  sous  des 
conditions  quelconques;  et  comme  l'emploi  de  ce  principe  consiste  k 
ramener  les  solutions  des  problèmes  de  mouvement  à  des  expressions 
de  conditions  d'équilibre,  je  dois  rappeler  aux  élèves  une  remarque 
qui  se  trouve  à  l'art.  385 ,  où  )*ai  fait  voir  que  dans  tous  les  cas  oii  des 
forces  sont  en  équilibre  sur  un  système  de  forme  variable,  elles  doivent 
satisfaire  aux  conditions  qui  s'appliquent  k  l'équilibre  d'un  système  de 
forme  invariable  égal  et  semblable  à  celui  dont  il  s'agit,  dans  l'état  oii 
l'ont  mis  tes  actions  des  puissances  qui  se  font  équilibre  ;  ces  forces 
doivent  donc,  dans  le  cas  où  le  système  est  libre  ,  satisfaire  aux  six 
équations  de  l'art.  346.  Mais  l'inverse  de  cette  proposition  n'a  pas 
lieu ,  c'est-à-dire  que  les  combinaisons  de  forces  desquelles  résulterait 
l'équilibre  dans  te  cas  de  l'invariabilité  de  forme  du  système,  ne  sont 
pas  toutes. propres  k  l'étaUîr,'si  cette  invariabilité  n'existe  pas. 

Dans  les  cas  les  plus  ordinaires,  les  conditions  d'équilibre  sont,  en  vertu 
du  principe  général  du  mouvement*  établies  entre  les  forces  motrices 
imprimées  et  celles  qui  ont  lieu  ,  sans  faire  entrer  les  vitesses  actuelle* 
dans  les  équations  qui  expriment  ces  conditions;  cette  manière  d'em* 
ployer  le  princrpe  général ,  ne  change  rien  aux  conséquences  à  tirer  de 
la  remarque  de  l'art.  385,  parce  qu'en  su[^osànt  l'équilibre  existant 
entre  les  forces  qui  font  varier  les  vitesses,  c'est  dire  que  ce»  force» 
ont,  entre  elles,  des  relations  telles  que  les  vitesses  n'éprouveront  aucun 
changement ,  par  leurs  actions ,  ce  qui  revient  à  dire  que  si  ces  vitesses 
n'existaient  pas,  tes  forces  motrices  se  contrebalanceraient  de  manière 
que  lé  système  resterait  dans  l'état  de  repos;  ainsi  ces  forces  motrices 
doivent  satisfaire  aux  six  équations  de  l'art.  346, comme  si  elles  pre- 
naient le  système  dans  l'état  de  repos. 

iii5.  Ces  préliminaires  posés,  je  rapporte,  an  bout  du  temps  t.  Ta 
position  d'une  molécule  quelconque  m  d'un  système  en  mouvement» 
de  forme  variable  ou  invariable,  k  trois  coordonnées  rectai^Iaires  x, 
^  et  2^'parallèles  à  des  axes  fixes,  et  désignant  par  a^  £  et  c  les  coor- 
données du  centre  de  gravité,  respectivement  parallèles  aux  Xj  aaxjr 
et  6va  Xj  .et  par  M,  la  masse  totale ,  j'ai  »  art.  277  , 
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^^(.rm).    .S{,rm)_  ^_ZUuj)  .  . 

différentiant  chacune  de  ces  équations,  par  rapport  au  temps,  et  divi- 
sant ses  deux  membres  par  dtj  il  vient 

Zf^i^)  X(^4-^  E(n.^\ 

IA\         ^a  _      V      ^^  J     dh  V      ^t  )     de  \       dt   ) 

les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  composantes  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité,  prises,  au  bout  du  temps /^  parallèlement  k  chaque 
axe ,  et  les  seconds  membres  sont  les  sommes  des  composantes  des  quan- 
tités de  mouvement  de  tout  le  système ,  prises  parallèlement  aux 
mêmes  axes.  Nous  arrivons  ici,  pour  un  système  quelconque,  au  même 
résultat  obtenu,  art.  765,  pour  deux  points  matériels  se  mouvant  sur 
une  même  ligne. 

Il  16.  Soit  m  une  des  moléculeà  du  corps  ou  du  système,  usavîtesse 
actuelle  dans  l'espace ,  ii ,  ^  et  /  les  angles  respectifs  que  la  direction  de 
cette  vitesse  forme  avec  les  axes  des  x^  des  y  et  des  ij  désignant  la 
masse  totale  par  M,  et  faisant 

Mda  _      ,    Mdb  ,    M  de   _ 

dt    ~'     ^      dt     '^     ^      dt     ~' 
au  moyen  de  quoi  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  direction  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  et  par  les  axes  des  x^  désuet  des  Zj 
auront  pour  expressions  respectives 

A  B  C 

y a»''-çb»\c»' '  yÂ^j^ws^ *  yi^+B^^c* 

les  équations  suivantes  donneront   les  sommes  des  composantes  des 
quantités  actuelles  de  mouvement  priées  parallèlement  aux  axes, 
(1). . .  S{mucos.  a)  =  Aj  S{mu  co».S)=:Bj  ^(mucos.y)  =  C 
et  en  représentant  par  Pj  Ç  et  R  les  sommes  respectives  des  mo- 
ITienls  par  rapport  aux  axes  des  x,  des  j-  et  des  s_,  on  aura 

{X\  mu(scos.S — ^^coB.j-)  \s=P 
S]  mu  (a?cos.y— scos.a)  \^Ç 
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G)iicevom  maînteDaitt  que  les  vitesses  u,  des  molécules  m^  viennent 
à  changer  instantanément  par  des  impulsions  ou  des  chocs  médiats  ou 
immédiats,  que  les  corps  du  système  exercent  les  uns  sur  les  autres,  et 
que  ces  vitesses  prennent  de  nouvelles  valeurs  u,,  faisant  avec  les  axeS 
des  Xj  y  ex.  i  les  angles  respectift,  a,y  S,,  y,\  en  vertu  du  principe 
général  du  mouvement ,  appliqué  conformément  à  la  remarque  de 
l'art.  384,  on  aura  six  équations  d'équilibre  entre  les  quantités  de  mou- 
vement mu  tt  les  quantités  de  mouvement  mu,  dont  les  trois  pre- 
mières seront 

Z  (/raucos.  «)  =  Z  (fliu^cos.a;) 
2^  {mu COS.  if)  =  2  {m u,co8.  ff,) 
S{mucoi.y)  =S{mu'  cos.y/) 
on  voit  par  ces  équations  que  les  quantités  ^j  B  et  C  conservent  les 
mêmes  valeurs  api*^  les  changements  survenus  dans  le  système  par  les 
impulsions  ou  chocs  exercés  par  les  corps  les  uns  sur  les  autres,  et 
qu'ainsi  la  vîtesse  du  centre  de  gravité  et  la  direction  du  mouvement 
de  ce  centre,  dans  l'espace,  n'éprouvent  aucune  variation. 

1 1 17.  Les  trois  autres  équations  d'équilibre  énonceraient  les  égalités 
entre  les  sommes  actuel  les  des  moments  des  quantités  de  mouvement  «OTj 
et  les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  u,m^  ceç 
dernières  sommes  reproduiraient  donc  encore  les  quantités  P,  Q  el  R 
sans  altération;  ainsi  la  somme  des  moments  est  aussi  conservée  après 
les  actions  réciproques  des  corps. 

Ces  diverses  conservations,  qui  ont  lieu  lorsque  les  vitesses  «  se 
changent  brusquement  en  «,j  auront  encore  lieu,  par  les  mf-mes  raisons, 
si  les  vitesses  //,  se  changent  de  la  même  manière  en  u,/,  par  le  seul 
elTet  des  impulsions  ou  chocs  exercés  par  les  corps,  les  uns  sur  les 
autres,  et  ainsi  de  suite. 

Les  théorèmes  de  cet  article  et  du  précédent  sont  les  généralisation» 
de  ceux  qui  ont  été  démontrés,  art.  766  et  769,  pour  le  cas  du  choc 
de  deux  corps. 

II 18.  Les  changements  des  vitesses  u  en  vitesses  u,,  dont  il  est 
question  dans  les  deux  articles  précédents,  se  rapportent  particuliè- 
rement aux  impulsions  et  aux  chocs  que  les  corps  du  système  peuvent 
exercer  les  uns  sur  les  autres,  et  qui  ne  sont  pas,  dans  leurs  effets, 
soumis  à  la  condition  de  la  continuité,  la  conservation  du  mouvement 
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du  centre  de  gravité  n'ayant  pas  besoin  de  cette  condition;  mus  on 
peut  supposer  que  ces  corps,  ou  une  partie  d'entre  eux,  ont  une  autre 
manière  d'agir,  les  uns  sur  les  autres,  en  vertu  de  forces  attractives 
ou  répols^es,  dont  les  effets  sont  soumis  k  ta  loi  de  continuité.  De 
pareilles  forces  seront  de  l'espèce  de  celles  qui  ont  Heu  d'astre  à  astre, 
dans  le  système  du  monde,  et  on  a  vu  ,  art.  916,  que  quels  que  soient 
les  rapports  des  masses  de  deux  corps,  qui  agissent  ainsi  l'un  sur  l'autre, 
les  forces  motrices  résultantes  de  cette  action ,  pour  chacun  d'eui, 
étaient  égales  et  de  signes  contraires;  ce  qui  revient  à  l'énoncé  du 
principe  de  l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction.  U  résulte  de  ià  que 
les  quantités  de  mouvement  tant  naissantes  que  finies,  engendrées  par 
deux  corps  ou  points  matériels  quelconques  du  système,  doués  de  ces 
forces  internes  et  les  exerçantl'un  sur  l'autre,  ne  doivent  point  paraître , 
ou  se  détruisent  (vu  leur  égalité  et  la  différence  de  leurs  signes)  dans  les 
expressions^  {ma  COS.  a),  S  {mu  cos.S),  X  (ma  cos.j-);  elles  n'ont 
.  donc  aucune  inflnence  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité;  leur 
influence  sur  la  valeur  de  la  somme  des  moments  est  pareillement 
nulle,  puisque  chaque  couple  de  ces  forces  motrices  égales,  de  signes 
contraires,  et  ayant  leurs  directions  sur  une  même  ligne  droite,  donne 
un  moment  égal  à  zéro. 

1119.  L^s  théorèmes  et  les  formules  des  articles  précédents  s'appli- 
quent, visiblement,  au  cas  où  tes  changements  produits  dans  les  vitesses, 
par  des  causes  internes,  sont,  ou  ne  sont  pas,  soumis  à  la  loi  de  conti- 
nuité; mais  comme  on  a,  dans  tous  les  cas,  à  un  instant  quelconque, 
pour  l'une,  en  général,  des  molécules  m  du  système, 


dx  ^       dy  dz 

— ;— ,  Mcos.  o  =. — f-,  u  cos.y  =  —  . 

dt  dt  ^         dt 

les  équations  de  l'article  1 116  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


w- 


dy—yds)  [  _ 


=/> 


m  (xdi  —  »d.T)   ( 


posant  1rs  valeurs  suivantes. 
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les  équations  (i) deviennent,  la  masse  totale  continuant  à  être  repré* 
semée  par  Jtf, 


(3). 


+  <=#> 


soient,  x,jj^,  et  s,,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  ce  qui  donn* 
'^{md^)  =  o,^{mdj)=o,  i^(md^)^o,  en  faisant  attention  que, 
dans  foute  l'étendue  du  système,  les  d^,  dri  et  di^,  à  ufl  instant  déter- 
miné, se  rapportent  à  une  même  valeur  de  dt,  on  aura 

dx,    _    A        dj,    _     B  ;     dz,    '__    C 


T  à  l'article  cité. 


da      db       de 
di'    dt 

\is.o.  Supposons  maintenant  que  des  forces  extérieures,  soumises  à 
)a  loi  de  continuité,  agissent  sur  le  système ,  et  qu'en  vertu  de  ces 
forces,  une  moléciile  quelconque  m  acquerrerait,  si  elle  était  libre, 
des  quantités  de  mouvement  élémentaires  mj^^dt,  mf„dt,  mf„fdt, 
dans  des  sens  respectivement  parallèles  aux  Xj  taxx^y  et  aux  ^,  on  aura, 
(dans  l'hypothèse  de  dt  constant)  par  le  principe  général  du  mouve- 
ment, et  d'après  la  remarque  de  l'art.  884,  les  équations 

les  équations  (  i  )  comparées  avec  les  équations  (  i  )  de  l'article  précé- 
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dent,  dans  lesquelles  Aj  B  ci  C  sont  devenus  des  quantités  variables, 
donnent 

(3). . .  Z(./,)  =  ^Mn,f„)  =  ^,  Zi.f,,,)  =^ 

les  expressions  • — ^—-df,  — Hv  ■-  ^h  — >-;,Y"<-dt,  sont  le»  va- 
'  M  M  M 

nations  élémentaires  des  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité 

prises  parallèlement  aux  axes  coordonnes. 

Qu'on  fasse  dans  les  équations  (i)  et  {%),f,^o,f,'^o,J',„-=Q, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  qu'on  suppose  que  le  système  se  meut 

en  vertu  d'impulsions  initiales  sans  être  sollicité  par  aucune  force  ex/e- 

rieurcj  et  qu'ensuite  on  intègre  par  rapport  au  temps,  on  retrouvera 

les  sommes  constantes  de  l'art.  1119,  et  on  pourra  remarquerque  les 

équations  (a)  de  cet  article  expriment  également,  et  que  les  sommes 

des  moments  sont  constantes,  et  que  les  aires  décrites  pendant  un  temps 

quelconque,  sont  proportionnelles  à  ce  temps,  ce  qui  redonne,  dans  le 

cas  le  plus  général,  l'analogie  entre  les  moments  et  les  aires  que  j'ai  déjà 

fait  remarquer,  art.  200  et  &38. 


Application  de  la  théorie  précédente  au  mouvemeot  d'un  corps  lolida  d« 
.  forme  inrariabU. 


iiar.  Je  suppose  qu'un  corps  solide  de  forme  invariable  reçoive  h 
différents  points  de  sa  masse,  et  dans  différentes  directions,  des  impul- 
sions dont  chacune,  si  la  masse  entî&re  du  corps  était  coqcentréc  dans 
son  point  d'application,  lui  communiquerait  une  quantité  de  mouve- 
ment que  je  représente  par  le  signe  géttéri<}ue  Kj  en  dési^ianf,  paroj 
b  et  Cf  les  angles  respectifs  que  forme  sa  direction  avec  les  axes  des 
Xj  j  et  t,  ce  corps  n'étant  sollicité  par  aucune  puissance  extérieure, 
on  aura  îmmédiateméntj  par  les  formules  d^  art-  iipet  \\S.o  j  les 
composantes  de  la  vitesse  uniforme  du  mouvement  r¥cti)iglie  du  centre 
de  gravité,  prises  parallèlement  aux  axes,  qui  auront  pour  valeura.'en 
faisant,  pour  abréger,  5  (K  cos.  a)  =  y/^-  2;(K  çqs.  b)  =.  B  j 
S  {K COS.  c)=C 
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Parallèlement  à  l'axe 


desir -â- 

M 

^''^ -M 

^"^ -M 


l 

et  en  représenlant,  par  /t"  la  somme  des  qiiarrés  des  numérateurs  de 
ces  fractions,  on  aura  les  valeurs  suivantes  des  cosinus  des  angles  rcs- 
pectift  formés  par  la  direction  du  njouvement  du  centre  de  gravité  et 
par  les  directions  des  -Vjjr  et  z 

A        B        C 
R   '    R   '    R 

Ces  déterminations  sont  absolument  les  mêmes  que  s'il  s'agissait 
d'un  point  matériel  dont  la  masse  serait  égale  k  M,  recevant  immédia- 
tement toutes  les  impulsions  K,  dans  dés  directions  parallèles  à  celles 
que  ces  impulsions  ont  dans  l'espace. 

II 22.  Rien  n'est  donc  plus  aisé  que  de  connaître  le  mouvement  du  - 
centre  de  gravité,  lorsque  les  caases  motrices  qui  déterminent  ce  mou- 
vement sont  données,  tant  dans  le  cas  où  ces  causes  motrices  sont  des 
impulsions  Initiales  communiquées  une  fois  pour  toutes ,  que  dans  celui . 
oii  le  corps  est  sollicité  par  des  forces  b  actions  continues.  On  a  vu, 
art.  iiao,  comment,  dans  le  second  cas,  on  déterminait  la  variation 
du  mouvement  de  ce  centre  due  aux  actions  «Jes  puissances. 

En  me  bornant  à  la  considération  du  mouvement  résultant  unique- 
ment des  impulùons  initiales,  je  remarqge  qqe  ces  formules  qui  rendent 
ai  faciles  les  calculs  relatifs  4u  centre  de  gravité  n'apprennent  rien ,  en 
général, 4ur  le  mouvement  des  autres  points  dq  corps,, excepté  dans 
une  seule  circonstance  sur  laquelle  il  faut  d'abord  fixer  l'attention  des 
élèves.  Supposons  que  toutes  les  impulsions  K  aient  une  résultante 
unique,  que  je  désigne  par  R,  (on  a  vu,  art.  353,  l'équation  qui  doit 
ttre  satisfaite  pour  que  cette  condition  ait  lieu)  et  que  cete  résultante 
unique  passe  par  le  ceptre  de  gravité ,  je  dis  que,  daqs  ce  cas,  l'im- 

pukion  R  qui  imprimera  une  vitesse--— ,  au  centre  de  gravité,  paraltè* 

Jument  h.  une  ligne  de  position  détermina  dans  l'espace,  imprimera  la 
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inème  vitesse ,  paraltèlement  à  la  même  ligne ,  à  chacune  des  molécules 
du  corps.  Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarque  qu'on  obtiendra 
le  même  eflet  en  donnant  au  corps  une  impulsion  B  par  son  centre  de 
gravité,  ou  en  donnant,  à  chacune  de  ses  molécules  nij  une  impulsion 

m  dans  une  direction  parallèle  à  celle  de  B,  car,  i"  la  résultante 

de  toutes  les  puissances  parallèles  — ~m,KTa~S (m),  oa-r-i..  M  ==Rj 

a",  cette  résultante  sera  dirigée  par  !e  centre  de  gravité ,  car,  en  faisant 
passer,  parce  centre,  un  plan,  de  position  quelconque,  dont  la  distance, 

à  la  molécule  OT,  serait  ^,  le  moment  2 1  -jrf-f"^  l*"""*/  ■^('"if) 
serait  égal  h  zéro.  Or  l'effet  des  impulsions  -r^  m  est  de  donner  k  toutes 

les  molécules  m  une  même  vitesse -7;  ,  qui  est  aussi  la  vïfesse  imprimée 

au  centre  de  gravité  par  leur  résultante;  chacune  d'elles  prendra  donc 
cette  vitesse  commune,  sans  être  gênée  par  sa  liaison  avec  les  autres 
molécules,  ou  de  la  même  manière  que  si  elle  était  libre,  tous  les 
points  du  corps  se  mouvant  dans  des  directions  parallèles  arec  la 
vitesse  commune. 

I  ia3.  Lorsque  les  impulsions,  données  au  corps,  ne  pourront  pas  se 
composer  en  une  résultante  unique,  ou  lorsque  la  résultante  unique, 
s'il  y  en  a  une,  ne  passera  pas  le  centre  de  gravité,  les  autres  points 
du  corps  auront,  en  général ,  des  mouvements  susceptibles  d'une  infinité 
de  modifications  indépendantes  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
ou  n'ayant  aucune  influence  sur  ce  mouvement.  C'est  une  proposition 
très-importante,  et  fondamentale  en  mécanique,  qu'il  est  convenable 
de  démontrer  par  des  raisonnement»  élémentaires. 

Je  reprends  les  valeurs  des  moments  de  l'art.  1119, 


„  (  m(a!df—sdx)\  _ 

^\ 2Ï 1  =  ^ 
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,  les  coordonnées  du 


désignant,  comme  à  l'art,  cité,  par  x,jj>',j 
centre  de  gravité,  et  posant  les  valeurs, 

^^^f  +  SiJ—J'f+tii  —  x.+  Ç 
les  expressions  de  P^  Ç  et  R  deviennent,  en  faisant  attention  que  les 
^ ,  ri  et  ^  ont  leur  origine  au  centre  de  gravité ,  ce  qui  donne 

i:{mdr)  =  o 


(0- 


M{s,dy,~j,dz,)   .   2:\m{i:dn~nd0\ 


dt 

M(x,ds,- 


dt 


=  P 


i,dx,) 


di 
M(jy,dx, — sc^dy,'] 


dt 


Z\m{SdK~Kà^)\    _^ 
'^  dt  ^ 

.     J^\m{nd^~Zdn)\  .  _„ 


dt 


Je  pub,  maintenant,  sans  nuire  à  la  généralité  des  résultats ,  supposer 
que  lorsque  les  impulsions  K,  ou  leurs  équivalentes  A,  Zfj  C,  ont  été 
données  au  corps ,  l'origine  commune  des  Xjy,  i,  ^nytp  ^i  «tait  placée 
au  centre  de  gravité;  d'après  cette  bypotbèse  les  axes  des  ^,  n  et^aat 
dû,  dans  leurs  positions  initiales  ,  se  confondre  avec  ceux  des  x,  y  et  z, 
au  même  instant  oii  on  avait  aî,  =  o,,  jK;  =  o.  */'='0»  et  la  ligne 
droite  que  décrit  le  centre  de  gravité  passe  par  l'origine  commune  de 
s«3  coordonnées  x,)^,,  %,  ce  qui  donne, 

dy,        y,    '   dz,  z,      dx,  __  */     , 

dSf     ■    a,    ^'  dXf        .v/'   dy,        y, 
et  réduit  à  zéro  les  premiers  termes  des  premiers  membres  des  équa- 
rion3(i)  ci -dessus. 

On  a ,  ainsi ,  tant  pour  le  mouvement  du  centre  de  gravité  que  pour 
celui  des  autres  points  du  système,  les  six  équations 


(=>)• 


■{-^  = 


■A; 


.  dt 
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(3). 


de 


dt 
X\m{nd^~^dn)\ 


dt 

)es  trois  premières  se  rapportent  exclusivement  au  mouvement  parti- 
culier du  centre  de  gravité ,  ou  au  mouvement  de  translation  générale 
du  corps  ;  les  trois  dernières ,  qui  ne  renferment  aucune  quantité  relative 
à  des  points,  lignes  ou  plans  fixes,  pris  dans  l'espace,  ne  peuvent  être 
applicables  qu'aux  distances  instantanées,  des  molécules  m.)  à  trois 
plans  passant  par  le  centre  de  gravité,  mobiles  avec  lui  et  parallèles  aux 
plans  fixes  des  3:y>  xt  etj-zj  elles  se  rapportent  donc,  exclusivement, 
aux  mouvements  de  ces  molécules  m  autour  du  centre  de  gravité. 

Ainsi  j4j  B,  C,  peuvent  avoir  desvaleurs  entièrPhient  arbitraires,  P,  Q 
et  R  ayant  des  valeurs  déterminées,  et  réciproquement  On  conçoit, 
en  effet,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  précédemment,  que  si,  par 
exemple,  on  donne  au  corps  une  impulsion  dirigée  sur  son  centre  de 
gravité,  il  en  résultera  une  certaine  vitesse  de  ce  centre,  dont  la  valeur 
est  déterminable  à  volonté,  et  qui ,  art.  1122,  laissera  $,  n  et  i^  dans 
leur  état  initial,  de  manière  que,  si  le  corps  ne  recevait  que  cette  im- 
pulsion, on  aurait  d^=o,  drj^^o,  d^=o\  mais  on  peut,  en  même 
temps,  donner  au  corps,  d'autres  impulsions,  par  couples,  telles  que 
+  K.,,  — Kf\  +  Kf,,~~Kf,;  etc.  Les  directions  des  deux  impulsions  de 
chaque  couple  étant  parallèles,  et  à  une  distance  finie  l'une  de  l'autre, 
ce  qui  introduira  dans  Pj  Q  et  R  des  quantités  arbitraires  qui  ne  se 
trouveront  pas  dans  j4j  B  et  C. 

1124.  L'indépendance  du  mouvement  de  translation  du  centre  de 
gravité  et  du  mouvement  gyratoire  du  corps  autour  de  ce  centre  se 
trouvent  ainsi  très -rigoureusement  démontrés;  maïs  comme  on  ne 
saurait  jeter  trop  de  jour  sur  une  matière  aussi  importante,  je  vais 
donner  encore  une  marche  de  raisonnement,  fort  simple,  pour  ramener 
ces  impulsions  initiales  à  des  impulsions  équivalentes,  qui  rendent  par- 
faitement sensible  et  évidente  l'indépendance  établie  dans  l'article 
précédent. 
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Soit  K  l'une  quelconque  des  impulsions  K, ,  K,, ,  etc.  donnée 
au  corps  k  une  distance  A  du  centre  de  gravité  ;  je  mène  ,  par 
ce  centre,  une  perpendiculaire  sur  la  direction  de  Kj  que  je  prolonge, 
de  l'autre  côté  du  même  centre  par  rapport  au  point  d'application 
de  K,  d'une  quantité  =  ij  j'applique,  k  l'extrémité  de  ce  prolonge- 
ment,deux  forces  opposées,  parallèlesà  K,  égales  entre  elles  et  k^Ki 
je  compose,  ensuite,  celle  des  forces  qui  agit  dans  le  même  sens  que  K, 
et  la  moitié  de  K^  en  une  impulsion  Kj  passant  par  le  centre  de  gravité, 
et  je  ramtïne,  ainsi,  l'impulsion  Kj  donnée  à  un  point  quelconque  du 
corp,  à  trois  forces  dont  l'une,  dirigée  sur  le  centre  de  gravite,  fournit 
des  termes  à  ^^  B,  C,  sans  rien  fournir  à  P_,  Q,  R  (ce  centre,  dans 
sa  position  initiale,  est  à  l'origine  commune  des  x,^,  z,  x,}^,,  z,') 
les  deux  autres  formant  une  couple  de  forces  dont  les  composantes 
entrent  dans  P^  Ç  et  R  et  n'entrent  pas  dans  ^,  B,  C.  Chacune  des 
impulsions  Kfj  K,,  etc.  est  susceptible  d'une  décomposition  pareille, 
et  si,  à  l'instant  où  le  corps  reçoit  ces  impulsions,  son  centre  de  gravité 
se  trouve  retenu  par  un  obstacle  fixe,  la  résistance  de  cet  obstacle  re^ 
présentera  une  de  ces  forces  dont  jé^  B,  C  peuvent  se  composer  ex- 
clusivement sans  que  le  mouvement  gyratoîre",  dû  à  Pj  Ç,  R,  en  soit 
attiré  ;  si,  au  contraire,  laissant  le  centre  de  gravité  libre,  on  traverse 
le  corps  par  deux  lignes  matérielles,  ou  axes  fixes,  parallèles  k  la  ligne 
que  le  centre  de  gravité  doit  suivre ,  et  le  long  desquels  ce  corps  soit 
assujetti  à  glisser,  ta  résistance  par  laquelle  les  axes  fixes  empêcheront  le 
mouvement  gyratoïre  du  corp  autour  de  son  centre  de  gravité  d'avoir 
lieu,  pourra  être  assimilée  à  l'action  d'une  couple  de  forces  qui  pro* 
duiralt  le  même  effet  que  cette  résistance,  mais  sans  rien  changer  au 
mouvement  exprimé  par  les  équations 

Mdx,  _         Mdj;  _„    Mdz,  _„ 
dt      '^      *      dt     ~     ''      dt     ~    ' 

Ces  raisonnements  se  lient  à  la  théorie  des  couples  dont  j'ai  démontré 
les  principales  vcrités'dans  la  première  partie  du  cours  ;cettte  théorie 
est  due  à  M.  Poinsot,  membre  de  l'Institut,  mais,  long-temps  avant  la 
publication  de  l'ouvrage  de  ce  savant,  j'avais  employé  la  ccmsidération 
de  ces  mêmes  couples  pour  expliquer  et  démontrer  l'indépendance  de» 
mouvements  de  translation  et  de  rotation  des  corps  solides. 
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II35.  Le  résultat  de  ce  qui  a  été  dit  depuia  l'art.  1121,  peut  être 
ainsi  àioncé. 

M  Si  un  corps,  d'une  masse  Jl/^  solide,  libre,  et  qui  n'est  sollicité  par 
n  aucune  puissance  extérieure,  reçoit,  à  diflTérents  points,  des  împut- 
«  sions  finies,  en  nombre,  intensités  et  directions  quelconques,  son 
«centre  de  gravité  prendra  un  mouvement  de  translation  identique 
«  avec  celui  dont  se  trouverait  animé  un  point  matériel,  d'une  masse 
«  =Mj  auquel  ca  diverses  impulsions  seraient  données  dans  des  direc- 
«  directions  parallèles  à  celles  qu'elles  ont  à  leurs  points  effectifs  d'ap- 
«  plication,  et  les  différents  points  du  corps  se  mouvront  autour  du 
«  centre  de  gravité,  comme  ils  l'auraient  fait  si,  \k  l'instant  où  les  im- 
«  pulsions  ont  été  données,  ce  centre  eut  été  un  point  fixe.  » 

1 1&6  Le  mouvemfnt  d'un  corps,  tel  que  je  viens  de  le  considérer, 
offre  trois  quantités  constantes,  savoir,  la  vitesse  du  centre  de  gravité^ 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  molécules  et 
la  somme  des  aires  engendrées  pendant  un  élément  de  tempe  dt,  les  dt 
successifs  étant  supposés  égaux  entre  eux,  et  on  peut  remarquer  que 
les  conditions  de  l'équilibre  sonE  celles  qui  expriment  que  la  première 
de  ces  sommes  constantes  et  l'une  quelconque  des  deux  autres  sont 
égales  à  zéro. 

Détermination  de>  choca  exercé*,  contre  un  axe  fixe ,  en  verlu  des  impul- 
sion) données  &  un  corps  Miujetti  &  tourner  autour  de  cet  axe.  Conditions 
d'après  lesquelles  il  ne  résulte,  des  chocs  donnés  au  corps ,  aucun  choc  sur 
l'axe.  Théorie  générale  du  centre  de  percussion. 

1127.  Un  corps  solide, de  forme  invariable,  étant  assujetti  à  tourner 
autour  d'un  axe  fixe,  et  tes  positions  de  chacun  de  ses  points  étant  dé- 
terminées par  des  coordonnées  rectangulaires  Xjy  et  Zj  je  prends  l'axe 
de  rotation  pour  axe  des  ij  ce  corps  dont  je  représente  la  masse  par  M, 
estsupposé  recevoir  une  impulsion,  que  je  désigne  par/*^*  ainsi,  d'après 
les  notions  précédemment  établies,  P  est  la  quantité  de  mouvement  que 
recevrait  la  masse  M,  si ,  réduite  à  un  point  matériel,  ta  cause  motrice, 
à  laquelle  Pest  due,  agissait  immédiatement  sur  elle.  Je  mène,  par  la 
direction  de  Pj  un  plan  parallèle  à  t'axe  de  rotation,  ou  à  l'axe  des  i, 
et  je  prends,  pour  plan  des  sx,  le  plan,  perpendiculaire  à  celui  dont  je 
viens  de  parler,  passant  par  l'axe  de  rotation;  lé  plan  des  xj,  perpen- 
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■iliculaire  k  cet  asc,  esl  censé  le  couper  en  un  point  donné  déposition. 

Je  nomme  f  et  f,  respectivement,  la  coordonnée,  mesurée  sur  J'aie 
des  Xj  et  la  coordonnée,  parallèle  aux  s^  du  point  où  la  direction  de  Q 
rencontre  le  plan  xs,  et  je  dclermine  la  position  du  centre  de  gravité  du 
corps,  par  les  coordonnées  /i_,  ù  et  e  respectivement  parallèles  aux 
Xj  j^  et  z. 

Les  valeurs  de  ces  coordonnés  ^,  f,  a,  b,  c  sont  prises  au  moment 
oîi  l'impulsion  P  est  donnée. 

1!  s'agit  de  déterminer,  d'abord,  Teffet  que  celte  impulsion  produit 
sur  l'axe;  pour  cela,  je  la  décompose  en  deux  forces,  appliquées  au 
point  dont  ^  et  ^  sont  les  coordonnées ,  l'une  représentée  par  JI,  dirigée 
dans  le  plan  xi,  parallèlement  à  l'axe  de  rotation,  ou  axe  des  z^  et 
l'autre  représentée  par  Ç,  perpendiculaire  à  ce  plan  xs.  La  première 
composante  n'entre  pour  rien  dans  le  mouvement  du  corps,  l'axe  étant 
supposé  fixe,  mais  elle  exerce,  sur  cet  axe,  une  action  qui  se  détermine 
par  les  formules  données,  art.  38i.  Supposons  que  le  mouvement  de 
ce  même  axe,  soit  empêché  par  deux  arrêts  plac^  à  ses  extrémités, 
l'un  à  l'ongine  et  l'autre,  à  une  distance  ^  de  l'origine  du  côté  des  < 
positifs,  la  composante  H  parallèle  aux  z_,*étant  censée  agir  dans  le 
sens  des  s  positifs,  il  résultera  de  son  action  un  choc  sur  chacun  des 
points  d'arrêt,  dirigé  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation,  dans  le 
plan  des  xs  (plan  qui  renferme  la  ligne  de  direction  de/Tet  l'axe  de 

rotation)  choc  qui  aura  pour  valeur  +  -y^  le  signe-)- étant  applicable 

au  point  d'arrêt  qui  est  à  l'origine,  et  le  signe — au  point  d'arrêt  placé 
à  une  distance  fi  de  l'origine. 

1  ia8.  L'autre  composante  Ç  communiquera  au  corps,  art.  1069,  une 

vitesse  angulaire  que  je  désigne  par^,et  qui  aura ,  pour  valeur,  <j^  y,  '^  ^  ■  ■ 

f>  étant  la  distance  d'une  des  molécules  du  corps  &  l'axe  de  rotation; 
ou  qui,  en  représentant  par  Mfc*  le  moment  d'inertie  du  corps  M  par 
rapport  à  un  axe  passant  par  le  centre  de  gravité,  et  parallèle  à  l'axe 
de  rotation,  a  pour  valeur 

QS 


(■)•■••«  = 


ll{a'  +  i>  +  /i') 
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ainsi  la  quantité  de  mouvement  d'une  molécule  quelconque  m,  dirigée 
perpendiculairement  au  rayon  vecteur  f,  seraJJ^/n^*  les  composantes 
de  cette  quantité  de  mouvement,  respectivpment  parallèles  aux  ;r  et 
auxjy,  seront^ m  et^xmj  en  faisant  attention  que  ta  perpendiculaire, 

au  rayon  vecteur  ^,  fait  avec  l'axe  desx  unangle  dont  le  cosinui=^  , 

et ,  avec  l'axe  des  jr^  un  angle  dont  le  cosinus  =  —  ,  et  les  sommes 

respectives  de  ces  composantes,  prises  dans  toute  l'étendue  du  corps ^ 
pourront  être  représentées  par  'ijSij'm)  et  ^S(xm). 

Ces  sommes  de  composantes  ^Z(j-m)  et  ^S(xm),  remplacent,  à 
tous  égards,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  <^S{f>m);  or  l'axe 
ne  reçoit  aucun  choc  de  la  part  de  celles-ci ,  parce  que  les  vitesses  ^ft^ 
des  molécules  m,  étant  proportionelles  à  leurs  distances  respectives 
à  l'axe  de  rotation,  et  ayant  lieu  normalement  aux  rayons  vecteurs  p , 
dans  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de  rotation,  ces  molécules  se 
meuvent  comme  «  elles  étaient  libres  ou  détachées  les  unes  des  autres , 
ce  qui  exclut  toute  transmission  de  forces  à  t'axe  de  rotation. 

D'une  autre  part,  TimpulsioD  Çj  parallèle  auiy^  peut,  elle-même, 
être  remplacée  par  tes  quantités  de  mouvement  qui  suivent,  savoir. 


Somme!  dei  quaotl  -     ■  j   — 'k^  {ffty) 

On  vient  de  voir  que  les  sommes  des  composantes  ^^(ot/)  et 
}j^(»iîr),  équivalentes  à  ta  somme  J}Z(ot^J,  ne  pouvaient  exercer 
aucune  percussion  surfaxe  ;  l'impulsion  (>  ne  peut  donc  agir  sur  cet  axe, 
qu'en  vertu  des  composantes — jjZ(mjK)  et  Q — y^(/na:;  mais  ces 
composantes,  d'après  le  principe  général  du  mouvement,  sont  celles 
qui  satisfont  aux  conditions  de  l'équilibre ,  et  on  a  vu,  art,  379,  que 
lorsque  des  forces ,  (dirigées  dans  dés  plans  perpendiculaires  à  un  axe 
fixe,  sont  en  équilibré  autour  de  cet  axe,  elles  agissent,  sur  lui,  de  la 
même  manière  que  si  charune  d'elle  lui  était  immédiatement  appliquée, 
parallèlement  h  sa  direction,  et  dans  leptan  normal  qui  renferme  cette 
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.direction.  Dcsignant  donc  par  X  et  V,  respectivement,  les  chocs  que 
recel  t  l'axe  de  rotation ,  ou  l'axe  des  s,  dans  le  sens  des  x  et  dans  celui 
desj'j  au  moment  oii  l'impulsion  Q  est  donnée,. par  Xf,  le  moment 
de  Xpar  rapport  à  l'axe  des^,  et  par  Y^„  le  moment  de  i' par  rapport 
à  l'axe  des  x,  (Aétant  dirigée  dans  le  plan  xz^  ses  moments,  par 
rapport  aux  axes  des  x  et  des  =,  sont  nuls,  et  il  en  est  de  même  des 
moments  de  ¥,  par  rapport  aux  axes  des^  et  des  5  )  on  aura  les 
équations 

{X=-^l^{ym)  =  -'ibM  i  On  a,  paru  propriété  du 
Y^Q-%Sijrm)  =  q-^aM\  „^,,,  de  gra.ilé, 
XC  =  ~%^{^jm)_                  l2;(-«)=«Jtf,et 

on  obtiendra  les  valeurs  de  X  et  Yf  en  quantités  connues,  par  ta  substi- 
tution dans  les  deux  premières  de  ces  équations,  de  la  valeur  de  Jj, 
déduite  de  l'équation  (i);  substituant,  ensuite,  ces  valeurs  ainsi  dé- 
terminées, et  celle  de  JJ  dans  la  troisième  et  la  quatrième,  on  aura ^, et ^„. 

1149.  l'application,  la  plus  importante,  des  équations  de  l'article 
précédent,  est  ta  détermination  des  conditions  auxquelles  il  faut  satis- 
faire pour  que  l'axe  de  rotation  n'éprouve  aucun  choc ,  lorsque  le  corps 
reçoit  l'impulsionP.Ilest,  d'abord,  évident  que  la  composante i2  de  P, 
parallèle  à  t'axe  de  rotation,  doit  être  nulle;  ainsi  nous  pouvons  nous 
borner  à  considérer  les  conditioiis  relatives  à  la  composante  Q^  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  rotation,  et  ces  conditions  seront  exprimées 
en  égalant,  à  zéro,  les  sommes  des  forces  et  les  sommes  des  moments, 
que  j'ai ,  en  général ,  supposées  égales  à  X,  Y,  Xi^,  et  Y  f„.  Il  sem- 
blerait, au  premier  coup  d'oeil  que  l'égalité  à  zéro  de  la  somme  des 
forces  devrait  suffire,  mais  on  fera  atteption  qu'une  somme  de  forces 
nulles,  ne  suppose  pas  que  la  somme  de  leurs  moments  soit  nulle  aussi, 
qu'ainsi  l'égalité  à  zéro  de  la  première  somme,  en  énonçant  que  le 
mouvement  général  de  translation  n'aura  pas  lieu ,  ne  dit  rien  de  relatif 
au  mouvemeqt  gyratoire,  et  ït  est  indispensable,  pour  exprimer  tout 
ce  qui  est  relatif  à  V équilibre  absolu,  de  déduire,  des  équations  des 
moments,  les  conditions  de  ]a  nullité  de  ce  dernier  mouvement. 

La  première  équation  (a),  de  l'article  précédent,  donne,  pour  upp 
^  conditions  cherchées 

(?) *=;» 
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ainsi  le  centre  de  gravité  doit  se  trouver  dans  le  plah  perpendiculaire 
k  la  direction  de  Vinnpulsion,  pas^nt  par  l'axe  de  rotation.  La  seconde 

donne  Q—^aMsso,  et,  en  substituant  pour  jj  la  valeur  ■_< /^  ■ — r . 

(4)....afM— 2(mp»)  =  o 
La  troisième  donne 

(5) ,  S(mzjr)  =  o  ;' 

et,  la  quatrième,  Ç^ — ^S(sxm)^Q,  d'où  on  tire,  en  substituant, 

ne 
pour  ^,  la  valeur  -f .— ■  ■  .■ ,  CSim(>»)—^S(zxm)=o,  et,  enfin, 

en  éliminant  S{m(i^)  par  I'équation(4) 

(6) «^JW — J£(sxot)=o 

les  équations  (3)  et  (5)  expriment  des  conditions  relatives  au  centre 
de  gravité ,  et  à  ta  position  de  l'axe  dans  le  corps  ;  les  équations  (4)  et  (6) 
donnent  les  coordonnées f  et  ^du  point  où  la  direction  de  l'impulsion  Ç^ 
perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation,  doit  rencontrer,  le  plan  qui  ren  - 
ferme  l'axe  de  rotation  et  le  centre  de  gravité.  En  désignant ,  par  Mi»  le 
jnoment  d'inertie  du  corps,  pris  par  rapport  k  un  axe,  perpendiculaire 
it  l'axe  de  rotation,  et  passant  par  le  centre  de  gravité.,  les  valeurs  de  ces 

coordunoées  sont 

(7) ^="+-1- 

■  (8):....,=£^ 

I  i3o-  Le  point  ainsi  déternfiiné  s'appelle  centre  de  percussion;  les 
,  questions  relatives  à  ce  centre ,  et  au  centre  ^ oscillation ^  ont  beaucoup 
occupé  les  géomètre?,  dans  le  XVII"  siècle,  et  cot^me  le  problème  du 
centre  de  percussion  n'était  résolu  que  pour  des  cas  particuliers,  qui 
lui  donnent  la  même  position  qu'au  centre  d'oscillation,  cette  identité 
apparente  avait  donné  lieu  à  quelques  disputes  polémiques.  On  a,  en- 
suite, négligé  ces  discussions,  lorsque  les  progrè*  de  l'analyse  et  de 
la  mécanique  rationnelle,  ont  attiré  l'attention  des  géomètres  vers 
d'autres  objets,  et  c'est,  vraisemblablement,  par  cette  raison,  qu'il 
n'existait  pas  encore  de  solution  générale  et  complète  du  problème  du 
pentre  de  percussion,  lorsque  j'^i  donné ,  dans  mop  cours,  celle  de 
I  4$ 
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l'article  précédent ,  qui ,  je  crois ,  est  la  première  dont  l'analyse  ne  laisse 
rien  à  désirer.  Je  parlerai  bientôt  des  solutions  anciennes  et  des  cas 
auxquels  elles  se  rapportent. 

il3i.J*ai  conclu  les  équations  de  Tart.  1129  de  celles  de  l'art.  1128, 
lesquelles  sont,  elles-mêmes,  déduites  de  diverees  considérations  parti- 
culières  h  l'état  de  la  question,  combinées  avec  le  principe  général  du 
mouvement,  et,  en  résolvant,  de  cette  manière ,  le  problème  du  centre 
de  percussion,  j'aurais  pu  placer  sa  solution  avant  la  théorie  générale 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système,  et  du  double  mou- 
vement d'un  corps  solide ,  mu  en  vertu  d'une  impulsion  initiale,  mais 
je  n'ai  pas  suivi  cet  ordre  d'exposition ,  parce  que  la  détermination  du 
centre  de  percussion  offre  l'occasion  de  donner  un  premier  exemple  de 
l'application  de  la  théorie  dont  je  viens  de  parler,  qu'il  était  important 
de  ne  pas  laisser  échapper  ;  je  vais ,  en  conséquence,  donner  une  seconde 
solution  du  problème,  uniquement  fondée  sur  les  propositions  démon- 
trées depuis  l'art.  1114  jusqu'à  l'art.  1126. 

L'axe  de  rotation  rie  devant  éprouver  aucun  choc  à  l'instant  où  l'im- 
pulsion Ç  lui  est  donnée,  le  corps,  à  cet  instant,  doit  être  regardé 
comme  libre;  ainsi,  i".  son  centre  de  gravité  doit  prendre  une  vitesse  pa- 
rallèle h  la  direction  de  l'impulsion  Çj  d'où  on  conclut,  qu'à  ce  même 
instant,  la  tangente  menée,  par  ce  centre,  au  cercle  qu'il  est,  réellement, 
obligé  de  parcourir,  est  parallèle  à  la  direction  de  Çj  ce  qui  suppose  que 
ce  centre  est  dans  le  plan,  perpendiculaire  à  cette  direction,  passant 
par  l'axe  de  rotation,  et  donne  par  conséquent  è=^o,  c'est-à-dire, 
l'équation  (3)  de  l'article  précédent.  2"-  La  vitesse  du  centre  de  gravité 

étant  égale,  art.  1121,  dans  l'hypothèse  du  corps  libre,  à  .1-,  et,  dans 

l'état  effectif  de  ce  corps,  à  a^-,  on  a  Ç — {Ja AT^ro,  d'bh  oh  déduit 
l'équation  (4)  de  l'article  cité. 
.  Après  ces  deux  conditions  ,  relatives  au  centre  de  gravité,  viennent 
celles  qui  concernent  généralement  tous  lés  points  du  corps  assujettis 
à  se  mouvoir  sur  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation,  ce  qui 

introduit  dans  les  équations  (2)  de  l'art.  1 119,  la  condition  ~-z —  =  O , 

d'oii ,  en  faisant  attention  qu'on  a ,  dans  ces  équations 

"jT- =8*^/  -^T"  — ^J  '®  **"•  somme  des  moments  =  Ç»  i^^  la  a*.  =  o. 
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la  Z'.i=sÇ^j  et  que;  d'après  la  condition  dii  riiouvement  circulaire,  une 
molécule  qui  s'éloigne  du  plan  xs  s'approche  du  plan  xy-.,  et  récipro- 
quement ,  ce   qui  '  comporte  <les  signes   différents  pour  les  vitesses 

—-r—  ,  -^—j  respectivement  parallèles  auz  a;  et  auic^j  lesquelles  vitesses' 

sont,  en  général,  prises  positivement  lorsqu'elles  tendent  à  augnjenter  les, 
coordonnées  positives,  on  conclut,  des  trois  équations  citées,  les  suivantes,] 

dont  les  deux  premières  donnent  leséquatipns  (6)  et  (5)  de  l'art.  iiaS; 
et,  si,  dans  la  troisième,  on  substitue,  k  Ç  ^,sa  valeur  ^^(m^*),  on 
aura  ^  j  m(j*-{-x'^)  \=^(mf^),  valeurs  identiques,    . 

iiSa.  Si  1?  forme  dii  corps  est  telle  quç  le  plan  des  xj'qui  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  ?j  ou  k  l'axe  de  rotatiop,  coupe  le  corps,  sup- 
posé homoigène,  en  deux  parties  égales  et  semblables,  on  aura  ^  =  0,  . 
^(mix)  =  o,  'S(^mzj)^o,  d'pù  oq  conduit  ^=o;et,  la  condition 
i&=o  étant  supposée  remplie,  |e  centre  de  percussion  )e  trQuverS)  à 

A» 
la  distance  a -I-  —  del'axederotatioD,8urlaperpendiculaire,àcfttaxe, 

passant  par  le  centre' de  grayité,  il  se  confondra  aveC  le  centre  fi'os-; 
cillation, 

ii33.  Supposons  que  l'axe  de  rotation,  ou  axe  des  z^  soît  parallèle  & 
un  des  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gravité,  là  condi- 
tion A=ïO  étant  préalablement  satisfaite,  c'est-à-dire,'  leCentre  de 'gra- 
vité se  trouvant  dans  le  plan,  perpendiculaire  à  la  direction  dé  Ç^  qui 
passe  par  l'axe  de  rotation ,  et  prenant  le  centre  de  gravité ,  pour  cri*  . 
gine  des  coordonnées  ^,  yi  et  {*,  nespeptivemeot  parallèles  aux  fc^r  et:«j 
OD  aura,  l'état  ipif^i^l  étant  convenablepienit  établi, 

on  a,  de  plus,  par  la  propriété  des  axes  principaux,  '       ' 

substituant ,  dans  ces  dernières  équations,  les  valeifrs  de  ^ ,  ;?  et  ^,  ayant 
égard  aux  propriétés  du  centre  de  gravité,  d'après'lesquèlles  ^(mf  )s=o, 
S(mri)=:0,  ^(fli^)  =  d,  et  faisant  attention  que 

jjn  a,  toutes  réductions  faites. 
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la  première  équation .  combinée  avec  ré.|uatioD  (8)  de  l'art.  112B, 
f  ^  ■"*  -- — —,  donne  ^=cj  la  seconde,  nous  apprend  qiie  la  con- 
dition énoncée  par  l'équation  (5)  de  l'art.  1128,  se  trouvé  satisfaite 
dans  le  cas  que  nous  traitons  (là  condition  énoncée  par  l'équation  (3) 
du  même  article  est  censée  satisfaite  d'avance),  et  nous  voyons,  par 
l'équation  ^=Cj  que,  dans  ce  même  cas,  le  centre  de  percussion  se 
confond  encore  avec  le  centre  d'oscillation. 

1 134.  Les  cas  particuliers,  examinés  dans  les  deux  articles  précédents, 
sont  les  seuls  auxquels  satisfassent  les  anciennes  solutions  du  problème 
du  centre  de  percussion ,  et  même  les  considérations ,  relatives  au 
second  cas,  n'avaient  point  été  exposées,  parce  qu'elles  tiennent  aux 
conditions  générales  de  l'art.  1 1 29I,  qui  n'étaient  pas  déterminées;  voilà 
pourquoi  quelques  géomètres  ont  confondu  le  problême  du  centre  de 
percussion  avec  celui  du  centre  d'oscillation;  et  même  ceux  qui  ont 
voulu  établir  la  différence  des  deux  problêmes,  n'ont  pas  parlé  d'une 
des  circonstances  caractéristiques  qui  constituent  cette  différence» sa- 
voir, la  valeur  ^^ — 1 — ^ — -,  d'une  des  coordonnées  du  centre  de 
aM 

percussion,  qui  se  mesure  sur  la  même  ligne  et  h  partir  de  la  même 
origine  que  la  coordonnée  c  du  centre  de  gravité,  mais  qui  n'est  égale 
&  cette  .coordonnée  c   que   dans  des    cas  particuliers  ;  cette  valeur 

r==  — — -"  ,       est  ce  qui  distingue  ,  essentiellement,  ma  solution  des 
aM ■  .  ,       ° 

solutions  anciennes;  elle  est  introduite,  dans  l'analyse,  par  la  considé- 
ration des  forces  qui  tendent  à  donnera  l'axe  un  mouvement  gyratoire, 
et  on  n'avait,  jusqu'à  présent,  eu  égard  qu'à  celles  qui  tendentà  donner, 
à  cet  axe,  un  mouvement  total  de  translation. 

I  i3d.  Les  positions  du  centre  d'oscillation  et  du  centre  de  percussion 
sont  absolument  indépendantes  des  causes  motrices  qui  ont  agi  sur  le 
corps,  ensorte  qu'on  assigne  ces- positions  par  des  considérations  qui  ne 
tiennent  qu'à  la  figure  du  corps  et  aux  différentes  densités  de  ses 
molécules;  mais  .cette  indépendance  qui  n'est ,  quant  au. centre  d'os- 
cillation,  qu'une  conséquence  de  l'hypothèse  qu'on  à  faite  sur  les  di- 
rections et  le  mode  d'action  des  forces  introduites  dans  l'analyse  (on 
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a  supposé  Im  dii-pctions  parallèles  et  les  forces  motrices  proportionnelles 
aux  masses  et  indépendantes  des  positions  des  molécules]  se  trouve, 
quant  au  centre  de  percussion  ,  essentiellement  liée  à  la  nature 
même  de  la  question.  Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ces  re- 
marques; les  élèves  qui  voudront  avoir  quelques  détails  sur  les  problèmes 
clu  centre  d'oscillation  et  du  centre  de  percussion,  relativement  à  la 
partie  historique,  pourront  consulter  le  deuxième  volume  de  l'Histoire 
des  Mathémaliques  de  Montiicla, 

Dea  eBbrtt  que  supporte  l'axe  immobile  de  rotation ,  lorsque  le  corps  a  re^ 
l'impulsion  initiale  qui  lui  imprime  sou  mourcmcut.  CondîtioDS  gui  rendent 
ces  efibrts  nuls. 

ii36.  Lorsque  1rs  diverses  conditions  assignées,  article  1129,  sont 
remplies  ,  l'axe ,  au  moment  du  choc ,  n'éprouve  l'action  d'aucune 
force  de  la  nature  de  celles  qu'on  appelle  forces  de  percussion  j  on 
ne  peut  cependant  pas  dire  que  cet  axe  n'ait  aucune  tendance  à  se 
déplacer ,  car  il  est  sollicité  par  des  forces  comparables  à  des 
pressions  ^  et  provenant  des  Jbrces  centrifuges  de  tous  les  points 
matériels  qui  composent  le  corps.  Une  molécule  quelconque,  placée  à 
une  distance  p  de  l'axe,  exerce  dans  le  sens  du  rayon  p,  et  en  vertu  de 
sa  vitesse  ^f,  un  effort  qui,  art.  936,  a,  pour  valeur,  y»w^.  Les  com- 
posantes de  cette  force,  respectivement  parallèles  aux  x  et  auxj>-j  sont 

a;  y  *■  •  . 

%^mp  X  —  et  ^*/»p  X  s!^,  ou  f^mx  et  %*mj- ,  en  faisant  attention 

que  —  et  ^  sont  les  cosinus  des  angles  que  forme  sa  direction  avec 

e     e 

les  mêmes  axes-,  les  sommes  de  ces  composantes,  dans  toute  l'étendue 
ducorps',  sont  jj' JE  (m  x)  et  y*  X(otj');  et  les  sommes  de  leurs  moments 
sont,  pour  la  première,  5j»X(ot«^)  moment  par  rapport  k  l'axe  desj'_, 
et,pour  la  seconde,  ^Z(/nxjr),  moment  par  rapport  à  l'axe  des  ;r. 

Il  faut  observer  que  les  forces  U^  mç  étant  dirigées  suivant  les  rayons 
vecteursp,  peuvent  être,  toutes,  censées  appliquées  à  Taxe  de  rotation, 
et  qu'il  en  est  de  même  des  composantes  qui  entrent  dans  les  sommes 
}J*\r(7re.r)  et  %*Z{mj-)  ;  é'oii  il  suit  que  ces  sommes  ne  doivent 
fournir  aucun  moment  par  rapport  à  l'axe  des  is  de  plus,  d'après  les 
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parai lélismes  respectifs ,  entre  leurs  lignes  ip  direction  et  les  axes  des  x 
et  àesjyj  elles  n'en  fournissent  point,  la  première  par  rapport  k  l'axe 
des  Xj  et  la  seconde  par  rapport  <i  Taxe  desj'. 

Si  l'on  suppose  maintenant  <\ue  l'axe  fixe  de  rotation  passe 
par  le  centre  de  gravité,  on  aura,  par  celte  seule  circonstance, 
'^'2(mx)^o  et  y*2('wjï')  =  Oi  ainsi  ''as^e  n'éprouvera  aucun  eflbrt 
tendant  à  lui  donner  un  mouvement  général  de  translation;  mais  il  ne 
peut  être  entièrement  délivré  de  tout  effort ,  qu'autant  que  les  moments 
des  pressions  '^m.x  et  ^'  m,jr  sont  nuls,  ce  qui  donne  les  équations 
S{tnzx)  =  o,  Z{f"ij)  =  o,  et  ce  qui  nous  apprend  que  cet  axe  doit 
réunir,  à  ta  condition  de  sa  direction  par  le  ceptre  de  gravité,  celte 
d'cire  un  des  axes  principuux  qui  ont  leur  intersection  commune  &  ce 
centre. 

1137.  La  première  des  conditions  ,- assignées  dans  l'article  pré- 
cédent, ne  peut  pas  être  satisfaite  sans  que  te  centre  de  percussion  ne 
se  trouve  à  une  distance  infinie  de  l'axe,  puisqu'elle  rend  nulle  la  dis- 
tance a  de  cet  axe  au  centre  de  gravité,  ce  qui  donne,  article  i  ^ag , 
^=.00,  ^=oe>;  on  tire  de  là  une  conséquence,  assez  remarquable, 
savoir  l'incompatibilité  des  conditions  d'après  lesquelles  l'axe  fixe  autour 
duquel  un  corps,  choqué,  est  assujetti  à  tourner,  ne  reçoit  aucune  per- 
cussion ,  et  de  celles  qui  rendent  cet  axe  libre  de  tout  effort  après  le  choc 
initial  quia  mis  le  corps  en  mouvement.  Si  les  premières  conditions  sont 
remplies  ,  le  centre  de  gravité  devra  se  trouver  à  une  distance  finie 
de  l'axe,  afin  quef  et  «^puissent  jivoir  des  valeurs  finies,  et,  dès-lors, 
l'axe,  exempt  de  choc  dans  le  premier  instant,  sera,  dans  les  instants 
suivants  soumis  aux  forces  centrifuges;  si  les  secondes  sont  satisfaites, 
le  centre  de  gravité  devra  se  trouver  sur  l'axe ,  et  lé  centre  de  per- 
pussion  sera  à  une  distance  infioje  de  cçt  axe,  lequel  éprouvera,  par 
conséquent,,  un  choc  quelque  part  qu'on  frappe  |ç  corps,  mais  n'aura 
plus  après  ce  choc,  aucune  tendance  soit  à  un  déplacement  total,  soit 
H  un  mouvement  de  rotation  autour  d'pp  de  ses  points, 

Formules  de  géométrie  analytique  pour  lervlr  de  préparation  !i  la  ttéoria 
générale  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  foHtle. 

ii3.8-  On  a  vu,  par  les  propositions  démontrées  depuis  l'art.  nAl 
|us(}u'à  l'art,  iiï^^i  ^orii.  le  résultat  généra  est  consigné  daqs  cet  ar* 


y  Google 


Section  tIioisième.  367 

ticle  I  ia5 ,  que  tout  ce  qu'il  y  a  de  diflicile  dans  la  détermination  des 
phénomènes  du  mouvement  d'un  corps  solide,  est  relatif  au  mouvement 
des  molécules  de  ce  corps  autour  de  son  centre  de  gravité;  les  recherches, 
qui  concernent  cette  détermination ,  exigent  qu'on  rapporte  les  positions 
des  molécules  à  des  axes,  fixes  dans  le  corps,  dont  ou  compare  les  po- 
sitions à  celles  d'autres  axes  parallèles  à  des  lignes  fixes  dans  l'espace; 
il  faut  donc,  dans  ces  recherches,  faire  usage  des  formules  par  lesquelles 
on  passe  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  à  un  autre  ,  et 
j'ai  cru  qu'il  était  convenable  de  placer  ici  les  principales  de  ces  for- 
mules, dont  quelques-unes  ont  déjà  été  employées,  soit  dans  cette 
seconde  partie  du  cours,  soit  dans  la  première. 

Le  mode  le  plus  général  de  passer  du  système  des  coordonnées  rec- 
tangulaires x,y  et  if  à  un  autre  système  qu'on  peut  appeler  système 
des  coordonnées  x,,y,,  t,,  consiste  k  prendre  4  un  point  de  l'espace, 
autre  que  le  point  d'intersection  des  coordonnées  primitives ,  une 
nouvelle  origine,  par  laquelle  on  fait  passer  trois  axes,  k  angles  droits 
les  uns  sur  les  autres,  qui  sont  les  axes  des  a;,,^,,  x,,  et  qui  forment 
des  angles  ou  donnés,  ou  assujettis  &  certaines  conditions,  avec  les  axes 
des  Xj  y  et  a. 

Ainsi  les  relations  qui  lient  tjne  des  coordonnées  t^j-j  z  aux  coor- 
données sOfj^f,  z,,  et  réciproquement,  sont  exprimées  par  des  étjua- 
tions  dans  lesquelles  ces  diverses  coordonnées  ne  sont  qu'à  la  première 
puissance,  et  dont  chacune  contient,  en  général,  un  terme  constant, 
relatif  aux  positions  respectives  des  deux  origines,  et  d'autres  termes 
variables ,  ayant  pour  facteurs  les  quantités  circulaires  relatives  aux 
angles  que  forment  entre  eux  les  axes  des  deux  systèmes  de  coor- 
données. 

Gomme  il  suffit  h.  l'objet  que  j'ai  en  vue,  de  faire  varier  les  directions 
des  axes  coordonnés,  je  supposerai  dans  les  formules  de  transformation 
que  l'origine  reste  la  même;  ainsi  je  n'aurai  pas  besoin  des  termes  cons- 
tants dont  je  viens  de  parler,  qu'on  peut  d'ailleurs  introduire  à  volonté^ 
dans  l'analyse,  sans  rien  changer  aux  termes  variables. 
■  iiSp.  x,y  et  s  étant  les  coordonnées  primitives  et  ^,,  ^,,  3,  un 
autre  système  de  coordonnées,  qui  ont  la  même  origine  que  les  premières, 
je  pose  ta  notation  suivante. 
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NQuvoïlef 
coordonncei. 

CtWDi»  dei  «ngle*  foiméi  il 
et  par  le»  «xe»  de|                      1 

^ 

^ 

i 

Zf 

a, 
y/ 

a„ 

7,1 

y,,, 

Menant  un  rayon  vecteur  de  Topigine  commiuie  \  l'un  des  point» 
qui  a  pour  coordonqéea,  soit  x,y  et  i,  soit  x,i  y,  et  x,,  et,  )a  lon- 
gueur de  ce  rayon  vecteur  étant  ç,  le  cosinus  de  l'angle  qu'il  forme  ayec 

l'axe  des  x,  es.t  — ,  mais,  d'une  autre  part,  ce  même  rayon  vecteur,  et 

l'axe  des  tpj  font,  avec  les  axps  des  x,fy,j  f,^  des  angles  dont  les 

cosinus,  respectif,  soiït  — 1_,  Ji-i-,  — i-j  a„  S^,  y,\  donc  d'après  le 

théorème  de  trigonométrie,  déjà  employé  plusîegr?  fois,  dans  le  cours 

oL.x,  fi,  y,  y,  s,       1       < 

— ^^  +  — U£j-  a.  r'    -ir  ;  cherchant, 

e        e         e         e 

par  les  mêmes  considérations  les  Vfileurs  corr0spondaq|e8  des  cosinus 

r^  et  —  et  multipliant,  par  ^  ^  les  trois  équations  (}ifi  ^ortnen\ 

te       Y         z 
• — ,  »^  et  — .  on  a 

e    e 


de  cet  ouvrage,  on  a  - 


s=a,„x,-\-S„j,-\~y,„z, 


en  parlant  ^e  la  valeur — -  du  cosipus  de  l'angle  formé  par  le  rayon 

vecteur^  et  par  l'axe  des  x,^  et  considérapf  que  ce  rayon  vepteur  et 
l'aie  des  x,  font,  avec  les  axes  des  ir^  ^  et  s  des  angles  dont  les  cosinus, 

respectift,  sont  — ,  ^  ,  —  ;  a,,  a„,  (ï„„  on  am-ait,  d'après  le  théo- 
rème 
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réme  ci 'dessus  cité.  -^=,a, Ua,,  ^4-a„   — jetdéduisant.du 

même  théorie,  les  valeurs  des  deux  autres  cosinus-^  et     '  ,  od 
aurait  In  tçois  équations 


jrf=ffS,x_+ff,^  +  S„fZ 


Les  cosinus  a.  S,  y,  de  différents  accents,  ont  entre  eux  des  relations 
qui  deviennent  manifestes  à  l'inspection  du  tableau  placé  au  commen- 
cement de  cet  article. 

On  a  d'abord  six  équations  données  par  I*éga)ité  entre  le  quatre  du 
rayon  et  la  somme  des  quarrés  des  (;osjnus  des  angles  formés>  par  une 
même  H^e,  et  par  chacun  dés' axes  coordonnés. 

Appliquant  ensuite  le  théorème  de  trigonométrie,  qui  a  donné 
les  équations  (i)  et  (2),  aux  angles  droits  que  forment  entre'eux. 
soit  les  aXes  àesx,f^,,  a^,  s'oit  ceux  des  ar^^j  ijbn  a,  .eti  faisant  at- 
tention que  le  cosinus  d'un  angle  droit  ésf  égal  à  zéro,  six  autres 
équations,  ce  qui  donne  en  tout  les  douze  équations  suivantes: 

{«/•  +  ««•  +  «///•  =  »  ;  «/^/  +  «//^//+«///*ï',//  — 0 
«'/*+  V H-  V -=  ' i  '^rr.  +  >y//+«///y.»=o 
n* 47?'//? +y/«*  =?  ï ;  ^fy,-\-'^i(y»-\-^mrft,=ô_ 
■(«/*-lr^/*+y/*  =  ';  «<«//+  ^/ <*■// +  )'/>'// =0 

(4)....  I  a„»-|-rf,/4:^„»=i;  CL/a,„^r«,^i„-\-7r7m=o 

Chacun  de  ces  systèmes  d'équations ,  (3  )  et  (4) ,  exprime  les!  mêmes 
conditionS'4  ils'peuvetit  donc  se  remplacer  nlùs  ilsiiie:  detiûent^  réelle- 
ment, que  six  équations  entre  les  ' neuf  coefficients  a,,  S,,y,ttc.;  on 
-  >peut,  ainsi,  regarder  trois  de  ces  cofffîclents  osmraé  indéterminé^  et  assi- 
gner les  valeurs  des  six  au  très,  soit  par  le  système  (3),8oit  par  le  système  (4). 
II 40.  Je  vais  maintenant .  chercher  d'autres  valeurs  de  ces  coeffi- 
cients a,,  S,f  y,  etc.  en^fonctions  dé  trois  angles,  qui  sont  d'un  ^and 
ijsage'dans  l'a8trohomië'J)h)^ique,el  qiîi  iùffisent, 'seuls,  pour  déter- 
ïninêr  lés  positions  de^'krts  des  a?,^^,,  z;>  par  rapport  aux  axes  des 

«  47 
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Fiz.  13  S**"  ^-^^t  n"-  i.le  plan  des  x^qui  est,  en  même  temps,  celui  du 

N*».  1,2  et  3.  (abfeau,^  étant  Torigine  commune  des  coordonnées  Xjji-j  sj  x„y,,z,. 
Je  sup])Ose  que  la  droite  AHeit  la  ligne  d'intersection  de  ce  plan  et  du 
plan  des  x,,^,}  }e  mène  la  droite  Ç^Afr  perpendiculaire  à  jiH, 
\t  fais  passer,  par  cette  droite,  le  plan  JVQMtj  w".  a,  perpendiculaire 
au  plan  HA  Y ,  et  j'ai ,  dans  ce  plan  W  Qr,  une  ligne  S  m  M'  qui  ap- 
partient au  plan  des  x,'y,,  l'angle  M' Hr  étant  fcelui  que  forme  ce 
dernier  plan  avec  le  plan  œ'y.  Ce  iViême  plan  dés  x,y,  est  rabattu ,  sur 
la  planche,  en  V  yt<f  jW  3,  en  "sorte  que,  pour  se  représenter  la  Hgure, 
dans  l'espace,  il  faut  concevoir  i«.  le  plan  M'  Ht,  n».  a,  élevé, 
perpendiculairement  au  plan  du  tableau ,  sur  Hr,  n".  i  ;  i'*.  }"  A  ^ , 
i^o.  3,  ayant  sa  ligne  AH  tn  coïncidence  avec  AHj,  b«,  i, 'et  formant, 
avec  X^J^  l'angle  Jt/'^r^n».  s.  '       ■■■■■' 

Je  désigne,  par  ^ ,  l'angle  itAX^  n».  i ,  que  forme  l'axe  'des  x  avec 
laligne  d'intersection  des  plansxj)' et  aî,j',;par#, l'angle  X'^/T,  o".  3, 
que  forme  cette  ligne  d'intersection  avec  l'axe  AX^  des  a;,,  et,  par^^ 
l'angle  M' HMj  ifi.  a,  que  forment,  l'un  avec  rautre,lès  plans  xjr  et  x,jr^. 

Un  point  de  l'espace ,  projeté  en  Af_,  sur  le^plan  XA 1^  °*  '  <  ^ *  placé 
à  la  hauteur  MN' ^  n^.  a,  au-dessus  de  ce  plan  XAY^  a  pour  coor- 
données .  - 
AV=Xj  PM=y,  MlV  =  sj  AP'=x,j  P'M'=j;j  M'IVts=z,j 

Menant,  ensuite  les  parallèles  Pa  et  PS  ^^  n".  .1 ,  à  QM  et  AU  i 
les  parallèles  Ha'  et  Hiff ,  n».  3,  à  9  Jtf'et  AP'\  on  à 

N°   I         1  AH=Aa-\-PtS=iX<Sii.^-\-j[%m.-\J/ 

*"  \  Jtf-ff=Jf^— i'«=^cos.^— xsîn.^t    ■ 
3//n=:^JIf  X  tang.^^(^cos.  ^  —  xsin.  ^)  tang,  ^ 

coè.6' 

et  enHn ,  toutes  réductions  faites , 
^M'  =  «sin.^4-(jrco8.\t — xsin.^)  cos.l? 
N"  3  ■      {  -^!^'  =  -*<'+W=-^-ff'xfQ8.',^-h-Ar'^X8in,^=i, 
\ P'JM'==  Jtf^ — ^a'=F ATiff  X  cps. #  —  ^ ir  X  sin. ^  =/, 
K».a...  Jli'iV=miV'xco8.^==(^iV^— Jf«);xcos.>'=«y  ,  . 


jfi.^. 
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Substituant,  dans  ces  trois  dernières  équations,  les  valeurs  analytiques 
de  ^jiffj  JWHj  'MN'  et  Mmj  précédèmmèiït  rfonnées,  on  a,  ulté- 
rieuronent, 

,    iiï(cos.^cos..^,— ;sin.^^iq.,#C08.^) 
+J  (eps. ^sio.  4)  Qos.  (9  +  sio.  i,^  cos.  ^ )  . 
+.  a.sin.  i^sin.  <&    . 

—  x (sin. ^co3. ^cois. ^-|- sin.  <p cosi  ^) 
(^.  .-J^'"  i  +j'(co8.  ^cos.#co3.  ^— sin.  ^ain,  ^) 
+  zsin. '^cos.  ip  ' 

X  sin.  ^  sin..^ 
— jr  COS.  rf)  sin.  0  ^    _ 

+  z  COS.  ^ 

On  verra,  en  comparant  aux  équations  (2)  de  l'art.  iiSp,,  celles 
que  je  viens  de  poser,  que  les  neuf  coefllcîents  des  deuxièmes  membres 
de  ces  dernières,  en  commençant  par  la  première  ligne  horizontale, 
sontrespectivement  les  valeurs  de  a,,  «,„«„,,  rf",,  S„,  ^'nuyn'Ynjynn 
ainsi  rien  n'est  plus  aisé  que  d'avoir  x,y,  i  çn  x,,  y\j  z,i  II  ne  s'agît 
.  que  de  substituer,  dans  les  équations  (i)  de  t'art.  iiSp,  aux  coeflicîertts 
**/>  «//*  "-in)  ^**^-»  ceux  qui,  par  la  comparaison  des  équations  (a), 
art.  iiSç,  et  de  l'équation  {^)  ci-dessus',  sont  reconnus  leur  être 
respectivement  égaux.  '  '         • 

1141.  Pour  déduire  des  équations  (^),  de  l'article  précédent,  les 
équations  (i)  de  l'art.  1066,  il  faut  faire  attention  que  ces  dernières 
sont  établies  en  supposant  que  l'axe  des  _^,  est  la  ligne  d'intersection 
des  plans  jry  et  x,y^j  ce  qui  conservé,  à  ^,  sa  signification,  et 
donne  ^  =  angte  droit,  sin.  #^i,  cos.^=p.  De  plus  l'angle' )?  de 
rarticle  cité  est  complément  de  ^,  et  la  ligne  de  projection',  qui  forme, 
sur  le  plan  xj,  cet  angle  n  avec  l'axe  des  x,  se  trouvant  dans  l'angle 
droit  des  a;  et^  positives,  la  ligne  AS,  n°.  i,  passe  dans  l'angle 
droit  des  x  positivçs  et^  négatives,  \t  devient  donc  négatif,  et  on  a, 

--— sin,T/'  =  cos.îî,  cos.^=!sih.7î.  ■    ' 

les  valeurs,  substituées  dans  les- équations  {A),  ci -dessus, ■donnent  Irt 
é4uati<»u  (i)  de  l'art.  jo66,  qui  se  trouvent  ainsi  démontrées. 
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d^a  Dthamique  Ile  m  entai  re. 

De  l'axe  iaitanttiné  de  rotation  dan*  le  mouTemçnt  d'un  corçs-4e  fome 
invariable ,  autour  d'un  point  fixe. 

1143.  L'indépendance  «  entre  le  mouvement  de  translation  du  centre 
de  gravité  d'un  corps  solide,  et  le  ^  mouvement ,  autour  de  .ce  centre, 
des  différentes  parties  du  corps ,  énoncée  par  te  théorème  de  l'art.  1 1  a5, 
et  démontrée,  art.  iiâi  et  suivants,  permet  de  traiter  séparément  les 
questions  relatives  à  ces  deux  mouvements,  et  on  peut,  d'après  ce  qui 
est  dit,  art.  tis5,  résoudre  les  problèmes  relatifs  au  mouvement 
de  rotation,  en  supposant  le  centre  de  gravité  immobile.  Je  vais, 
pour  plus  de  généralité,  supposer,  d'abord,  que  le  corps  est  assujetti 
à  tourner  autour  d'un  point  llxe  quelconque. 

Je  prends  le  point  fixe  de  rotation  pour  origine  commtme  des 
sij^j  sj  j:f,jr.f  &ti  à  un  instant  déterminé,  qui  peut  être  le  premier 
instant  du  mouvement,  l'axe  des  x,  a  une  position  donnée  pcr  rappor  à 
celui  des  x,  et  il  en  est  de  même ,  respectivement ,  des  j*,  et  des  j'j  des  z, 
et  des  zs  mais,  après  cet  instant  déterminé,  les  axe»  des  x,y  t\t  de- 
meurent fixes  dans  l'espace,  et  ceux  des  x,,jr,  et  z,  se  meuvent  avec  le 
corps,  on  conservant,  dans  ce  corps,  leurs  positions  initiales.  C'est  ce 
mouvement,  qui,  pendant  le  temps  tj  fait  varier  les  angles  dont  les 
cosinus  a„  a„,  etc.,  sont  inscrits  dans  le  tableau  de  Part.  iiSç,  et  les 
angles  ^,  #  et  ^  des  équations  (^)  de  l'art,  1 140. 

Il  suit  de  là  i".  que  les  coordonnées  x,  j,  «  d'une  même  molécule 
du  corps,  varient,  d'un  instant  à  l'autre,  mais  que  ses  coordonnées 
Xfyjy,,^t  z,  ne  varient  point  avec  le  temps,  elles  changent,  seulement, 
de  valeur  d'une  molécule  à  l'autre;  ce  qui  tient  à  ce  que  tes  axes  des 
qe^  Xj  s  sont  fixes  dans  l'espace,  ceux  des  ^,t^u  ^r^  étant  fixes  dans 
le  corps  2*.  Que  les  angles  qui  ont,  pour  cosinus,  a,,  a„,  etc.,  et  ceux 
qui  ont,  pour  valeurs,  ip,  ^  et  Û  varient  avec  le  temps,  puisqu'ils  dé- 
pendent des  positions  des  axes  mobiles  des  x,,y,  et  s,  par  rapport 
aux, axes  fixes  des  x,  j  et  i. 

II 43.  Les  composantes  des  vitesses  des  molécules  prises,  respecti- 
vement, dans  les  sens  parallèles  aux  Xjj  et  i,  ont  donc  pour  valeuffl, 

à  un  instant  quelconque  —y-  »  —y—  »  ■■  .   '  ,  et   on  a ,  d'après  les 
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^=- 

dt  .^^'  dt    ^   •   dt 

^+-^+^-4 
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équations  (i)  (le  Part.  itSç,  en  faisant  attention  que  a.,,  S,,-ttc.^  sont 
les  seules  variables,  paE  rapport  au  temps» 


(n- 


1144.  Je  vais,  d'abord,  appliquer  ces  équations  à  une  détermination 
importante,  celle  de  Pacce  instantané  de  rotation ^  et  je  pose,  |)our 
abréger,  les  équations  hypothétiques. 


dt 

dt 


L'axe  instantané  de  rotation  est  la  droite,  passant  par  le  point 
liie ,  dont  tous  les  points,  à  un  instant  déterminé,  sont  immo- 
biles pendant  cet  instant  ;  cet  axe  peut  être  regardé  comme  un  axe 
fixe  autour  duquel  te  corps  tourne ,  pendant  Télément  de  temps  dt, 
et  qui,  en  général,  est  supposé  changer  de  position,  dans  les  instants 
suivants. 

Pour  démontrer  l'existence  et  assigner  la  position  de  cet  axe,  je  re- 
marque que,  pour  tous  les  points  de  positions  quelconques,  qui  sont 

immobiles,  pendant  un  instant  <f/,  on  doit  avoir— ^ — ^o.  — ^  =0. 


■'•  *'+>■".  *"+>'" 

,,..- 

y.^^y..^^y: 

''^  +  '^"^  +  ^' 

dt 


dt 


dz 


,    =0;  abisi  l'égalité,  à  zéro,  des  deuxièmeE  membres  deséi^ua- 

tioDS  {V)  dell'article  précédent,  doit  donner  tous  les  points  qui  jouissent 
de  cette  propriété î  on  a,  par  cette  condition. 
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da^  dS,   j.         dy^ 

~dt     '^^'    dt    "*"'''     A-™° 


-  +  a, - 


de 


■  ^OF 


dt    ^•^'    de 
di...     .         dS,„ 

dt       ^'^'       dt 

Multipliant,  respectivement  la  i" ,  a« ,  3«  de  ces  ^uations  par 
Vu  y  m  7nn  ^^  faisant  la  somme  des  équations  produits;  introduisant 

les  valeurs  de  p  et.  q  des  équations  (  i  )  et  la  valeur 

<i=:y,dy,-\-y„dy„\y,„dy,„,  donnée  par  la  troisième  équation  (3) 
de  l'art.  iiSp,  on  aura  py, — qx,=Q. 

Revenant  aux  équations  (a),  on  multipliera  la  i",  a«,  3«,  respec- 
tivement ,  par  €,,  S„,  €,„,  et  prenant  la  somme  des  équations  produits, 
introduisant  la  valeur  de  r^  tirée  des  équations  (  i  )  et  faisant  attention 
qu'en  vertu  des  a«  et  6"  équations  (3)  de  l'art,  iiSp^on  a 
^,de,-\-€„d^„-^S,„dS,„^Q. 

(3) ...  6fy, + ^„dy„^-  €„fy,„^  -yA^t-r-y.A^-yu^tii^-pàt, 

on  a,  toutes  réductions  faites,  rx, — pz,  =  o. 

EnHn ,  multipliant  ces  mêmes  équations  (a),  respectivement, 
par  a^>  a„,  ^,uy  prenant  la  somme  des  équations  produits»  faisant 
attention  qu'en  vertu  des  f ,  4*  et  5*  équations  (3)  de  l'art.  iiSp,  on  a 
a^da,  '^-a^^da.^f  +  a^^^(^a^^^ï=o 

.  *      (  adS,-\-a.,yi^,,^ai,^S,,j=^ — S^a/—S„daj,—S,„d<i,,,^—rdt 

\  <^Ay,+''„^iA'^/u^ia=—rA<*^—y4i^^ii—y„A'^iti=9d^ 

on  aurais, — rjr,^o 

Ainsi  la  ligne  dont  tous  le?  points  sont  immobiles,  à  l'instant  auquel 
se  rapportent  les  quantités  p,  qj  r,  a,  pour  équations,  les  trois  suivante^ 
dont  l'une  quelconque  est  donnée  par  les  deux  autres,  et  qui  rçmplacent 
les  équations  (a), 

(5) pjTj — qx^=:o;  rx^ — pz^=o\  qs, —  ^^^=0 

cette  ligne  est  une  ligne  droite;  ainsi  voilà  l'existence  de  l'axe  instan- 
tané de  rotation  démontrée  et  sa  position  déterminée. 

Représentant  par  a,  i?  et  y  les  angles,  respectifs,  Que  forme  cet 
axe  avec  les  axes  des  x, ,  y,^i  s,j  on  a ,  par  les  formules  connues 
de  la  géométrie  analytique. 
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(«)■ 


i.#=; 


r 
COS.  V  =  ,  ,  ;= 

Vp'+l'-i^ 

Vitewe  aDguUîre  du  corpa  autour  de  l'axe  instantané  do  rotation  ;  compoiantes , 
parallèlei  aax  axei,  dei  force*  accélératrîcn  de  se*  diOëreDl*  points. 

-1145..  D'apifès  ce  qui  est  démontré. dans  le  chapitre  précédent^  il  y 
a,  à  chaque  instant,  une  certaine  ligne  passant  par  le  point  fixe^  autour 
de  laquelle  tournent  touft  les  points  du  corps;  la  position  de  cet  axe 
peut  être  invariable,  pendant  un  temps  indéfini,  mais  un  doit  toujours 
la  considérer  comme  telle  pendant  le  temps  élémentaire  dt,  en  sprte 
que ,  à  chaque  instant,  un  point  quelconque,  du  corpg,^  peut  être  censé 
parcourir  un  arc  de  cercle  autour  de  la  ligne  qui  fait,,^  cet  instant,  la 
fonctiond'axe  instantané  derotatioD;lav!tesseangulaire  du  corps, autour 
de  cet  axe,  est  donc  égale  à  la  vitesse  absolue  du  point  quelconque,  dont 
je  viens  de  parler,  divisée  par  le  rayon  du  cercle  qu'il  décrit.  Pour  dé- 
terminer cette  vitesse  angulaire  avec  plus  de  facilité,  Jirenons  le  point 
.qui  se  trouve,  sur  l'axe  des  3^  à  l'unité  de  distance  de  l'origine,  op  aura, 
pour  ce  point,  3?^:=o,^^=o,  s^=i ,  et  en  substituant,  dans, l'expression 


.  générale  1/  -j  ^'^-j,  +  j~^  *  '^'  valeunt  dpnnéet  par  la  somme  des 

quârrés  des  trois  équations  (F)  de  l'art.  1 143^  après  avoir-fait ,  dans 

ces  équatrons  \  a^=o ,  r=6  ,  s  =  i ,  on  aura  1/  -   ^^,     -  ^^^..T — Xml. 
^        ■■    ■  -^  .     ■  .     y      ..      .        rf/a, 

t^  la  vitesse  du  point  dont  il  s'agit.  I,.e  myon  du  cercle  qu'il  décrit 
^        ' •  •  J/'    ;?■'+  9» 

gnant,  par  §,  la  vitesse  angulaire  cherchée,  on  a 


y  Google 


376  Dynamique   ÉLéMEHTAiRi. 


le  premier  facteur  de  cette  valeur  de  ^  est  égal  à  l'unité;  pour  le  dé- 
montrer on  déduira,  de  l'équation  (3)  de  l'art.  1 1441  et  de  ladeuiième 
équation  (4),  du  même  article,  en  ayant  égard  aux  équations  de 
conditions  de  l'art,  i  iSç,  la  valeur  de  (^"  +  y*)  d/*  qu'on  trouvera 
égaie  à 

dy^  +  ^7,?  +  dy,„^—{y,dy,  +  y„dy„  +  y,„dy,„y 

quantité  qui  se  réduit  à  ses  trois   premiers  termes  ,  ea  vertu  de  la 

troisième  éqyation  (3)  de  l'art,  i  iSp,  de  laquelle  on  tire. 

'7i^7i'^7u^yu'^7iii^ïiu''^^'^  ainsi  on  a  simplement 

(o) S  =  ^V+ïM^ 

La  vitesse  angulaire  demeurera  invariable  lorsque  la  quantité 
p»  ^  (j*j^jA  sera  constante;  et  cette  condition  peut  être  remplie  sans 
que  Pj  tj  exr  soient,  chacune  en  particulier,  des  quantités  cointantet. 

1146.  Les  composantes  de  la  vitesse  absolue,  ™'  '       j      - —  » 

d'un  des  points  du  corps,  prises  parallèlement  aux  axes  Gzes  des  x, 

r  et  «  stont— ^,  — ^ ,  — ,-  ;  &  Tinstant  ob  ces  vitesses  ont  lieu,  les 
^        ■_.  dt       dt       dt 

axes  mobiles  des  ^,3^,  et  3,  ont  de  certaines  posîtioni  que  l'on  doit 

regarder  comme  constantes  pendant  le  temps  élémentaire  dtj  ainsi, 

pendant  ce  t^tnps,  élémentaire,  chacune  des  vitesses-^ — j    j  '*  ~j — 

peut  fournir  trois  composantes ,  respectivement  parallèles  aux  ^,,y;^^f, 
dont  on  aura  les  valeurs,  en  multipliant  les  vitesses  dont  il  s'agit  par 
les  cosinus  ^,,1,,,  etc.  des  angles  qu'elles  forment  avec  lesat„j',,i,j 
voici  le  tableau  de  ces  composantes,  dans  lequel  on  a  placé,  sur^ 
une  même  ligne  horizontale,  chacune  de  celtes  qui  privent,  d'Mpe 
même  vitesse  parallèle  è  un  des  axes  fixes  ; 
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YtteutB  d'un  déi  pointa  du 
Gorp*  f  priiet  parallèlemçnt 
taa  ooordonnéu  x,y^  *  de 
ce  point. 


CoropountCi  dei  ritexet  ci-à 
coté ,  parallèles  aux  aseï  des 


x^ 

Ji 

Zf 

d3! 

""'        de 

'     de 

dw 
^'     de 

'!     dt 

"    de 

'"    de 

dz 
"l"    d, 

V   de 

dz 
>-'"  \de 

reesemblant  1«  termes  qui  se  rapportent  à  un  même  axe ,  on  a 


.VMeMet  du.  point  qa|  ré- 
pond aux  coordonnées  i, 
pr ,  s,  prises  parallèlement' 
«ux  sxes  des 


■+'«^+«»^ 


dz. 
dt 

dz 

dz 

dt 


On.peut  .dooper  çl'aiftres  fprmeçaux  expressions  de  ces  vitesses,  en 


nplaçant  ' 


dt 


dt  - 


dz. 


par  leurs  valeur»,  tirées  de  réquation  (F) 


de  l'art,  ii43;'sV,  dé  plusion  introduit,  dans  les  résultats  des  substi- 
tutions y  les  valeur^  de  /?>  y  et  r,  art.  i'i4_4,  éqUatiotis  (i  )  ,  on  aura 
ppurl.es  vitesses  respectivement  pi^allèles  ^ux^,^,^^,  et  a^j.tçutçj 
réductions  faiteç,  lys  expressions  ys/ — rj^tJ  rXf—^*^j  py^=.q3^fS 
et  ce  sont  pr^isément  celles  que  npi»  ^vops  trouvé^ . égales  ^ ^TO» 
^rt.  ii44>  lorsqu'il  s'agirait  de  déterminer  la  ligne  dont  tops  les  points 
étaient  immobiles  pendant -l'instant  dt,.     :     i  .  ■  \  •  _  ■\  ,- 

1 147.  Ces  doubles  expressions  des  vitesses  parallèles  à  un  même  axe , 
prouvées  dans  l'article  préfèrent,  ËjurnisseQt  le»  étjuatiops  si^îvantes; 
i  48 
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DtKAUIQUC    itiMENTAlRE. 

d, 
Jt 


de  'ht 


dt 


dt 


=  rx,—p%, 


dx     t         dy    -.  d»    - 

Tirant  de  ces  ouations  les  valeurs  de— ^  ,—^,  -r-tCt  employant, 
^  dt      dt     dt  '    ' 

dans  les  réductions ,  les  équations  de  l'art.  11 39 ,  on  a 


W-- 


-^ = ««  (y»,— ^,)+'«(™/— ;'2/)+y//«'/— »-^/) 


Les  différentielles  de  ces  équations ,  par  rap[k)rt  à  / j  sont ,  en  se 
rappelant  que  x,y  y,  et  s^^  art.   114a,  ne  dépendent  pas  du  temps» 
(ddx 


(3). 


dt 


^=. 


-'',{'A—jfi^)-^^X''A'—'A')-yvÀyi^p—''i^) 


■j     >.     .,  ,+  (»*/— 7yMf/</+(",—*'jyÇà+tÉ)'/—î'"/).''>^///. 

en  divisAntfpar  Ji^  les' premiers  membres  de  ces  équations,  on'ales 
composantes,  respectivement  parallèles  aux  axes  des  Tj^  et  ij  de  la 
fbrce'accélératrice  du  point  du  corps  dontla'position  est  déterminée 


.  I 


dd^  J 


par  les  coordonnées  Xj^  et  zj  là. première -v~-»^°<f^tnposaiitvs, 
se  décoïn^oseelle-mèinéV  parallèlement  aux  Xj^j/jf  iy,tâ  a'^ — t-j— » 
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dJy  dds       ■     ,  j      ,  ddv     ^  ddi 

«,,  — H^— .  a,,.  — 1 — ■ ,  et  chacune  des  deux  autres  ■■■  ,''  ■    et  — -; —  , 
"     d^         '"    df^  dt*  dt* 

fournit  des  composantes  analogues,  auxquelhes'il  faut  appliquer  les  oti- 
tervatioos  faîtes  dans  l'article  précédent  sur'  les  vitesses  parallèles  aux 
^l'^i'  ^z'  rassemblaot  toutes  les  valeurs  quiseraj^rtentàunm^me 
axe,  et  désignant  par  p,,  q,,  r,,  respectivement,  les  composantes  de 
la  force  accélératrice  du  point  dont  il  s'agit,  prises  parallèlement  aux 
9P,,Jt,  et  •„  on  a 

<Wr  ddy  dds 

'    Je*  "    di*  '    dt* 

^    ddx     ,    -     ddy         ^      ddi 

y,  =  e,  - 


(4). 


ddx     ^^        ddy  j^         ddj 
~d'tÂ  "*"  ^"  ~7^  "*"  ^"'  ~di^ 

ddy.         ddi  ,  ,  •   .       1 

— -ji-L  et. — r— .  par  leurs  valeurs  tiiws  des 
dt»  dt*-      ^ 

équations  (3)  et  employant,  dans  tes  réductions,  les  équations  qui  ont 

précédemment  servi  au  même  usage,  on  s,  fînalement,  les  équations 

suivantes  qui,  divisées  par  dtj  donnent  les  valeurs  àep,,  q,,  et  r,, 

{p^^i^—j^r+  {py,—t]mi)qdt  +  {pi,^rx^rdt 
q^z^v^—z^p  +  {qXf-^py^fpdt  +  {t}i,—rj;)rdt 
r/it^j^p—x^q  +  {*3i,'^pi,)pdt-^  (r^,— y*,)faîf 

Péttrinûtftiot»  relaiïre»  au  moment  principal  qui  te  rapporte  au  point  fixe 
autour  duquel  le  mobile  «t  asnijetti  k  tourner. 

1148.  Je  vais  rappeler  aux  élèves  les  principales  proposhtons  de  ta 
théorie  générale  des  moments ,  que  j'ai  exposée;  art.  167  et  suivants, 
les  propriétés  démontrées  dans  quelques-uns  de  ces  articles,  servant  à 
introduire  dans  t'analyse  des  problèmes  relatifs  au  mouvement  des  corps» 
des  simplifications  analogues  K  celles  que  fournissent  les  pi^priétés  du 
centre  de  gravité  et  des  axes  principaux.  On  a  vu,  art.  170,  que,  parmi 
toutes  les  lignes  qu'on  pouvait  mener  par  un  point  donné,  il  j  en  avait 
wne  par  rapport  h  laquelle  la  somme  des  moments  d'un  système  de 
forces,  où  le  moment  unique,  équividant  à  cette  somme,  était  un 
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maximum.  Désignant,  par  Kj  ce  moment,  que  j'appellerai  momeni 

principal 3  od  a,  art.  cité, 

(i)....K=(i>+Jtf*  +  ;v«) 

LjMf:\N  âant  les  sommes  respectives  des  moments  des  forces,  par 
rapport  &  trois  aies  rectangulaires ,  assujettis ,  d'ailleurs ,  à  la  seule 
condition  de  se  couper  au  point  donné  >  pour  lequel  pointZ^+'Af^  +  'A" 
est  une  quantité  constante,  quoique  chacune,  en  particulier,  des  quan- 
tités L,  M  et  N  puisse  varier  suivant  les  diverses .  positions  des  axe» 
rectangulaires. 

Si,  pour  une  position  détermAiée  de  ces  axes,  ^^^  B,j  C,,  repré- 
sentent les  angles  respectif  qu'ils  forment  avec  la  ligne,  ou  axe  du 
moment  principal,  on  a,  article  cité. 


(=>) 


II 49.  Voici  une  des  conséquences  remarquables,  déduite,  dans 
les  articles  ci-dessus  cités,  de  l'analyse  par  laquelle  on  est  parvenu  aux 
déterminations  de  l'article  précédent.  Le  moment  principal  K,  dont  la 
Valeur  est  donnée,  pour  une  origine  de  position  déterminée  dans  l'es- 
pace, varie,  lorsque  l'origine,  à  laquelle  il  se  rapporte,  change,  en 
sorte  qu'il  existe  un  |>oint ,  dans  l'espace,  tel  que  le  plus  grand  des 
moments,  pris  relativement  aux  lignes  qui  se  coupent  à  ce  point,  est, 
en  même  temps,  le  plus  petit  de  ceux  de  son  espèce,  c'est-à-dire,  que 
ce  moment  est,  parmi  les  moments  principaux,  un  minimum  maxi- 
morum  :  pour  déterminer  la  position  de  la  ligne  droite  qui  jouit  de 
cette  propriété,  on  cherchera  la  valeur  du  moment  principal  K,  con- 
venable à  un  point  arbitraire  de  l'espace,  concevant  ensuite  chacune 
des  forces.,  qui  entrent  dans  l'expressic»!  de  ce  moment,  appliquée  au 
point  arbitraire,  dans  une  direction  parallèle  à  celle  qu'elle  a  efFecti- 
vement,  et  déterminant ,  par  les  formules  de  l'art.  65 ,  la  résultante 
générale  R  de  ces  forces ,  ainsi  transportées ,  et  la  direction  de  cetie 
résultante,  que  je  suppose  faire  un  angle  G,  avec  l'axe  du  moment 
principal  K,  on  élèvera  du  plan  renfermant  cet  axe  et  la  direction  de  B^ 
une  perpendiculaire  ayant,  pour  origine,  îe  sommet  de  l'angle  0,  et 
on  mènera,  par  le  point  de  cette  perpendiculaire  placé  à  la  distance 

'   ■    du  plan,  une  parallèle ,  à  la  direction  de  R,  îaquel/e  sera  l'axe 
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àà  moment  minimum  maaiimoruth  ,  ce  mOment  ayant  pour  valeur 
Kcos.0. 

J'ai  fait  voir,  art.  soo  et  suivants,  comment  ces  belles  propriétés  des 
moments  étaient  liées  à  celles  des  aires. 

t  lôo.  Une  molécule,  quelconque,  du  cor|»  assujetti  à  tourner  autour 
d'un  point  fixe,  molécule  dont  je  désigne  la  masse  par  m^  et  dont  les 
coordonnées,  Gxes  dans  le  corps,  et  mobiles  aveclui,sont<r^j^fjet2y> 
a,  au  bout  du  temps  tj  art.  1 1 46,  les  vitesses  qz, — ty„  '•a',— /»*,^/îy,— ^x,, 
Kçpectivement  parallèles  «ux  a!,j^,  éX  z,j  desquelles  rèsultrat,  dans 
les  .mêmes  directions,  les  quantités  de  mouvement  mi^qz, — r^,)> 
m  ira;,—pz,),m{pjr,~-'<fx,)t  qui  représentent  les  8ommesPcos.a, 
Pcos.  îf,  P.co*.  y i  de  l'article  i6a,  et  dont  les  moments  ,,repectif8, 
par  rapport  aux  axes  des  3;,jy,  et  z,  sont,  articles  cités, 
mz,{rm,~-pz,)—mjr,{pjr,—ti.3>,) 

^jAfl''i—''yi)  —  mx,{rx,  —pi,) 
les  sommes  de  ces  moments,  prises  dans  toute  l'étendue  du  corps,  sont 
les  quantités  représentées ,  art.  169^  par  Lj  M  et  N  et  où  aura ,  en 
faisant  attention  que  p,  q  et  r,  ne  varient  qu'avec  le  temps,  et  doivent 
être  considérées,  comme  constantes,  lorsqu'il  s'agit  d'intégrales  relatives 
k  l'étendue,  prises  à  un  instant  déterminé, 

M=^rf{mjr,z,)-\-pf{m^^x>i~q/\  m{x,^  +  s/)  i 
N=pf{mz,x^_^^{m,x^y;)^rJ\m{x,^^y,^)  \    ^  . 
Ces  expressions  deviendront  beaucoup  plus  simples ,  si  on  prend 
pour  axes  des  ^nû^i  ^^  hf  '"  ""  principaux  qui  ont  leurs  inter- 
sections communes  au  point  fîxe;  on  aura,  par  la  propriété  de  ces 
axes,  art.  1067, 

/(inx^^)  =  0;/{/nxZj)^=o;/{mj'-jZ^)^o 
et  en  faisant ,  pour  abréger ,  ', 

/\m(j,'  +  V)!  =-*.•/!  m(rt,«  +  «,>)  i  =Bj/\m(x,'  +J'/)I  =C 
les  valeurs  de  Lj  M  et  N  deviendront, 

(a) L=~-j4pj  M^—BqjN=^—Cr. 

La  valeur  du  moment  principal,  rapportée  au  point  lixe,isera, 
art,  I  [48,  ^ A* p* -i-^'l]*^C*r*  et  les  cosinus  des  pnglies formés  par 
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l'axe  dç  cemoment  priocipal  et  par  les  sus  des  x^,  j',  et  «,  ^  seront, 

respectivement,  article  cité, 

rt)    ^^■:z.^j'  __■       ~B^      .     _-::g:       - 

'  L'axe  des  x  faisant  avec  les  x,jj^,.  et  i^,  des  angles  respecti&t 
dont  les  cosbus  sont,  art.  iiSç,  n^,  S^  et  y,  si  on  multiplie  chacun 
de  ces  cosinus.'  a,  >  €, ,  7,  ^  par  celui  des  cosinus  (3) ,  qui  se  rapporte 
au  même  axe,  la  somme  des  produits  sera,  d'âpre  le  théorème  connu  de 
trigopométrié',  le 'cosinus  .de  l'angle  formé  par  cet  axe  des  x  et  par 
l'axe  du  moment  principal  ;  les  angles  formés  par  celui  i-ci  et  par  les  . 
fixes  des^  et  des  2  s'obtiendront  de  la  mime  manière,  et  on  aura 


(4). 


CoBÏnut  de  Tangle  for* 
mé  par  l'aie  du  Bioment 
principal ,  qui  le  rap  > 
porte  au  point  fixe ,  et 
par  l'axo  dei 


J'....— 


\^A*^*  +  B»y*  +  Or» 
Aa„p^B€„q-^Cr,^ 

Ja.„^ArB6„^^Cy„ir 


VA*p*->sB^q^^Or* 


Valeuri  dei  quatitité«  pdi,  tf^t  et  rdt  en  fonctions  de*  an^Iei 
•4'f  41  et  ff: 

ii5i.  En  comparant  les  valeurs  de  ^tjj,,  *,,  données,  art.  iiSç, 
équation  (2),  avec  les  valeurs  des  mêmes  indéterminées  tirées  de  l'équa- 
tion (^A),  art.  1 140,  on  trouve  les  relations  suivantes  entre  les  coeffi' 
cients  de  x,  y  et  %,  dans  ces  diverses  équations, 

=^cos.^co8.  ^ — sin.^sin.^fcos.tf 
^3=cos.vf'sin.^cos.^+ sin- i^cos.^ 
„=8in.^8in.# 
if  =  —  (8in.^Jcos.^cos.^+8in.#co8.i^) 

(i) ■    (l?^^  =  co!.i^coB.^co8.^— sin.^sin.^" 

^,^^  =  8in.(5'coî.0 
^ï^sin-visid.)? 
y,i^=^ — co3.^i>sin.tf 
yy,„^QxA,e 

et  on  a,  par  les  équations  (1)  de  l'art.  1144,  combinées  avec  les  équar 
lions  (3)  de  l*art.  iiSp, 
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Diff^Dtiant  les  valeurs  de  y^,  y,,,  y„,,  rt  composadt  Tei'prôdùits 
afy,,a„dy^i,  a,„dy,„t  le  toirt  d'après  I«  équations  (  i  )V  M  *       ' 

(cos.'^sin.^FQS.^— rsin.^cos.\fsin.^cos.o^siD.^)^^ 
-(sin.  ^t  co«.i^'cb8.  ^co5.#  — siix.*^  to8.*  tfsio.^)  d0 

'  '  \  — (cog.a^tcos.a^sin.^  +  si».iS'OBa.^f'Coft.^C<**jrfi'/<^^,- 
'"■lu^yj  ^ — ^tt%.^  6  àa.^  dff  .-  i'.  ;j  ■  .  .  ■  ■..).:  .; ,  i". 
Ajoutaot  ces  éfjuations-,  et  rédùisaintr  o&a  '■'  '■'■  '  '- 

a^if  j-^  +  i!t,,dy,j  +  èCf^^dy  ^f^=stùa.ffciM.f  d-^f- — sia.^dû 
pour  déduire,  de  cette  Valeur,  celle  de  ^ ^dy ^-^S,,dy ,,-\-S ff,dy ^^^^  il 
suffit  de  changer  les  oc  en  ^^  et  je  remarque  que*  p9ur  opérer  ce  chan- 
gement, oDdoit.simpletinent,  dans  tes  raledrs  de  a^j  <E^^^à^j,doonéesi 
par  les  équations  (i),  ^Wtitiier-^tin.Và  cos.  ^  et  cos.^à  sîd.^.  d'oïl 
je  conclus  ■  ;■     ■   •■       '  '      '  _  ,-,''- 

^i^yi  +  ^li^yii-^^iii^yui^ — %m.0%\rï.^dyif-~a».^d& 
passant  à  ta  valeur  deir^^a,+ir^^</a„+if^,^rfa^^,  j'observe  qu'en  diflle- 
rentiant  les  a,  par  rapport  à'  ^^  on  a  ' 

et,  qu'ainsi»  le  coefficient  de  d^^  dans  cette  valeur,  serait 

'^C^) + ^'(^);+'^''(^  =  *;'+'^'"+^'^^  ■■ 

(art.  1139).  En  différentiant  ces  méifit;»  a  par  rapport  k  &,xm,  trouve 
que  les  termes  du  coefficient  ié'dê,  âanS  la  même  taTeur,  se  détruisent 
réciproquement,  et  on  a,  pour  déterminer  le  coefficient  de  diîif  . 
g  fda,'\__i  t,m.*ip  cos.*^  ços.^+  «nL^f'  C«rf.  ^  suu^  cos.  ^  cos.*  fi 
'  \d^J    \  +sin.^  cc«ï.^ân^i|[*cî»»  ijt-^-sÎD^^^ft  el»ev*\t-co8.^ 

g    (^-Iî\ f  — sin.^ï'cos.'^î sih.^Ct».^C0S.*J^-f-C08.>^C0S.^^ cos.^- 

"\d^fl  )^\  +sio.*^sin^^cos.^'ùo,^.c«6.>iE'8Îo.^co8.^ 
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et  on  déduit  de  t^  résultats, ide  calculs  '    '^ 

^ ^djt,-^€ „dsk„'\.S ,„dafj,=^  d^  ■^Cfy&.O  diff 
On  a  ainsi  les  trois  équations  suivantes ,  lesquelles  réunies  à  trois 
autres. mii feront  ^doçn^s,  et  démontrées  ci-après,  servent  à  résoudre 
tous  j[e^frol{léine^  rejatifs  au.iu^ouremçnt  de  rotation  d'un  corps  solide 
autpi^r  4'un  ppint  (îxe. 

!pdt=ism.ûsin.^d-il/^cos^^d0 
ç  dt='8\n.  û  cos.^  d^ — s\a.4)d& 
rde=^  d^^cos.fid^ 
iids.  Voici  -dViitrea  r^^tîcm»  entre'  les  quantité»  a,,  jf,>  y,,  etc., 
et  les  quantités  p,  tj  çt  r  qu'il  est  bcin  >de  connaître, 
3i  on  fait  trois  sommes.dest  tmis  i^ùations 

M,  ■     ,:      0^dt=<^,dy,^a„dy„->ra.,„dy„, 

^res  les  aVoit-  multipliées,  respeçtivempnt  p3|-  a,,  S,ty,,  pour  faire 
la  première  sommé,  par  a,.^  É,,y  y^,  pour  fpipe  la  deuxième,  par 
**>//'  ^ui>  Viut  P**"""  f^ire  J9  troisième,  on  trouvera,  en  ayant  égard 
aux  équations^  (art.  ii39)r 

on  déduira^  pareillement,  dès  équations^      >     ' 

pdt^y,dS,^y,,dè„Jf.J,dn,„ 
-~-rdt^a.^dS^~^a,fdS„-\:a^iidS^i,  "   ' 


et  des  équations 

,  ,      ,  ■■    ■■■■-,'.  -.  .  :9!^'h''H-i-fn,4fH+.im^'hu—  ' 
^es  valeurs  .   ,  „_     ,.■.,.-    r 

{ti  àf  ^  (lîf  r  =  ^f  ^)  Jï        ' 
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eofln  on  a  les  trois  équations 

pda„Jf-qdS„-\.rdy„^o 
F  ^«//rl-  y  fii^m+rdy,,,  =  o 
-  qu*on  rendra  identiques  en  y  substituant  les  valeurs  de  da,,  dff,,  etc., 
données  par  les  équations  (4);  (5)  et  (6). 

DéterminatioDi  ultérieure*,  relative*  à  la  théorie  géaérate  du  mou  veine  a  t 
d'un  corps  lolide  autour  d'un  point'  fixe 

ii53.' Je  n'aifàit  entrer  en  considération ,  depuis  l'art.  1 143,  que  les 
propriétés  du  mouvement  qu'on  peut  appeler  géométriques  ,  et  les 
phénomènes  de  ce  mouvement,  relatifs  aux  vitesses  et  aux  forces  accé- 
lératrices, effectives ,  de  ses  difTérents  points,  en  faisant  abstraction 
des  causes  motrices  qui  les  produisent.  Je  vais,  maintenant,  introduire 
ces  causes  motrices  dans  l'analyse,  et  compléter  le  système  des  équa- 
tions par  lesquelles  on  détermine  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
de  rotation. 

Chaque  point  matériel  a  sa  position  déterminée,  &  un  instant  quel- 
conque, par  rapport  à  trois  plans  coordonnés  fixes  dans  l'espace,  dont 
les  lignes  d'intersection  sont  les  axes  des  3:,y  et  ^y  roriginc  de  ces 
coordonnées,  placée  au  point  fne  de  rotation*,  est  aussi  l'origine  de 
trois  autres  coordonnées  !^,}  y,3  ^,  j  rectangulaires  comme  les  pre- 
mières, mais  parallèles  à  des  axes  fixes,  datis  le  corps,  et  mobiles  avec 
lui;  malgré  la  mobilité  de  ces  axes  on  peiit,  quand  il  s'agit  des  phé- 
nomènes instantanés  du  mouvement,  prendre,  parallèlement  à  leurs 
directions,  les  composantes  des  forces  appliquées  au  corps,  ces  direc- 
tions devant  être  censées  invariables  pendatlt  le  temps  élémentaire  dt, 
et  on  a  déjà  vu,  art.  1145  et  suivants,  de  pareilles  décompositions  dos 
vitesses  et  des  forces  accélératrices  elTectives  des  molécules  du  corps. 
Soient,  donc,  mX, ,  mY,  et  mZ,  les  composantes,  respectivement 
parallèles  aux  3:,, y,,  %,,  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appli- 
quées à  une  molécule  dont-  la  masse  =  ni,  continuant  à  représenter, 
comme  Je  l'ai  fait ,  art.  1 1 47.,  par  p,,  (]i)  et  r,  les  forces  accélératrices 
effectives  de  cette  molécule,  respectivement  parallèles  aux  mêmes  axes, 
les  conditions  de  l'équilibre  devront,  arf.  1988,  exister  en  vertu  du 
I  49 
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principe  général  du  mouvement,  dans  la  masse  entière  du  corps,  entrtf 
les  forces  motrices  mX,,  mV,,  mZ, , — mpf,mq,,  mr^j  ou  entre  les 
quantités  de  mouvement  élémentaires  {X, — p,)  mdt ,  (  y, —  y,)  mdi, 
(Z^ — r,)  mtit.  Ces  conditions  s'expriment,  art.  369,  par  trois  équa- 
tions qu'on  forme  en  égalant,  k  zéro,  les  moments  des  forces  considérés 
reUlivement  à  trois  axes  rectangulaires  quelconques  dont  l'intersection 
commune  est  au  point  fixe;  on  a,  donc,  dans  le  cas  dont  il  s^agit  ici, 

f\xXz,  —  r,)mdt—i,{X,—p,)mdl\=o 

les  intégrales  relatives  à  m^  et  à  x,^  j^,,  s,  doivent  s'étendre  à  la  masse 
entière  du  corps. 

1154.  Je  représente,  pour  abréger,  les  sommes  des  moments  des 
forces  motrices  dues  aux  puissances  extérieures,  par  W,,  JV,f  ^  ^tn» 
c'est-à-dire,  que  je  pose  les  équations  hypothétiques. 


(■)• 

les  équations  (i)  prendront  la  forme 


f/».(x,r,-j-,y,)=/v, 

[fm(j;Z,-z,y,)  =  N,„ 
rendront  la  forme 

f/m{x,qfdt^y^p,dt)ssiN,de 
fm  {&,p,dt—3-,r,dt)=  N„dt 
fmly,r,dt~z,q,dt)  =  N„,dt 


J'ai  donné,  art.  1147,  équations  (5)  les  valeurs  des  vitesses  élémen- 
taires p,dt_,  <},dtj  r,dt,  et  ces  valeurs  peuvent  être  substituées  dans  les 
équations  précédentes;  les  équations,  résultant  de  ces  substitutions, 
renferment  des  termes  de  la  forme  Jmx,*  ,  Jmjy*  ,  fmz* , 
J'tnx,y,,  fmx,%n  fmy,z,,  et  sont  susceptibles  de  simplifications 
considérables  par  des  choix  convenables  d'axes  coordonni-s  ;  en  effet , 
si  on  prend,  pour  axes  des  3^,,y,  et  2,,  les  axes  principaux  du  (torps, 
qyi  ont  leur  intersection  commune  an  point  fixe  de  rotation ,  tous 
les  termes  de  la  (orrai:  J'mx^Zi,fina:^i^^  fm^^i^,  disparaissent,  il 
ne  reste  que  les  termes  de  la  (orm^/mx^*  ,/mj*t,fmz^,  et  on  a 
les  valeurs  suivantes, 
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Section  TKoiriBMiE. 

+  rpdtfm  {z*  —xfy 


fm{x/ifdt~^j,p,di) 


fm  (»//»/  dt — x,j,  dt)  = 


ff^iprfndt—tfqfdt) 


387 


Let  axes 

de*  a?/ .  yi 
et  '/ ,  sont 
d«i  a ICI 
principaux. 


(4).... 


Désignant  par  A,  B ,  C,  respectivement,  les  moments  d'inertie  du 
corps  par  rapport  aux  aies  des  x,,jr,,  i,,  on  a 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (3),  et  ces  .seconds  nwmbrês  étant,  après  les  «ubstitutions,  mis 
fa  la  place  dès  premiers- membres  deis  équations  (x),on  a  les  suivantes, 

{Cdr-\'{B'~A)pqdt=^N,dt 
Bdç-\-lj—C)rpdt=^IV,^£ 
jédp-{-lc^B)çrdt^IV„/le 
dans  Fesquelles  pdt,  çdt^  et  rdt,  ont,  art.  ii5r,  les  valeurs 

{^<^/=3:sin.^sia.^£f^-l-cos.^<^^ 
çdf=ssin.ûctia.^diP—iin.^dff 
rdt^dip-\-caa.Ôdttr 
ii55.  Les  moments  N^,  N^j,  iV^,,  des  forces  rtibtrices  imj)rini(?es 
sont  pris  par  rapport  aux  axes  mobile^  des  z^^y^,  x^,  dont  les  posi- 
tions instantanées  sont  liées  à  celles  des  àxes  Usa  des  36,y,  et  ^^  au 
moyen  des  angles  Tp,  ^  et  0\  ainsi  N^,  N^,  et  JV„,  sont  fonctions  de 
ces  angles.  Or  la  détermination  de  tous  les  {^énomènea  du  mouvement 
se  réduit  à  la  connaissapce  des  valeurs  que  cet  angles  \t>,^tt.û  prennent 
fa  un  instant  quelconque;  et  oa  peut,  des  six  équations  (5)  et  (6)»  de 
l'article  précédent,  en  déduire  trois,  qui  seront  diflerenbelles  du  second 
ordre,  entre  ces  mêmes aof^es  et  le  temps, />'  ces  équatibns  renfermant, 
d'ailleurs,  les  moineots  d'in^riie  A^  $,  Ç  qjii  dépepdeqf  de  la  çonsti- 
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lution  du  corps,  et  les  quantités  relatives  aux  puissances;  donc,  les  loi» 

des  actions  des  puissances  étant   données ,  on    pourra  déduire  >  de» 

écjuations  citées,  les  valeurs  des  inconnues  >t,  ^  et  â,  et ,  fécîpro- 

quement,  si  on  connaît,  a  priori,  la  loi  du  mouvement  effectif,  orï 

en  conclura  les  expressions  des  puissances  capables  de  produire  ce  ihou^ 

vement. 

Je  neparle,  ici,  de  l'élimiaation  des  quantités /7,  9,/,  et  deleursdifTé- 
rentielles,  dan»  les  équations  (5)  de  l'article  précédent,  qu'afin  *le  faire 
concevoir  comment  la  solution  générale  du  problême  du  mouvement 
de  rotation  peut  être  ramenée  à  trois  équations  du  deuxième  ordre; 
mais  il  est  convenable  et  commode  de  conserver  les  six  équations  du 
premier  ordre,  et  "on  va  voir  des  exemples  de  leur  emploi. 

Application  de  la  théorie  expotée  dapa  le  chapitre  précédent ,  au  cas  de  la 
pesanteur  terrcitrc. 

iibô.  Le  mobileétant  supposé  un  corps-pesant,  je  prends, pour  axe 
dès  Zj  la  verticale  jKissadt  pat-  le  point  fixe^dé^rotation,  et  pétant  la' 
force  accélératrice  constante  due  à  la  pesanteur  terrestre ^  chaque'force 
motrice  g  m  sera  parallèle  à  ^  ^  et  fera , .  paf  conséquent ,  avec  les  coor- 
données a:^,jj'/»  */j  de  la  molécule  m,  les  mêmes  langles  que.fait  l'axe 
des  X  avec  ces  coordonnées;  on,  aura,  ati^i.,  les  valeurs  suivantes 
des  composantes  X^,  Y^,  Z,,  des  fqrces, accélératrices  respectivement 
parallèles  aux  x^,  j"^,  ^/j     ,  .  ' 

(■)....  A,=  «-a,„ir,î=«if,„;.Z,±=^y,„     , 
Soit  M  la  masse  entière  du  corps;  a^,  b^,  c,,  les  coordonnées  de  son 
centre  de  gravité,  respectivement  parallèles  aux  axes  des  x,,^^,  et  2^, 
qui  sont,  comme  précédenmient,  les- axes  principaux  dont  l'intçrsection 
commune  est  au  point  fixe,  on  aura       ,    . 

(a)  ....fmx^  =  a,^M\finy^=ib^M\fmz^^i=CjM. 

Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  A%  i'^,  Z^,  dans  les  équations  (r) 
de  Tart.  II 54,  on  les  change  en 

(3^...  j  fi„^-fm{z,X,^x,Z,y^gM{c,k,„  —  a,y„S 
et  les  équations  (5)>  du  même  art.  ii54,  deviennent 
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{Cdr+(B—yi)pf<ll=fMJl..(a,f,„—l>,ai,„) 
BJ,+(^-C)  rydt=gMdt.  («,«,„-«,)-„,) 
Adp:Jr(C-B)  qrdt—sMdt.  (i,r,„-c,t,„) 

Examen  particulier  du  cas  oii  le  corps,  mu  en  verlu  d'une  impuUion  initiale, 
n'eat,  après  cette  impuUioa  reçue,  toumie  à  aucune  force  extérieure.— Usage 
des  propriétés  de  Taxe  principal  et  du  plan  principal  dés  'noûiénts  ,  pour 
simplifier  l'analyse  du  mouvement  de  rotation. 

1 157.  Les  seconds  membres  des  équations  (  4) ,  de  l'article  précédent, 
sont'nuls  dans  deux  cas,  s'avoir;  i*.  lorsque  le  corps  est  supposé  sans 
pesanteur,  ou  qu'on  a^=o;  2°.  Lorsque  le  point  fixe,  de  rotation, 
est' son  centré  de  gravité,  ce  qui  dQnn.e  a^^Q,  bf-=o,,c^=^o\  ce 
deuxième  caà  rentre  d'àîUèù'rs  dans  Te  précédent,  parce  que  la  résultante 
des  poids  de  toutes  les  molécules  du  corps  '  passant  par  lé  centre  de 
gravité,  si  ce  Centre  est  immobile,  le  cpi-ps  se  trouve  dans  le  même  • 
état  oii  il  serait  s'il  n'était  pas  pesant.  On' a,  dans  l'une  et  l'autre 
bypotbèse,  leà  équations  suivantes  qui  sontintégrables;' 

{Cdr  ■\-{B—A)pqdt^o  ..,  - 

BdqflA-~C)rpdt=^o  ■      •    , 

Jdp  +  lC—B)çrdt=o 

multipliant  la  première  par  #-,  la  deuxième  par  ^,  la  troisième  par /7, 
et  faisant  leu»  Joroftie,  il  vîent  ''    "         I*'  •■ 

'     '  ■     GrJr^BYd^  +  jtp^p==6  ''    '     '■-■'■' 
substituant  aux  facteurs'  r,  ç  étp  les  facteurs  Cr,  S^^  et  Ap  et  faisant 
mcore  Ja  somme  des  étjuatîong  produits',  on  a  ^      j    *  ■  •    ' 

''^C^rdr;^-B»qd)q  ^  A»pdp==Q 
équations  qui  ont ,  pour  intégrales      ,  ',       '  , 

A*    et  A»  étant   deux  conâtaiités  'arbitraires   toujours  positives  ;   h 
est,  art.  iiSci'la  valeur  di*  irioment.  priricipàl^«ipporié  au  point  fixe 
Je irotatio'n. '  ' '-         .  ■   y.  ,  '.■>  >ri-  •.'■-.:■   i  ,)  ■  ^.      .1    ■■.  .  ;    •-:.;■■}■■. 
On  déduit  «les  ^u4tiaiis;(a,).Ie3  valeurs  de  p^  et  7*,  savoir;  ' 
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^  ~  B(B^A) 

substituant  les  valeurs  âe  p  et  ^  dans  la  première  des  ^uatioos  (i  ), 
el  prenant  la  valeur  de  dt,  on  a 

(4)....rf/= ^-i ^ 

on  n'a  pas  encore  de  méthodes  pour  obtenir  l'intégrale  de  cette  équa*- 
tion  sous  forme  finie,  excepté  dans  le  cas  particulier  où  deux  des  tr^ia 
quantités  A^  Bj  Cj  seraient  égales  entre  elles ,  et  dans  celui  oti  les 
constantes  arbitraires  auraient  entre  elles  les  relations  ft'=mAh^  ou 
^*^B  h*.  Mais  on  peut,  dans  tous  les  cas ,  calculer  la  valeur  de  t,  par 
la  méthode  des  quadratures^  lorsque  celle  de  r  est  donnée,  et  récipro* 
quement;  et  comme  p  et  ç  ^at  exprimés  en  r,  par  les  équations  (a)  « 
on  a  les  moyens  de  connaître  les  valeura  de  p,  q  et  r,  correspondantes 
à  une  valeur  quelconque  de  /. 

1 158.  Nous  allons,  maintenant,  déduire  des  équations  (  i  )  >  ^'  l'article 
précédent ,  d'autres  intégrales  q>ii  coniluiront  à  des  résultats  remar* 
quables. 

Je  multiplie  les  i>«,  £•,  3*>  de  ces  éqfiations  (i),  par  les>facteuT« 
respecti&z,,  f,»  et  a.^  et  )'air  pour  ta  SQmm.e  des  équations  produits. 


(■)• 


prou  lire,  des  équations  (4),  (5)  et  (6)4  de  l'art.  ii59, 

{dr,={',q—f,p)'tt 
dt,=  (S,r—Y,q)dî 
râleurs  oui,  substituées  dans.  (  1  )^dooi)ent. 

'.    C,d(y,r)■^B.d(S,^|)■^.A,d(^a.,1^)^^:>.:    \ 
en  prenant,  successivement,  pour  facteur?  ^es  équations  (i).^  l'article 
précédsRt/,,,  ?,y,  a„,  ^'ynn  ^iir>  '««/ *t'c*«ibtoanc  les  soinMes  des 
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^uatioDS' produits  avec  dn  équations  tirées  de  (4),  (5)  et  (6), 
art.  11&&,  on  obtiendrait  deux  autres  équatioQS  difTérentiélles  abso- 
lument semblables  à  la  précédente,  aux  accents  près  de  a ,  ^  et  ^,  erf- 
sorte  qu'on  aura  ultérieurement ,  les  trois  suivantes, 

(CJ{y,r)  +  Bd.(e,ç)  +  JJ.(a,/,)^o 

(3) ]  Cd();,r)  +  Bd  if„,)  +  JJ.(^„p)  =  o 

l  C<ify,„r)  +BJ  («■,„?)+  Jd  (a,„p)  =  o 
lesquelles  ont,  pour  intégrales 

{Cy,r+BS,ii+  Aa,p==l,  1  ;,,  ;„,  /„, ,  ,„,^t 
Cy^r  +  BS^^g  +  j^a„p=ïii  Vlei  conslantvs  «rbi. 
C)',,,'*  ««•„,?+'<«,„/'='„,)  "•'«■■ 

1 159.  Si  on  forme  les  quarrés  de  ces  trois  intégrales^  on  aura, toutes 
réductions  faites,  et  en  ayant  égard  aux  équations  de  l'art.  ii3^,  qui 
font  disparaître  les  a,  f^  et  y, 

(1) ^*'*  +  **y»  +  ^V'  =  V  +  V  +  A// 

on  retrouvera,  ainsi,  la  seconde  des  Intégrales  (_fl)j  de  l'art,  Ii57,  et 
on  aura  l'équation  de  condition 

(â) //  +  /,/+;^^^>=A« 

ainsi  les  trois  intégrales  (4)  de  l'article  précédent,  ne  représentât  ique 
deux  équations  distinctes;  je  vais,  avant  de  procéder  à  la  rcclierche  dç 
la  troisième ,  tirer  quelques  conséquences  de  ces  intégrales  (4),  qui 
seront  fort  utiles  pour  simplifier  l'anulyse. 

1160.  En  comparant  avec  les  équations  (4),  art.  ii5S,  et  (i), 
art.  1159,  les  formules  (4)  de  l'art.  ii5o, qui  sont  les  valeurs  des  cosinus 
des  angles  formés  par  l'axe  du  moment  principal  appartenant  au  point 
fixe  de  rotation,  et  par  les  axfs  des  Xjjr,  ij  on  yoifc  que  les  numé- 
rateurs de  ces  expressions  sont  les  premiers  membres  des  équations 
(4},  article  11 58,  et  que  le  carré  du  dénominateur  commun  est  le 
premier  membre  de  l'équation  (  i  ),  art.  1 169;  on  a  donc,  en  substituant 
k  //+'//*  +  '///"  sa  valeur  A*, 

f  ^/ 
"•       T" 

/,^ 

r 

■ -¥. 


Coiîous  de  l'angle  formé  par  l'axe  du 
moment  principal,  qui  ce  rapporte  au  point 
fiie  de  rotation,  et  par  l'ase  dei 
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XiC5  Valeurs  de  ces  cesimis  se  composant  de  quantités  conslaDÏM,  Is 
position  de  i'sxe  du  moment  principal  est,  par  conséquent,  invariable, 

dans  l'espace,  puisque  les  expressions ^  , ^  , ^^1*  déter- 
minent par  rapport  aux  axes  fixes  des  x ^y  j  zj  quant  à  sa  position, 
instantanée,  par  rapport  aux  axes  mobiles  des  ^,ty,>  ^,m  ?lle  sera 
donnée  par  les  formules  (3)  de  l'art.  iiSo,  tes  quantités  p ,  q  tt  r 
étant  censées  connues ,  k  un  instant  quelconque,  par  les  équations  (2) 
et  (4)  de  l'art.  1107. 

Voilà,  donc,  une  propriété,  très-importante,  liée  à  la  théorie  gé- 
nérale que  j'ai  exposée  depuis  l'art.  15^  jusqu'à  l'art.  199,  et  appar- 
tenant au  mouvement  de  rotation  ,  autour  d'un  point  fixe,  d'un  corps 
solide,  qui  a  ce  mouvement  en  vertu  d'une  impulsion  primitive,  et, 
qui ,  après  cette  impulsion  donnée ,  n'est  sollicité  par  aucune  force  exté- 
rieure; il  existe  yn  axe,  passant  par  le- point  fixe,  qui  est  Taxe  principal 
des  moments,  et,  par  conséquent,  un  ptan^  perpendiculaire  à  cet  axe, 
et  passant  par  le  mèrne  point  fîxe,  désigné  par  le  nom  de  plan  pria- 
cipal  des  moments,  dont  les  positions  sont  invariables,  pendant  toute 
la  durée  du  mouventent,  et  peuvent  se  déterminer,  à  chaque  instant, 
par  rapport  aux  plans  mobiles  qui  renferment  les  axes  principaux  du 
corps. 

La  propriété  dont  je  viens  de  parler  est  intimement  liée  à  la  théorie 
des  aires  t  et  les  propositions  démontré^,  depuis  l'art.  200  jusqu'à  l'ar- 
ticle Si  4,  établissent  et  expliquent  complètement  cette  liaison. 

1161.  Le  premier  parti  à  tirer  de  l'invariabilité  de  position  du  plan 

principal  des  morhents  est  d'en  faire  un  des  plane  coordonnés  fixes; 

soit  ce  plan  celui  des  xyj  l'axe  principal  des  moments  qui  deviendra, 

alors,  l'axe  des  s_,  faisant,  avec  les  axes  des  os/,  ^^  et  «^  de«  angles 

dont  les    cosinus  respectifs  sont ,  article  i  i5o  , 

Ap           Bq  Cr  '  .        ^  - 
ïf— , -^ ,  —  .-y— ,  et  ces  mêmes  cosinus  étant ,  art.  1 109 , 

Représentés  par  a^^^j^  Sfi^,  y,^,,  on  a 

/    \  -^P      ^  Bq  Cr 
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aa,  en  lubstiiuaiit  à  a,„,  S,„,  y,,,  leui»  valeurs  tirées  des^quations  (  i  ) 
de  l'art.. iifiir  ' 

Ap 


(=)• 


t  SID.  f  = ^^— 


sin.  9  COS.  #  = t-i- 


COS.^=^ -?7- 

éqûàtîons  qui'serviront  à  déterminer  les  angles  #  et  ^  en  fonction  du 
temps. 

Èllmiponi  ^^ëntte  les  <Jeux  premières  équations  (6)  de  l'vt.  i  j54, 
nous  aurons,  après  avoir  muTtipHé  l'cQuation  fîuale,  par  sin.  Q.     ; 

d'p(i  on  tire;  en  substituant  les  v^eurs  dç-sia.-^sin.  ^  et  sin.  ^cos.  ^, 

et  celle  de  sin.»  û  =  \  —  cos.*  ff  =  i ; . 

A* 

ajoutant,  au  numératenr^  Cr*  —  Cr*,  et  faisant  attention  qu'on  a,  ar- 
ticle iiSy,  équation  (a),  Ap^-\-Bii^  +  Cr^=s?i* ,  l'équation  précé- 
dente devient  -    S  ■.-,-■ 

■    (4) :dip=f—^ — ^ — ■^  Kde  ' 

,    :  .     .  M~-C^f^  ■     i 

substituant,  pour  dt^  sa  valeur,  art,  11Ô7,  équation  (4},  la  vateuc 
do ^.^  ne  contiendra  plus  que  r,  dr  et  des  quantités  constantes;  ainsi^ 
cti  procédant-,  pal-  la  méthode  des. quadratures;  on  pourra  ^voir  ^  éq 
fonf^ioik-  de  r,  et-  comkne.  r  est.  censée  connue  en.fonction  du  temps ,  le 
ttoiftiêtn^  angle  1^  s»  trouvera  déterminé.  Cette  valeur  de  ^t  en  r  rtnfèrt 
mera  une  constante  arbitraire  et  sera  la  troisième  intégrale  des  équa- 
tions;  (6),  art.  1164.  - 

;  1*04  Toute  i'analyae  précédeute,  depuis  l'art.  \i5y,  »  pour  objet 
l;'iaj^gftttiap  da-  équation»  (i6)iet  (61)  de  Hart.  i  ib^,  appliquées  au  cas 
oit  ieimbbiieneflCflieutqtt'eBivçrliu -d'une  impulsion  teitialet  Dovm  avionfi, 
flQiir  erriver-à;  ce:  but,  à  dédaine^  eti  -fonction-du  temps,  les  valeurs  des 
I  5o 
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six  variables  p,  tj ^  r,  -^p.û,  ^,  de  six  équations  difTérentielles  ia 
premier  ordre^  ou,  seulement,  les  valeurs  de  ^,  û,  ^>  de  trois  équa- 
tions diflerent telles  du  second  ordre;  nous  aurions  dû ,  par  conséquent, 
dans  l'un  et  l'autre  cas,  avoir  six  constantes  arbitTHires,  et  nous  n'en 
avons  que  quatre,  savoir,  j:^  h  et  les  deux  constantes  qui  proviendraient 
de  l'intégration  de  l'équation  (4)  art.  1 167  et  de  celle  de  l'^uation  (4) 
de  l'article  précédent;  cette  simplification  est  due  au  choix  que  nous 
avons  fait  du  plan  principal  des  moments  pour  plan  xjr^  en  effet  Taxe 
des  s  étant,  dans  cette  hypothèse,  l'axe  princip»!  des  moments^  les 
argles  formés  par  cet  axe  principal  et  par  les  axes  des  x  et  des^  sont 
devenus  des  angles  droits,  ayant  leurs  cosinus ,  exprimés  par  les  deux 
pren^ières  formules  (4)  de  l'art.  i}5q,  égaur  à  zéro;  de  là  l'égalité  à 
zéro  des  premiers  membres  des  deux  premières  éq'ualibns  (If)  art.  1 158, 
et,  par  buite,  /,;=o,  li,-=-Q,  t,„^k^\  il  ne  reste,  de  tbutes  les  cons- 
tantes introduites  par  les  intégrations,  que  11»  quatt^  sus-énoncées,  et 
il  s'agit  de  les  déterminer  d'après  les  circonstances  initiales  du  mou- 
vement. 

Concevons  que  le  mouvement  du  corps,  dont  la  masse  est  représentée 
par  M j  soit  l'eifet  d'une  impulsion  initiale^- qui.  lui-  e<9t^  donnée  &  un 
de  ses  points,  et  qui,  si  elle  était  dirigée  par  son  centre  de  gravité,  dans 
l'hypothèse  où  ce  corps  serait  libre,  lui  imprimerait  une  vitesse  V j  le 
produit  M  y  sera,  art.  yôi  et  11  ad,  la  mesure  de  la  cause  motrice. 
Abaissons,  du  point  fixe  de  rotation,  sur  la  ligne  de  direction  de  l'im- 
pulsion MF,  une  perpendiculaire  dont  la  longueur  sera  représentée 
par  ç,  et  faisons  une  section  du  corps  par  le  plan  qui  renferme  ce  point 
fixe,  cette,  ligne  de  direction  et  cette  perpendiculaire,  le  moment  de 
l'impulsion  MV,  par  rapport  à  la  droite  perpendiculaire  à  la  section 
qui  .passe  par  le  point  fixe^  sera.=^MFfj  orj  d'après  le'princtpe'gé- 
néral  du  mouvement,,, cette  impulnon  MF  et. les  quantités  de  mou- 
vement qu'elle  communiquc'aux  points  matériets'ndu  corp«f  caHA^cî 
étant,  prises  avec  des  sens  d'action  directement  opposés  à  ceux  suivant 
lesquels  elles  ont  réellement  lieu,  doivent  satisfaire  aux  conditions  de 
l'équilibre  ,  exprimées  ,  dans  le  ces  dont  il  s'ajgtt  ici  >  par  l'égalité 
à  zéro  de  ta  somme  des  moments  rapportés  à  un  axe  quelconque 
passant  par  le  point  fixe;  il  suit,  de  Ui,  1°.  que^  les  quantitêS'de'mou- 
vemeot,  qui  ont  lieu ,  ne  peuvent  fournir  aucun  moment  par  rapport 
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k  une  ligne  contenue  dans  le  plan  qui  renferme  la  direction  de  l'îm- 
]»ilstonet  le  point  fixe,  car  l'impulsion  elle-même,  ne  fournissant  aucun 
moment  pareil ,  celui  qu'on  supposerait  dû  aux  quantités  de  mouvement 
qui  ont  lieu,  serait  incompatible  avec  les  conditions  de  l'équilibre,  ne  se 
trouvant  annullé  par  aucun  moment  égal  et  de  signe  contraire  ;  2°.  que  la 
somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  la  perpendiculaire,  au  plan  dont  on 
vient  de  parler,  passant  parle  point  fixe  est  égale  à  Af^^J.  Or,  si  ces  deux 
conditions  ont  lieu,  au  moment  où  l'impulsion  est  donnée,  elles  con- 
tinuent d'avoir  lieu,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  en  vertu 
du  principe  de  la  conservation  des  moments  (art.  1 117)  le  plan  passant 
par  le  point  lixe  de  rotation  et  par  la  direction  de  l'impulsion  initiale; 
est  donc,  art.  175,  le  plan  principal  des  moments,  leur  axe  principal 
étant  la  perpendiculaire  k  ce  plan  menée  par  le  point  fixe. 

Nous  avons  trouvé ,  article  i  i5o  ,  le  moment  principal ..,.,.... 
=  1^ ^' />' H- Jî ' î * +C'' r'  et  par  la  deoxième  équation  intégrale  (a), 
de  l'art.  1 167 ,  ce  moment  a  été  trouvé  égal  k  une  constante  k^  laquelle 
se  trouve  déterminée  par  ce  qui  précède,  et  a  pour  valeur,  k=MP'f, 
les  quantités  M^  V  ei  p  étant  des  données  du  problème. 

Je  passe  à  la  constante  h  de  la  première  équation  intégrale  (s)  de 
l'art.  ir57;  l'axe  principal  des  moments  étant  pris  pour  axe  des  s  et  les 
axes  principaux,  qui  se  croisent  au  point  fixe  de  rotation,  étant  les  axes 
des  Xf^y,  et  z,  le  tout,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit,  art.  1 161  et 
ii5o,  on  a,  art.  1161  ,  les  équations  applicables  à  up  ipstant  quel* 
conque  du  mouvement. 

Ap  =  —  lia.,„\  Bii^~hS„,\  Cr^  —  hy,,, 
\d,  B  et  CsoDt  des  moments  d'inertie  donnés  par  la  constitution  du 
corps;  on  a  li^:=:MV Çj  et  les  angles  qui  ont,  pour  cosinus,  a„,^  ^mt 
y„,  et  qui  sont  formés  par  l'axe  principal  des  moments  et  par  les  axes 
principaux  du  coq>s,  ont  des  valeurs  initiales  données, puisqu'on  connaît 
la  position  des  axes  principaux  par  rapport  à  la  direction  de  l'impulsion 
initiale ,  ou  par  rapport  à  l'axe  principal  des  moments-  Les  valeurs 
initiales  Aep ^  q  et  rse  trouvent  donc,  dans  les  équations  précédentes, 
entièrement  déterminées,  et  ces  valeurs  initiale»,  étant  substituées 
dans  la  première  équation  intégrale  (2)  de  l'ant.  ii5y,  on  aura  la 
.constante  k. 

ii63.  Il  reste  k  parler  de  la  détermination  des  constantes,  qui 
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comploteront  les  intégrâtes  de  l'équation  (4),  art.  i  iSy,  et  de  l'équa< 
tien  (4),  art.  1 161.  La  première  équation  doit  donner/ en  fonction 
de  tj  et  la  variable  r  a  des  valeurs  déterminées,  correspondantes  à 
certaines  époques  du  mouvement;  supposons,  par  exemple,  qu'à  une 
de  ces  époques  les  plans  (c,y,  et  xy,  aient  fonné  entre  eux,  un  angle 
donné  ff  ^  la  troisième  équation  (i)  de  l'art.  1161,  donnera  pour  la 

valeur  de  r_,  correspondante  à  la  même  époque, —  -7-C08.  ^;or  l'ins- 
tant auquel  on  compte  zéro  temps ,  étant  absolument  arbitraire,  on 

k 
pourra  faire  coïncider  avec  la  valeur  rz=. —zm.ff,  telle  valeur 

qu'on  voudra  de  t^  et  ces  deux  valeurs  étant  substituées,  dans  l'inté- 
grale de  l'équation  (4),  art.  i  iSy,  la  constante  arbitraire,  qui  entre 
dans  cette  intégrale,  se  trouvera  déterminée. 

,  Quant  jt  la  constante  de  l'intégrale  .de  l'équation  (4),  art.  ii6i,qui 
donne  lA  en  fonction  de  r,  elle  dépend  de  la  position  de  la  ligne  sur 
laquelle  se  trouve  l'origine  de  l'angle  4' >  9ui>  *>'(•  ^^Afi>  se  mesure 
sur  le  plan  des  xy.  Cette  position  donne  la  valeur  de  i^  correspondante 

A  . 

à  0:=Qy  ou  à  r== T7-(3*  équation  (2)  de  l'art.irôi).  Ilsuffit,  en 

k 
général ,  si  on  emploie  l'équation  /■=-■ — -ç-  cos.  Q ,  de  savoir  quelle 

est  la  valeur  de  ^  correspondante  à  une  valeur  quelconque  donnée 
lie  0\  on  en  conclut  une  valeur  connue  de  r,  et  ces  valeurs  de  ^  et  r^ 
étant  substituées  dans  l'équation  intégrale  dont  il  s'agit,  la  constante 
se  troHve  déterminée. 

On  peut  arriver  à  la  connaissance  de  ces  deux  dernières  constante» 
par  diverses  considérations  différant,  plus  ou  moins,  de  celles  qui 
viennent  d'être  données  simplement  comme  exemples. 

Premier  exemple  de  l'applîcalioD  do  formule!  du  mouveuient  de  rotation. 

1164.  Soit,  pour  premier  exemple  de  l'application  de  la  théorie 
précédente,  un  solide  de  révolu  lion  non  pesant  et  liomogéne ,  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  point  fixe  situé  sur  son  axe  de  /igurc  ,  l'un,  de  ses 
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axes  principaux,  (fue  nous  prendrons  pour  axe  des  >,;  bon  momeot  d'inertie 
a^té'désigné  par  Cet  on  a,-  d'aineura,  par  la  propriété  des  so)id!ff6  de 
révolution,  j4=B  et  la  4<  équation  de  l'art.  1167,  prend  la  forme» 

^C,4^  ^\k^  —  Ak^  +  {A—C)Cr»\\^-^ 

il  faut,  pour  que  —5- ne 9oit pas  imaginaire,  qu'on  ait 

A>— ^Aa  +  (^— C)C/«=o 

mais  cette  condition  nietlesvaleursde^et^,  équations  (3)del*articlecité, 

sous  la  forme  —  ;  et  cette  première  marche  d'analyse  ne  conduit  à 

aucuD  résultat. 

it65.  Il  faut  donc  remonter  aux  équationft  différentielles  (t)  du 
même  article,  lesquelles,  dans  l'hypothèse  de  -^ss  5,  prennent  la  forme, 

{Cdr=o 
■Adq+{A~C)rpdi=o 
Adp  +  {C—A)rqdt=Q 
on  tire,  de  la  première,  r=n^  «étant  une  constante  arbitraire,  et  cette 
valeur  substituée  dans  les  deux  autres  les  change  en 

.        ,.  i   Jdç +(J~C)  npdt^o 

^   '"""   \  Jldp  +  lc~-A)ttfdi^o     ' 

On  satisfait,  à  ces  équations,  en  faisant 
/3J I  p  =  asia.{n't  +  c) 

a,  b  i  c ,  n'  étant  des  constantes  indéterminées,  car,  en  y  substituant 
ces  valeurs,  00  ïi  .      ' 

[ — Abn'  +  {^A  —  C)an]sin.  (n'i  +  c)dt:=o 
[  +  Aan'  +  {C—A)bn]cos.ln.^i  +  c)di=o 
équations  que  l'on  raid  identiques  en'Sujjpeçi^it  -  .  ■ 

— '■Abn'  +  (A~^€),am±=i3    •:■■■■ 
A  anf +{€.-■  ■^).^n-=0  1 

ce  qui  donne  , 


,   .      -  ,  .     (A~-C)n      -, 
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et  les  équations  (3)  j  en  y  substituant  ces  valeurs  de  n'  et  ^^devien' 
dront  les  int^grales-d^  équations  (a)  du  premier  ordre>  a  et'c  étant 

tes  constantes  arbitraires. 

1 1 66.  On  a ,  ainsi ,  pour  déterminer  p^q^Kr  les.  équations 

f  r  =  n  1    Faite* ,  dam  les  é^atioos  cl-à  colé , 

(0 \p^a%\'a.{n't-\-c^\^,__    A—C  ^ 

^q=.a  COS.  {n't-Y  c)  J  -^ 

Les  équations  (2),  de  l'art.  1161  deviennent,  en  y  substituant  ces 
valeurs  de  p ,  q  ti  r  et  la  valeur  MV ^  du  moment  principal  /(  (  ar- 
ticle iiS/,  équations  (2)), 

^âsin.  in' t-^c) 


(')• 


sln.<'sm.#=-   -j^ 

sin.gco..»:^-^.-^-'"'-f'''+''> 


COS.  ^^i  — 


Cn 


On  voit,  par  la  troisième  équation,  qu'on  a  un  angle  constant,  savoir 
l'angle  ff,  formé  par  les  plans  x^,  et  xj-,  c'ést-à-dire,  par  la  section 
du  corps  perpendiculaire  à  l'axe  de  figure  du  solide,  sur  lequel  se 
trouve  le  point  fixe,  et  par  le  plan  principal  des  moments,  celui  qui 
renferme  le  point  fixe  et  la  ligne  de  direction  de  l'impulsion.  Or,  la 
valeur  initiale  de  cet  angle  étant  une  des  données  du  problème^  la 
constante  arbitraire  n  se  trouve  déterminée,  et  on  a 

(3) „=_,£££.  co..* 

La  première  équation    (2),  divisée  par  la  seconde,  donne  taiîg.  ^ 
;=:tang.  (rt'/  +  c),  ou 

(4)--- ...4>  =  n't  +  c 

L'angle  4>  est  l'angle  formé  par  l'axe  principal  des  x^  et  par  l'inter- 
section des  plans  x^jy^^  xy,  c'est-à-dire,  jïar  l'intersection  du  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  de  figure  du  corps,  passant  par  le  point  fixe, 
et  du  plan  principal  des  moments,  celui  qui  renferme  le  point  fixe  et 
la  direction  de  l'impulsion  initiale.  La  position  qu'avait  cette  ligne  d'in- 
tersection, au  moment  oii  l'impulsion  a  été  donnée,  est  connue,  et  comme 
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la  position  ée  Taxe  des  :àjf  dans  le  plan  x^y,  est  absolument  arbitraire, 
la.valeurde^,  correspondante  ab  premier  moment  est  donnée  ;suppo* 
sons  que  ce  soit  fe  moment  oii  l'on  a  compté  zéro  temps ^  la  cons- 
tante ne  sera  autre  chose  que  ta  YaleCir  initiale  de  ^. 

Ajoutons  maintenant  les  quarrés  des  deux  premières  équations  (2), 

.    ,  .         ^»a»        .,  , 
nous  auron?  sm."*'=!  Tf'vr.'"  '  >  «  o" :  1 

(5) a=^Ai.e   ■'■      ■ 

1167.  n  reste  à  connaître  l'aifgle  1^;  faisons ,.dcins  l'équation  (3)  de 
l'article  1 161 ,  r=nj  jrf  =  S  et  A:?: AfF"f,  nou^  aurons! 

Substituant,  dans  cette  équation,  les  valeurs  à^  p ^  q j  n  et  ensuite 
Celle  de  a  ;  données  par  les  équations  (i),  (3)  et  {h)  de  Tarticle. 
précédent,  on  a         .  .  . 

l~:--'M.l...'..Z-.d4^-^£.M  ■■■..'  ■'■- 

équation  qui  a*  pour  intégrale, 

'      .^        MVf    ^    i 

e  étant  la  constantr  arbitraire; . ,  i     "1  :       ■ 

L'angleV  fs*  cel,ui  que  fornJe  la  ligne  d'intersection  des  plans  CD^yf, 
et  xy,  avec  l'axe  des  x^  ligne  dont  la  position  initiale  est  donnée;  sî, 
comme  ori  en  ésl'lé  maître,'  oii  prend  cette  position  initiale  pour  celle 
die  l'axe  des.^^  on  4uça,  au  .premier  inMant  du  inottveipffDt;>;s;:4o, 
^=TO  ei;piïr  c<ïMéqiie»t  «=ïïQidfQÎi.".-..f ..    ;  ;  .',  ^  .:,    ,      -, 

■   •  ;(^' ,:--f.-i*--r-;-5rff.,,,  •;,,„,:. 

Vxi  angles  l^,  an  ip  se  trouvent  complètement  déterminés'.   '     > 

1 168.  La  valfur  de  ^  nous  àpprend'qùe  la  ligne  bùrvaiir  laquelle  lé 

plan  .TfY,  (le  plan  perpendiculaire'  A  l'axe  deïigtJre  H  passant  par  lé 

point  fiAe^):coup*  !*■  yAtin'œj,  (le  plan  prihcipétl  déé  'itiÔVAeiils)  a  une 

vitesse  angulaire  constante  autour  de  Vue  des  z  (l'axe' principal  des 
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inomcHts)  ;  pous  voyous^  d'une  autre  part,  pat  la  troiûème  équation  {s) 
4e  l'article  4*66,  que  l'angle  (?j  formé,  par  Je»  plans  ^,S(,  t^  ^y 
F?t  constant;  donc  Tangle  formé  )^r  l'iaxe  des  «;  (l'axe  de  figure,  du 
corp)  et  par  le  plan  xy  fst  aussi-.const^Dt»  donc  Qet  axe  des  z,  ilécrit 
la  surface  d'un  cône  droit  qui  a,  pour  axe,  l'axe  des  zi  et  pendant  que 
cet  axe  des  2,  engendre  une  pareille  surface,  tous  les  points  du  plan  x^, 
tournent  autour  de  lui   (équation  J(4);de  rAiticte  1166  )  avec  une 

vttcsse  angulaire  n'  =;=  ■■- — -^-  ^^  rf. 

.ii69>  I^  l>osition  de  l'axe  instantané  de  rotation  a  été  donnée ,  gé- 
néralement, art.  ii44,équatiQns,(5)  et  (6),  et  on  a  vu,  art.  1145,  que 
la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  du  coips,  autour  de  cet  axe ,  était 
|/^+^i  4_r"  x'valetjr. qui, .d'après  &s  équations  (.ï)  de  l'art»  »i!66,de. 
vient  I/"fl"+n*  ,  ou  ,  article'  citéj  équations  (3)  et  (6) ■. . , , 

gsin..^      •  "  '  ..'-.. 

■  .-jxV'.  -j,  ■'  ■■i'~---^'  >■  -et  Qui ,  substituée  ainsi  'afie  les  .v^IçUrs  de 
**  y^ C'stn.»ff+  A»cos.'ff       ^ 

p,  q,  r,  équations  (i)  de  l'article  cité^  dans  les  équations  (6)  de 

l'art.  1 144,  donne  losyaljeûVs  suivantes  dôscpsijiu^d^s.îuigles  respectifs, 

formés  par  l'axe  instantané  de  rotation  et  par  les  axes  des  ^,fj^,  et  2,^ 

l?sin.^.sin.'(«V+c) 
'  '  "  "  " y^Osin.'  ff  +  ^'  C0S.3  0 

Cs'in.  <^cos.  (n'^t+c)  _ 
dcrolalion  et  par  les  a«<  ^  '  ". l/'&sin.^û  +  ^»<^S^â    '.  . 


Cosinu)  df>  anglei  for- 
l'axe   înitamané 


.  i/C"sm.^.(9.t^«cos."tf  .--  . 
-  -Les.  dôu«ipiw»«iÈ»M>exfreSBidnî  indiqtiehf  dé*€feahgcmèirt6siJC(!*'Jsife 
de  posilion^  de  l'axe  instantané  dd-rôrattbii;  dàhë^le;  cofp^;  rtijiâ ;' d'âpre* 
la  troisième  expression.^  cpS'çliangeraents  doivent  être  tels  qiie  l'angle, 
formé  par  cet  axe  efpar  l!^e  des  z.,'{Vixè  de'figiire'  dû  corps)  ,  soit  un 
angle  coiistai^;ile,pfcim)eraxje  décrit  donc  ^^ipsj;  corf^  l^si^rf^qe  tj'unçônc 
irqk qtfi^^„po,u?;,?W;,.]'pxe  (Je^igiir^  A^  (»rpsi;et:, dwt^l'ifliersectipn, 
avec  la'fu/f^e..^ç,Re  jcorpsy^st^  d'^pn^s  ^  S^fnà^^ffVf  dtp  ,sï»lide!i  4^ 
ré;Ypl|Ut,i9p^,UflL.  (jefçletflyf  ^ec^it,  llonff<t  p?s  npfl,  d^  sccHVifs.df  tÇ^U^ 
^■facep:Çcpeodicuiaire  à,  sûn-axç  ^.'filJirçj. ,.  -:;,   .■■-., '.1  ■:■■'.;    :  ■ 
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1170.  Si  l'impulsion  initiale  avait  une  direction  telle  que  le  plan 
principal  des  moments  (le  plan  a^y)  coïncidât  avec  le  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  figure  qui  passe  par  le  point  fixe  (le  plan  is,jy,), 
l'angle  0  deviendrait  nul,  les  deux  premiers  cosinus  des  expressions  de 
l'arlicle  précédent  seraient  égaux,  à  zéro,  et  le  troisième  cosinus  k- — i. 
Ainsi  l'axe  instantané  de  rotation ,  dont  la  position  serait  invariable,  se 
confondrait  avec  l'axe  de  figure  du  corps,  pendant  toute  la  durée  dû 
mouvement.  Ce  cas,  qui  a  toujours  lieu  pour  une  sphère,  a',  parti- 
culièrement lieu ,  pour  un  solide  quelconque  de  révolution,  lorsque  la 
direction  de  l'impulsion  se  trouve  dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'hxe 
de  figure  qui  passe  par  le  point  fixe.- 

1171.  On  pourrait  supposer  que  l'impulsion  initiale  est  dirigée  dans 

un  des  plans  qui  renferment  Taxe  de  figure  du  solidei  dans  ce  cas  l'angle 

constant  û  est  un  angle  droit, 

„         ■    .     a  Mf^P        '  n  /      ^—C 

cos.i?:^o,  sm.e'^1,  »^^ — ■~*~  cos. p^o;  »  =5 — ;->— ■  n  =  o; 

les  valeurs,  respective»,  des  (rois  cosinus  de  l'article  1169,  sont  sin.  c, 
COS.  cetoj  l'axe  des  z,  ou  l'axe  de  figure  du  corps  est ,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement,  placé  sur  le  plan  fixe  des  x_y  (  le  plan  principal 
des' moment»)  l'axe  instantané  de  rotation  a  une  position  invariable , 
ge  confond  avec  l'axe  deg  Zj  et  forme,  dans  le  plan  x,jy^j  sur  lequel  ij 
est  constamment  placé,  un  angle  c  avec  l'axe  desjj'^^ 

1172.  Le  cas,  traité  à  l'art.  1170,  donne  ^=0,  d'oii,àrt.  *i66, 

/!= _£-cos.i?=— — rr£-  et  fl=  — -T^sin.  (?^  o.  Le  cas  dé 


l'article  précédent  66nne' ff=  angle  droit ,-à'^oh  n=aOj<g=  ■  ^     '■  ; 

ainsi  la  vitesse  angulaire  V^«'+»',  act.  i  liSp,  devient,  dans  le  premier 

cas, pî-^>  la  même  qui  pîir?ît  lieu,  art.  loSp,  autour  de  l'ajie  de  a', 

ou  de  l'axe  de  figure  du  corpi,  si  cet  axe'  éïait  fixe;  on  se  rappellera  que 
Ceàt'ïe  môment"d'rh^rtVe'  par  rajîpdrt'à'cét*axe,'qlji,  dans 'le  cas  dont 
il  s'agit,  est  constamment  en  coïncidence  àveci'àxe  fixe  des  x.  Dans  le 

second  cas,  la  vitesse. angulaire  ==;  ' — -~^,  et  en  faisant  attention  que  ^ 
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est  le  moment  d'inertie  par  rap)>ort  à  un  aie  quelconque,  mené  par  le 
point  fixe,  dans  le  plan  x^jy,  qui  renferme  l'axe  fixe  des  s  devenu  axe 
de  rotation^  on  voit  que  cette  valeur  est  la  même  qu'on  aurait  obtenue 
en  cherchant  immédiatement ,  la  vitesse  angulaire  par  rapport  à  Taxe 
des  z  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  l'axe  de  figure  du  corps  et 
la  direction  de  Timpulsion ,  dans  le  cas  de  l'immobilité  de  cet  axe  des  s. 

SecoDtl  excBpl*  de  rappUcilioD  in  fomnles  du  monvraent  de  rotation. 

1173.  Le  mobile  ayant  une  forme  quelconque, nous  allons  supposer, 
dans  ce  second  exemple,  que  l'axe  instaotaiié  de  rotation  a  une  direction 
très -voisine  de  celle  d'un  de  ses  axes  principaux  >  passant  par  le  point 
fixe.  Prenons,  pour  cet  axe  principal,  l'axe  des  «, ,  le  sinus  de  l'angle 
qu'il  forme  avec  l'axe  instantané  de  rotation,  est,  art.  1145, 

(1) sm.  y  ^  •— --^ 


et  d'après  l'hypothèse  de  la  petitesse  de  yj  les  quantités  p  etç  doivent, 
ell^-mémes,  être  très-petites,  et  leur  produit  peut  être  négligé  dans  les 
équations  (1)  de  l'art.  1157.  On  a,  ainsi,  par  la  première  de  ces  équa- 
tions, r=nj  en  désignant,  parn^  une  constante  arbitraire  qui  est,  & 
très -peu  près  égale  à  |^^»+^*-^,  ou,  art.  1 145,  équation  (lo),  à  la 
vitesse  angulaire  g  du  mobile. 

Cette  valeur  r=:  n  ,  étant  substituée  dans  les  deux  autres  équations  (  i  ) 
de  l'art,  iiôy,  on  a  les  équations  difFérentielles, 


(a)  I  Bdq  +(J—C)npdt=o 

^   '•••'••  \  Jdp+{C~B)mfdi=e 

I,  obtenues 

foumisseni 

i   ?=" 


dont  les  intégrales,  obtenues  par  le  procédé  de  l'art.  1 165,  et  réunies  à 
l'intégrale  rs^n,  fournissent  les  valeurs 


(3) ■!  /»^=««in.(B'/  +  c) 

s^oos,  (n'*+c) 

pour  lesquelles  on  3»  comme  à  l'article  citéi  les  rrlatjpfu  suivantes  entre 
les  constantes  a^  bju^n', 

>^an'  +  (C— S)*it»o 
qui  donnent  les  valeurs    "  * 
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,,.. (-»[/^^ 

a  et  c  sont  les  constantes  arbitraires;  et  on  déduit^  des  équations  (3) 
combinées  arec  les  équations  (s)  de  l'art.  1161 , 


(8). 


ain 

»tiK.t: 

=  - 

-^ 

=  - 

Aa     . 

(«''  +  <!) 

ÛCM.t 

B, 

Bi 

(n-t  +  e) 

C08 

Cr 

nr 

k 

Cn 

k 

aussi  toutes  les  inconnues  du  problème  sont  déterminées. 

1174.  Je  remarque,  maintenant^  que  si,  k  un  instant  quelconque, 
l'angle  y ,  formé  par  l'axe  instantané  de  rotation  et  par  l'axe  principal 
du  corps ,  auquel  les  z,  sont  parallèles,  est  absolument  nul ,  au  lieu  d'être 
très -petit,  cétt«  coincid«Ke  des  deux  axes  n'est  point  un  phénomène 
particulier  k  l'instant  dont  il  s'agit,  mais  doit  se  continuer  indéHniment, 
pendant  la  durée  du  mouvement.  En  efTet,  l'hypothèse  de  >'s^o,  à  un 
instant  déterminé,  donne,  par  l'équation  (i)  de  l'article  précédent,  à  ce 
m^me  instaDt,/r=oet  7=^0,  (les quantités />■  et^*  étant  nécessairement 
positives  chacune  en  particulier)  mais  on  tire  des  deux  premières  équa- 
tions (A)de  l'art.  1161,  et  des  équations  (5)  ci-dçssus, 

(«), . ,.k^Wi.*Û:^A*p*  +  i3»y*î=  -rf»«»  +  B*b» 
donc  si  /^s=:0  et  ^=:o,on  a,  nécessairement,  a=^o,  et  ^=ïO  et,  par 
les  équations  (3)  ci-dessus,  ces  dernières  valeurs  supposent  que  les  pre* 
mières  ont  lieu  -pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Ainsi;  lorsque. le  mouvement  de  rotation  du  mobile  se  trouveta  établi 
autour  d'un  des  axes  principaux,  qui  se  croisent  au  poit  6xe,  ce  mou- 
vement se  perpétuera  autour  du  même  axe ,  autant  de  temps  qu'il 
pourra  être  regardé  comme  TefTet  de  l'impulsion  h  laquelle  est  due  la 
coïncidence  initiale  de  l'axe  de  rotation  et  de  l'axe  principal. 

1 175.  Le  phénomène ,  dont  on  vient  de  parler,  a  lieu  lorsque  l'impulsion 
initiale  est  donnée  dans  une  direction  qui  passe  par -te  plan  de  deux  des 
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^es  principaux  qui  se  croisent  ag  point  fixe;  car  prenant  ce  plan  pour 
celui  des  ^, y,)  on  a  ^=o,  et,  par  l'équation  (a)  de  l'article  pré- 
cédent, «  =  0,  ^  =  o,  d'où  p=^o,  9  =  0,  /=o:  de  plus  cette  valeur 
ff=o  rend  l'axe  de  rotation  fixe  non  seulement  dans  le  corjw  mais 
encore  dans  l'espace ,  car  elle  suppose  que  l'axe  des  z,  qui  est  l'axe  prin- 
cipal des  moments,  perpendiculaire  au /'/an //ti'a»iï^/fj  se  confond  avec 
l'axe  des  z,,  qui  est,  en  même  temps,  axe  principal  du  corps  et  axe  de 
rotation. 

1176.  Les  axes  princ4paux  jouissent  exclusivement  de  la  propriété 
d'être  des  axes  permanents  de  rotation  ;  en  effet ,  la  condition  de  l'inva- 
riabilité de  position,  dans  le  corps,  d'un  axe  de  rotation ,  entraîne  celle 
d'avoir  les  angles  a.  S,  y^,  art.  1144,  équation  (6)  et  par  suite,  les 
quantités y7,  y  ,  r  invariables,  d'où  dp  =  o,  dq  =  Q,  dr=o;  ces  der- 
nitres  valeurs,  introduites  dans  les  équations  (i)  de  l'art.  1167,  les 
changent  en,. 

{B—j4)pqdt=o;  {J—C)rpdt^o)\{C—B)tjrdt  =  a 
Or ,  ou  les  trois  moments  d'inertie  A^  B,  C,  seront  égaux ,  ou  deux , 
seulement,  le  ieront,  ou  ils  seront  tous  trois  inégaux.  Dans  le  premier 
cas,  les  t roi» équations  deviennent  identiques  et  tous  les  axes  qui  passent 
par  le  point. fixe  sont,  art.  1084,  des  azes  principaux.  Dans  le  second 
cas,  supposant  que  A  et  B  sont  les  moments  d'inertie  égaux,  la  pre- 
mière équation  devient  identique,  et  on  ne  satisfait' aux  deux  autres 
qu'en  faisant  r-=:o;  on' a  donc,  par  la.  troisième  équation  (6)  de 
l'art.  1144,  COS.  7  =  0,  y  =  angle  droit  et  l'axe  de  rotation  se  trouve 
dans  le  plan  des  x,yf\  mais  d'après  la  condition  A-=B  toutes  les  lignes 
menées,  par  le  point  fixe,  dans  ce  plan  des  (T,^^,  sont  dés  axes  prin- 
cipaux, donc  l'axe  de  rotation  est  un  de  ces  axes.  Enfin,  dans  le  troisième 
cas ,  les  équations  précédentes  nécessitent  l'égalité ,  â  zéro ,  de'deux  des 
trois  quantités  p  ,  q  fX  r ,  an  ^  donc,  dans  ce  cas,  deux  .des  trois 
cosinus  des'équations  (6)  art.  1144,  nuk,et  le  troisième  égal  à'I'unité, 
ce  qui  rend  droits  deux  des  angles  a,  S,  y,  l'autre  étant  égal  à  zéro,  et, 
l'axe  de  rotation  se  confond  avec  l'axe  principal  auquel  se  rapporte 
ce  dernier  angle. 

1177.  Reprenons  l'hypothèse  de  la  valeur  finie,  niais  très-petite,  de 
l'angle  y,  formé  par  l'axe  de  rotation  et  par  l'axe  principal  des  »,.  J'ai 
déjà  remarqué,  art.  1173,  que»  dans  ce  cas,^  et  q  devaient  ètre,aii5si. 
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de  tr&s-petites  quantités,  mais  il  peut  se  faire  qu'elles  ne  restent  })as 

toujours  dans  cet  état  de  petitesse,  comme  elles  restent. dans  l'état  do 

zéros  absolus,  lorsqu'une  fois  elles  y  sont  réduiles,  ce  qui  domie  lieu 

à  un  examen  important. 

Les  conditions  relatives  aux  limites  des  variations  de  l'angle  y , 

tiennent  à  la  nature  de  la  quantité  n'  qui,  art,  ri73,  équation  (4),  a, 

Xhc~A\{C~B\ 
■pour  valeur,  rt'^nt/  ■ '  1^ ;  et  peut,  par  conséquent,  être 

réelle  ou  imaginaire.  Si  elle  est  réelle  les  fonctions  révolutive8sin.(«'/  +  c) 
et  COS.  («'/  +  c)  ne  pourront  pas  excéder  certaines  limites,  quel  que 
soit  la  valeur  du  temjis./^  et  si  elles  sont  petites,  dans  leur  état  initial, 
elles  continueront  à  l'être  pendant  la  durée  du  mouvement  ;  et  il  en  sera 
de  même  des  quantités  p  et  7,  qui  leur  sont  proportionnelles. 

Mais,  si  a'  est  une  quantité  imaginaire,  ce  qui  arriveca  lorsque-C — .-^ 
et  C — B  ne  seront  pas  de  même  signe,  on  ne  pourra  mettre  les  valeurs 
des  sinus  et  des  cosinus,  de  Tare  imaginaire  n'.e^  sous  des  formes  réelles, 
que,  par  des  expressions  exponentielles,  dans  lesquelles  les  exposants 
variables  seront  proportionnels  au  temps  /j  ces  exponentielles  et  les 
valeurs  de  p  et  ^,  qui  les  renferment,  pourront  donc,  quelque  petites 
qu'elles  soient,  au  commencement  du  mouvement,  devenir,  pendant  la 
durée  de  ce  mouvement ,  indéfiniment  grandes. 

1 178.  On  tire,  de  ce  qui  précède,  des  conséquences  curieuses  relatives 
aux  conditions  qui  établissent  la  slabilifê  ou  la  non  stabilité  du  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  principal.  La^'A^/Z/Vealieu  lorsque 
cet  axe  principal  est  parmi  les  trois  axes  principaux,  passants  par  le 
point  fixe,  celui  qui  correspond  au  plus  gratid  ou  au  plus  petit  moment 
d'inertie;  la  non  slabililê  a  lieu  pour  l'axe  correspondant  au  moment 
d'inertie  moyen  entre  les  deux  autres.  En  effet ,  supposons  qu'un  des 
axes  principaux  soit,  d'abord,  l'axe  de  rotation,  et  doive,  par  consé- 
quent, art.  I  i74,semaintenirtel,pendant  un  temps  indéfini  ;  concevons 
ensuite  qu'une  force  vienne  occasionner  un  léger  dérangement  dans  l'état 
du  corps,  de  manière  à  faire  varier,  d'une  quantité  extrêmement  petite, 
la  position  de  l'axe  de  rotation.  L'angle  formé,  par  ce  nouvel  axe  et  par 
l'axe  principal  dont  il  s'est  S(  paré ,  que  je  suppose  être  l'axe  des  z, ,  sera 
tri-s-pt-lit  au  moment  de  la  séparation  et  se  maintiendra,'  dans  son  état 
de  peluesse,  si  on  a 

V  >^  et  C>B,  ou  C<^A  et  C<;B 
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parce  qu'alon  n'  sera  réelle;  mais  cet  an^e  sera  susceptible  d'augmen* 
fations  indéfinies, si  on  a 

OJ  et  C<B,  ou  C<^  et  OB, 
parce  qu'alors,  n'  prendra  une  valeur  imaginaire. 

1179.  ^"  ^  «tnployé,  dans  les  articles  précédent»,  des  valeurs  de 
p  et  q  qui  ne  sont  censées  données  que  par. approximation,  et  il  est 
bon  de  prouver  que  cette  circonstance  ne  doit  laisser  aucun  doute  sur 
la  stabilité  du  mouvement  de  rotation  autour  des  axes  du  plus  grand  et 
du  plus  petit  moment  d'inertie.  Reprenons  les  équations  (&)  de  l'ar- 
licle  nSy, 

Cr*  +  Bç*  +  jép»  +  =A* 

et  après  avoir  multiplié  la  première  par  C,  retranchons  le  produit  de 
la  deuxièthe,  nous  aurons 

AiA—C)p*^-B{B~C)q*^li*—Ch* 
Si  j  à  un  instant  quelconque  >  les  quantités  p*  et  q*  sont  très -petites» 
et  que,  par  conséquent,  à  ce  même  instant ,  art.  1 144,  équations  (6), 
l'axe  instantané  de  rotation  soit  très-rapproché  de  l'axe  des  i,,  la  valeur 
de  la  constante  h — Ck*  devra  être,  aussi,  très-petite,  ce  qui  suppose 
que ,  dans  tous  les  changements  dont  p  et  q  sont  susceptibles ,  la  quan» 
t\ié  A{A — C);ï»-l-fi(B— C)y»e8t  assujettie  &  la  même  condition; 
maïs  cette  condition  exigera  nécessairement  que  ^  et  ^  soient  cons* 
tamment  très-petits,  si  A — Cet  5  — (7  sont  des  quantités  de  même 
•îgne,  puisqu'alors  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  sera 
entièrement  positif,  ou  entièrement  négatif  ;  donc  ,  dans  ce  cas , 
qui  rend  l'axe  des  z,,  axe  du  plus  petit  ou  du  plus  grand  moment 
d'inertie,  cet  axe,  et  l'axe  instantané  de  rotation  seront  toujours  très- 
rapprochés  l'un  de  l'autre,  les  quantités  /^  et  y  ne  pouvant  excéder  les 

valeurs  respectives    ^^^_^^    et  -3^3^. 

Ot'état  de  choses  ne  sera  plus  le  même  si  A — C  et  B — C  ont  des 
signes 'différents,  c'est-à-dire,  si  le  moment  d'inertie  C,  qui  se  rapporte 
^  l'axe  Zfj  a  une  valeur  moyenne  entre  celles  de  ^  et  Bj  dans  ce  cas, 
|a  petite  quantité  fc*  —  Ch*  sera  égale  à  la  différence  entre  A  (A — C)p' 
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et  S(B'~'C)^^'y  p  et  ç  pourront  être  des  quantités  d'une  grandeur 
quelconque,  conformément  k  ce  qui  a  été  dit,  art.  1 177,  vu  que  Texcés 
d'une  quantité  sur  une  autre  est  indépendant  des  valeurs  absolues  de  ces 
quantilës. 

1180.  La  th^rîe /exposée  depuis  l'art.  1114,  contient  ce  qu'il  est 
essentiel  d'apprendre  pour  se  préparer  à  l'étude  des  parties  de  l'aslro' 
nomie  physique  qui  traitent  du  mouvement  des  corps  célestes,  en  ayant 
^rd  à  leurs  figures  et  à  leurs  grandeurs;  on  peut  aussi  tirer  un  parti 
fort  utile  de  cette  théorie ,  pour  des  recherches  qui  intéressent  la  phy- 
sique en  général  et  les  arts,  parmi  lesquelles  je  me  bornerai  à  citer 
celles  qui  concernent  les  mouvements  des  corps  flottants. 

Le  célèbre  Léonard  Euler  est  le  premier  qui  ait  donné  une  solution 
f»)mplète  du  problème  du  mouvement  d'un  corps  solide ,  dont  Dalembert 
s'est  beaucoup  occupé.  L'analyse  de  ce  problème  a  été  perfectionnée 
par  les  illustres  auteurs  de  la  Mécanique  analytique  et  de  la  Mé* 
canique  celestCj  et  Ton  doit,  au  dernier >  les  simplifications  remar* 
quabtes  résultantes  de  l'introduction  du  plan  invariable;  cette  même 
analyse  a  été  présentée ,  avec  beaucoup  d'ordre  et  de  clarté ,  dans 
Vexcellent  traité  de  mécanique  de  M.  Poisson,  dont  j'ai  suivi  la  marche 
d'expositî<Hi  et  de  calcul ,  depuis  l'art.  1 143. 

Les  élives  qui  ne  seront  pas  à  portée  de  se  procurer  les  ouvrages 
d'EuIer>  et  qui  voudront  s'eiercer  tant  sur  le  problème  général  que 
sur  les  diverses  questions  de  détail  qui  y  sont  relatives,  pourront  tire 
les  deux  mémoires  que  j'ai  publiés  en  1799  (an  7)  et  iSos  (an  10), 
dans  les  sixième  et  onxième  cahiers,  (tomes  II  et  IV)  du  Journal  de 
l'École  Polytechnique.  En  réunissant,  au  premier  mémoire,  le  g.  XI  du 
deuxième,  on  a  une  solution  complète  du  problème,  dans  laquelle  le 
plan  invariable,  ou  plan  principal  des  moments,  se  trouve,  implîci* 
tèment ,  employé  (tome  IV^  page  184  et  suivantes).  Les  dix  premiers 
paragraphes  du  deuxième  mémoire  sont  ceux  qui  renferment  les  ques- 
ttons  de  détail ,  et  c'est  par  ces  paragraphes  qu'il  est  convenable  de 
commencer;  on  continuera  par  les  huit  paragraphes  du  preinier  mé- 
moire, et  on  terminera  la  lecture  parle  onzième  paragraphe  du  second. 
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ObservatioDS  sur  Vapplication  de  la  théorie ,  exposée  Jani  les  chapitrcFs 
■    précêdcnu,  au  mouremflat  d'un  coipa  libre. 

i'i8i.  L'application  de- ia  théorie  exposa  depuis  l'art.'  114a  au  cas 
d'un  corps  libre  est  manifeste;  s'il  s'agit  d'un  mouvement  imprimé  en 
vertu  d'une  impulsion  initiale,  la  division  dés  phénomènes  à  examiner 
et  l'ordre  à  suivre,  dans  la  solution  du  problème,  sont  clairement  in- 
diqur^s  dans  l'art.  1 1  aS  ;  on  détermine  d'abord  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  comme  si  l'impulsion  était  dirigée  sur  ce  centre  et  que  toute 
la  masfie  du  corps  y  fut  rassemblée.  On  traite^  ensuite,  le  mouvement 
4cs  points  du  corps  autour  .du  centre  ;de  gravité  sans  égard  au  mou- 
veirient  dé  ce  centre,  ou  de  latmôme  manière  que  s'il  ét^it  immobile, 
:  par  les  méthodes  exposées,  art.  1167  et  suivants. 

1182.  Les  actions  que  les  diverses  parties  du  corp  solide  exercent 
les  unes  sur  les  autres  n'ont ,  dans  aucun  cas ,  art.  1 1  ï  8 ,  d'influence  ni 
syrtc  mouvement  de  translation  ni  sur  le  raom''emeilt  de  rotation. 
JDe  plus,  si  le  corps  solide,  après  avoir  r^cu  l'impulsion  initiale  est, 
pendant  la  durée  de  son  mouvement  soumis  à  des  forces  extérieures 
qui  exercent  des  actions  continues  sur  chacun  de  ses  points  ,  et  que 
la  résultante  '  de  toutes  ces  forces  passe  toujours  par>  le  centre  de 
gravité,  l'indépendance  du  mouvejnent  de  ce  centre  et  du  mouvement 
<}e  rotation  ne  sera  point  dérangée,  conformément  à  ce.qui  aéte 
démontré,  art.  11 14  et  suivants;  le  premier,  mouvement  se  détermi- 
nera, en  ayant  égard  aux  actions  des  forces,  par  les  équations  de  l'ar- 
ticle II20  et  suivants;  le  second,  dâ  uniquement  'k.  l'impulsion 
itiitiale,.sera  traité  par  les  principes  établis,  art.  ii53  ef  suivante, 
comme  si  le  corps  n'éprouvait  l'action  d'aucune  puissaobe,  et  que  son 
centre  de  gravité  fut  un  point  rrxe. 

Ce  cas  est  celui  des  corps  lancés  près  de  la  surface  de  la  terre,  dont 
les  dimensions  sont  si  petites  par  rapporta  celles  du  sphéroïde  terrestre, 
que  les  difTérences  des  attractions  exercées. sur  ses  différents  points,  à 
raison  de'  leurs  difierentes  distances  :aux  centres  des. forces ,  peuvent 
être  comptées  pour  rien. 

1 183.  Il  y  a  une  infinité  d'autres  cas  compatibles  avec  les  mêmes 
conditions.  Ainsi,  par  exemple,  une  action,  comme  celle  du  soleil  sur 
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ïes  planètes,  exercée  sur  une  sphère,  ou  homogène,  ou  oniposée  de 
couches  excentriques,  dont  les  densités,  variables  de  l'une  à  l'autre, 
sont  constantes  dans  chaque  couche,  ne  troublera  point  le  mouvement 
de  rotation,  parce  que  la  résultante  de  toutes  les  attractions  exercées 
sur  les  divers  points  de  la  sphère,  passera. toujours  par  son  centre  de 
figure  et  de  gravité,  quoique  les  poinfs  les  plus  près  du  soleil  soient 
sensiblement  plus  attirés  que  les  autres.  Il  en  serait  de  même  d'un 
solide  dont  tous^tes  moments  d'inertie,  rapportés  à  des  aoies  passant 
par  le  centre  de  gravité,  seraient  égaux ,  (solide  qui  peut  avoir  une 
iigure  très- différente  de  celle  de  la  sphère)  d'un  solide  de  révolution 
homogène ,  ayant  reçu  une  impulsion  initiale  dirigée  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  de  figure,  qui  renfermerait  son  centre  de  gra- 
vité et  le  centre  d'action,  et  qui  serait  supposé  partager  ce  solide  en 
deux  parties  égales  et  semblables,  etc.  Le  mouvement  de  rotation  des 
trois  espèces  de  sçlides  dont  je  viens  de  parler,  étant  dû  îi  une  im- 
pulsion initiale,  sera  constamment  uniforme,  Taxe  de  rotation  con- 
servera son  parallélisme. 

1184.  Ce  parallélisme  sera  maintenu  dans  les  deu»  premiers  solides, 
quoique  l'axe  de  rotation  ne  soit  pas  perpendiculaire  à  la  ligne  menée 
du  centre  de  gravité  au  centre  d'action;  il  n'en  sera  pas  de  même  du 
troisième  s'il  n'est  pas  sphérîque;  son  axe  étant  supposé  oblique  sur  la 
ligne  des  centres,  la  résultante  des  actions  qu'il  éprouvera,  ne  passera  pav 
son  centre  de  gravité,  que  dans  des  circonstances  particulières,  et  le 
parallélisme  de  l'axe  de  rotation  sera  dérangé.  C'est  le  cas  de  la  terre 
dont  l'axe  et  l'équateur  éprouvent  des  perturbations  auxquelles  sont 
dus  les  phénomènes  connus  sous  les  noms  de  précessiorj,  des  équinoxes 
et  de  nutation  de  l'a.Tc  de  la  terre}  ces  phénomènes  sOnt  produits 
par  les  actions  combinées  du  soleil  et  de  la  lune,  ntais  la  seule  actioi» 
du  soleil  ,  et  roUiquiré  de  l'axe  de  la  terre,  sur  le  plan  de  l'éclî- 
ptique,  sufliraient  pour  occasionner  des  perturbations  dans  le  parallé- 
lisme de  cet  axe. 

ii85.  Dans  les  cas  particuliers  de  l'art.  ii83,  quoique  les  forces 
puissent  être  fonctions  des  distances  de  leurs  centres  d'actions  aur 
■points  sur  lesquels  elles  agissent,  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
ment, tant  uniforme  que  varié,  du  centre  de  gravité,  serortt  déterrtii- 
nables  par  les  équations  (3)  de  l'art,  i  ïao,  Its  ^<^^ti^f'}J"}f'}  ou 
I   .  5s  ■ 
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leurs  équivalentes ,  qui  animent  les  difTérentes  molécules  du  coq)5> 
étant  supposées  appliquées  à  ce  centre;  et,  dans  cette  détermination, 
on  n'aura  aucun  égard  aux  mouvements  des  molécules  du  corps^  par 
rapport  aux  trois  plans  coordonnés  qui  passent  par  le  centre  de  gravité« 
et'qui  sont  parallèles  aux  trois  plans  iixes. 

Mais  les  cas  dont  je  viens  de  parler  sont  des  exceptions;  en  général, 
si  les  forces  qui  émanent  de  points  extérieurs,  fixes  ou  mobiles,  et  qui 
agissent  sur  les  molécules  du  corps,  et  si  les  actions  de  ces  molécules* 
elles-mêmes,  sur  des  points  situés  hors  du  corps,  également  fixes  ou 
mobiles,  sont  fonctions  des  distances  entre  les  centres  d'ob  émanent 
les  forces  et  les  actions,  et  les  points  sur  lesquels  elles  s'exercent,  et 
<]ue  les  dimensions  du  corps  ne  puissent  pas  être  regardées  comme  in- 
finiment petites,  par  rapport  à  ces  distances,  dès -lors  le  mouvement 
du  centre  de  gravité  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  centre 
ne  sont  plus  indépendants î  en  effet,  les  changements  des  distances  et 
des  positions  respectives  des  points  attirés,  par  rapport  aux  points  at- 
tirants, étant  les  résultats  et  du  mouvement  du  centre  de  gravité  et  du 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  centre,  ce  dernier  mouvement 
doit,  dans  le  cas  général,  avoir  un  effet  sur  Tintensité  et  la  direction, 
instantanées ,  de  la  résultante  générale  des  forces  supposées  appli- 
quées au  centre  de  gravité;  de  là,  la  liaison  entre  les  deux  mouve- 
ments de  translation  et  de  rotation. 

Ou  mouTemeot  d'un  corp*  solide  aur  vn  plan  £ie. 

1 186.  Je  suppose  que  la  surface  du  corps,  assujetti  à  se  mouvoir  sur 
un  plan  fixe,  est  continue,  et  que,  pour  une  position  donnée  de  ce 
corps,  celles  de  tous  les  points  de  sa  surface  sont  calculables  par 
une  équation  entre  trois  variables;  dans  ce  cas,  les  déterminations 
générales,  relatives  à  scm  mouvement,  peuvent  être  ramenées  à  des  con- 
sidérations pareilles  h  celles  qu'on  a  employées  pour  ramener  les  pro- 
blèmes du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  uoe  ligne,  ou  une  surface, 
&  ceux  du  mouvement  libre. 

En  effet  le  corps  devant  être  continuellement  en  contact,  avec  le  plan, 
par  un  des  points  de  sa  surface,  il  y  a,  à  ce  point,  une  action  du  corps 
sur  le  plan,  et  une  réaction  du  plan  sur  le  corps;  cette  dernière  peut 
être  considérée  comme  une  des  puissances  auxquelles  ce  corps  est  soumis. 
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doQt  l'intensité  n'est  pas  donnée  immédialement ,  mais  qo'on  sait, 
a  priori,  être  normale  à  la  surface  du  corps ,  et  agir  dans  un'  seiik 
d'action  tel  qu'elle  tend  k  pousser  son  point  d'application  dans  ce  corps^ 
on  peut  donc,  en  prenant  son  intensité  pour  une  des  inconnues  du  pro- 
blème, et  l'introduisant  dans  l'analj-se,  considérer  le  corps  comme  libre', 
et  si  ce  corps  est  dans  les  cas  indiqués  aux  art.  r  182  ei  ti83,  les  équations 
du  problème  seront  établies  d'après  la  condition  de  l'indépendance  entre 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  et  le  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  centre. 

Mais  ces  équations  renfermeront,  en  général,  quatre  inconnues,  qui 
n'existaient  pas  dans  les  équations  du  mouvement  libre,  savoir  llntensilë 
de  la  réaction  normale  qui  a  lieu  au  point  de  contact,  et  les  trois  coor- 
données de  ce  point  ;  on  aura ,  pour  compléter  le  nombre  des  équations 
qui  deviennent  nécessaires,  eu  égard  à  ces  nouvelles  inconnues,  l'équation 
du  plan,  celle  Se  la  surface,  et  deux  équations  qui  expriment  que  l'un 
est  en  contact  avec  l'auire. 

1 187.  Je  suppose,  pour  plus  de  simplicité^  que  le  plan  fixe  est  le  plan 
des  ^^Yi  j-j  j'  et  a  représentant  les  coordonnées  des  points  du  corps, 
je  désigne  par  t,  ,y,  »  »,  >  les  coordonnées  des  mêmes  points  par  rapport 
iBux  plans,  mobiles  avec  le  corps,  qui  renferment  les  trois  axes  principaux 
passant  par  le  centre  de  gravité,  les  coordonnées  de  ce  centre,  respec- 
tivement parallèles  aux  axes  fixes  des  w,yel%,  étant  g.,  b,  c.  Si 
on  conçoit,  qu'à  un  instant  quelconque  du  niogvement^  trois  pxes  res- 
pectivement parallèles  aux  axes  fixes  des  -i^^^j  *  se  coupent  au  centre 
de  gravité,  en  prenant  ce  centre  pour  origine,  le»  coprdonnées  des 
points  du  corps,  rapportées  k  ces  nouveaux  axes,  seront,  au  même' 
instant,  x — a ,jr — =*,  i-^o,  et  on  aura,'  art.  1189,  entre  ces  trois 
coordonnées  et  a;,j_y,j  a,,  les  relations 

{X—  a  =  a,  .T,  +  g,jr,  +  y,*, 

{x,=^a^(.T — a)  +  eif/iy — l)  +  <*,„{f — c) 
Ï,=J.,(JS— B)+y„(^— i)-fy,„(î— c) 
Les  quantités  iZj  S, y,  de  différents  accents,  ayant  la  même  significatioR 
qu'à  l'article  cité, 
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1188.  Soit  Z=o  l'équation  de  la  surface  du  corps,  rapportée  aux 
plans  coordonnés  qui  renferment  les  axes  priacipauz  passant  par  le 
centre  de  gravité,  L  sera  une  fonction  des  variables  cc,tjr,f  %,;  si  on 
considère  le  corp,  au  moment  où  il  a  une  certaine  position  sur  le  plan» 
en  peut  avoir  l'équation  de  sa  surface  rapportée  aux  coordonnéa 
a:,jj  z,  en  substituant,  dansi^à  ar,^^,,  i,,  leurs  valeurs  en  «,^^  *^ 
données  par  les  équations  (3)  de  l'art,  précédent  j  et  attribuant' aux 
cosinus  a,,  a,,,  etc!  et  aux  coordonnées  a,  b,  Cj  les  valeurs  convenables 
au  moment  dont  il  s'agit;  chacune  de  ces  quantités  varie ^  d'un  ins- 
tant k  l'autre,  en  grandeur  absolue,  mais  la  forme  de  la  fonction  à 
égaler  à  zéro  ne  dépend  qtie  de  la  forme  du  corps. 

L  étant,  par  les  substitutions  dont  je  viens  de  parler,  devenue  une 
fonction  de  x^  jtj  Sj  et  supposant  que  ^'  ^^  jf!  3  sont  les  coordonnées 
générales  du  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  a,  pour  coordonnée, 
^ij  *t  «_,  les  axes  des  x'  j  jr' ,  »'_,  ayant,  d'ailleurs  «  le  même  point 
commun  d'intersection  ,  et  les  mêmes  directions  que  ceux  des  Vj  y,  %j 
on  a,  par  les  formules  de  la  géométrie  analytique^ 

(.)....{-^(.'-.)+-^(y-^)+-g(^-x )=c 

au  point  où  le  corps  se  trouve  en  contact  avec  le  plan  des  x  y^,  sur 
lequel  il  est  obligé  de  se  mouvoir  on  a  2'  =  o,  et  z  =  o,  l'angle  formé 
par  le  plan  tangent  et  par  le  plan  des  œy  est  pareillement  nul,  et  les 
formules  de  la  géométrie  descriptive  donnent,  dans  ce  cas, 
,  .  SdL  dL. 

("' t^=°'-3F  =  °- 

£  est,  ici  ,  supposée  fonction  de  x,y  et  tj  mais  les  vanables 
Xf,  y,,  %,,  sont  aussi  des  fonctions  de  x ,  y,  t,  ce  qui  donne^  en 
général» 

dx  dx,       dx         dy,  '   dx         dJi,   '  dx 

dL   _   dL      dx,        dL      dy,        dL      dt, 
dy  dx,       dy         dy,      dy         di,  '  dy 

et  on  a,  par  les  équations  (a),  de  l'article  précédent. 
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en  se  rappelant  que  toutes  ces  valeurs  se  rapportent  à  un  instant. dé- 
terminé, auquel  correspondent  des  valeurs,  pareillement  déterminées, 
de  OL,,  ttf,,  etc.  Oj  b  et  c. 

Les  valeurs >-r —  ^o  et-^—^o,  données  par  les  équations  (a)  et 

celles  de  '  ^  —J-^  >  etc-i  données  par  les  précédentes,  étant  suljstî- 
tuées  dans  les  équations  (3)  les  changent  en, 

I  T—  I ,  I  -5 —  I  **  (  ~j —  I  **  calculeront ,  en  prenant  la  fonc- 
tion L,  dans  son  état  primitif,  c'est-à-dire,  composée  en  a;, _,^,  et  2,. 

Les  équations  (6)  qui  remplacent  les  équations  \%)  en  fournissent 
ainsi  deux  sur  les  quatre  dont  j'ai  parlé  à  la  fîn  de  l'art.  1 186.  On  eti 
a  une  troisième  en  considérant  qu'au  point  de  contact  du  corps  avec 
le  plan  sur  lequel  il  est  obligé  de  se  mouvoir,  on  a  2  =  0,  ce  qui  donne 
d'après  la  troisième  équation  (i)  de  l'article  précédent, 

(7) c  +  «///  ^1  +  ^tiK^i  +  yt/t*i~<> 

et  enfm  la  quatrième  équation  est  L=:=o,  les  quatre  équations  ayant 
lieu  ensemble  au  point  de  contact  du  corps  et  du  plan  fixe,  et  devant 
être  combinées  av6c  les  équations  du  mouvement  dont  il  va  être 
question. 

II 89.  Je  supposerai  que  la  pesanteur  est  la  seule  puissance  exté- 
rieure qui  agisse  sur  le  corps;  ainsi,  après  l'impulsion  initiale,  les 
modifications,  qu'éprouve  son  mouvement,  sont  le  résultat  de  l'action 
de  cette  puissance  et  de  la  résistance  du  plan  fixe ,  résistance  que 
je  désigne  par  R   et  qui   doit  être   considérée  comme  une  force 
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appliquée  au  point  de  contact  de  ce  plan  et  de  la  surface  du  corps; 
dans  une  direction  normale  à  la  surface,  et  avec  ud  sens  d'actico  en 
vertu  du(|uel  son  puint  d'application  est  poussé  vers  l'intérieur  du 
corps. 

Prenant  conformément  à  ce  qui  a  été  dit,  art.  1187,  le  plan  fixe 
pour  plan  des  xy,  et  supposant  que  l'axe  des  x  est  l'horizontale  passant 
par  l'origine  arbitraire  des  x^y^  ^i  je  continue  4  désigner,  par  a,  b,  c, 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  respectivement  parallèles,  aux 
x^y  ex.  i  ,  ti  j'appelle  £  l'angle  formé  par  le  plan  xy  et  p»r  l'horizon; 
g  représentera,  comme  à  l'ordinaire,  la  force  accélératrice  due  à  la 
pesanteur,  et  M  sera  la -masse  du  mobile. 

On  aura  ainsi  les  expressions  suivantes  des  composantes  de  g  prises 
parallèlement 

A  l'axe  horizontal  dos  .r o 

A  l'axe  des^ ^sia-  « 

A  l'axe  des  z ^cas.  « 

La  direction  de  la  résistance  R  est  normale  au  plan  fixe,  et,  par 
conséquent ,  parallèle  à  l'axe  des  z.  On  a  donc  1rs  composantes  des 
forces  motrices  imprimées  au  corps  et  tendant  à  faire  varier  la  vitesse 
de  son  centre  de  gravité 


{^: 


parallèlement  aux  <  y M g%\a,  e 

...  R — Mgcos.e 


les  forces  motrices  respectives,  qui  ont  lieu  ]>arallèlement  aux  mêmes 
axes  sont  Ju- 
les équations. 


„  Jda      Mddù      Mddc        -,  r     I 

axes  sont  M — ; — ,  — ■ ,  — et  u  faudra,  art.  1120.  poser 

dt^  dl»      ,      dl»  ...  *  *^ 


(')' 


les  intégrales  des  deux  premières  de  ces  équations  sont 
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V,  Ej  V  et  E'  étant  des  constantes  arbitraires  dont  les  valeurs  dé- 
pendent de  la  vitesse  et  de  la  position  initiales  du  centre  de  gravité. 
Sun  mouvement  horizontal ,  ou  parallèle  aux  x,  est  uniforme ,  son 
mouvement  parallèle  aux  y  est  uniformément  varié.  L'axe  desj^  est 
parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  fixe,  et  il  est  aisé 
de  voir  que  le  mouvement  dans  le  sens  parallèle  à  toute  droite,  non 
horizontale,  tracée  sur  le  plan  fixe,  sera  uniformément  varié. 

1190.  La  direction  de  R,  perpendiculaire  au  plan  Hxe,  ou, parallèle 
à  l'axe  des  i,  forme,  art.  iiSg,  avec  les  axes  des  3c,,y,  et  z,  des 
angles  qui  ont,  pour  cosinus  respectifs,  «„,,  Sf„,  y,,,;  ses  composantes 
respectivement  parallèles  aux  3:,,j,  et  -,  sont,  donc,  Rol,„,  R^,n* 
Ry,„,  les  moments,  par  rapport  aux  mêmes  axes  ont  pour  valeurs 

Ri:y,y„-h^,„).  R^h^,n-^,yn,),  H^,s,n~j,^,„)\ 

sp,,y,  et  z,  étant  les  coordonnées  du  point  où  le  plan  fixe  et  la  surface 
du  corps  sont  en  contact  ;  ces  moments  sont  les  seuls  à  introduire  dans 
les  équations  (5)  de  l'art.  1164  parce  que  l'origine  commune  des 
X, ,  j,  et  z,  étant  au  centre  de  gravité ,  les  moments  des  poids  des 
molécules  du  corps  sont  nuls  par  rapport  à  tous  les  axes  qui  passent 
par  cette  origine. On  a  donc  en  substituant,simplement,  à  A"" ,  N" ,  TV" , 
dans  les  équations  citées,  les  valeurs,  ci-dessus,  des  moment  de  I< , 

{Adp  +  {C—B)  (irdt=R{jy,y,„—z,€„Mt 
Bd^-\-{A  —  C)rpdt=R{t,a„,~x,y,„)dt 
Cdr-\-{B—A)p<fdl=R{x,$,„—j,a,„)de 
A,  B,  C,  p  f  q  et  r  ayant  la  même  signification  qu'à  l'article  cité. 

Exemple  de  l'application  dei  formules  démontréei  dana  le  chapitre 
précédent. 

1191.  Je  vais  supposer  que  le  corps  pesant,  en  mouvement  sur  un 
plan  fixe,  touche  continuellement  le  plan  par  le  même  point  de  sa 
surface,  et  que  de  plus,  la  ligne  passant  par  ce  point  de  contact  et  par 
le  centre  de  gravité  est  un  axe  principal.  Euler  est,  je  crois,  le  premier 
qui  ait  donné  l'analyse  complète  de  ce  cas  de  mouvement,  dont  le  jeu 
de  la  toupie  présente  les  phénomènes,  (  Theoria  motus  corporum  rigi- 


y  Google 


4l6  DïNAMIQUEÊLÉMENTAfRE. 

dorum ,  cap.  XVII),  et  on  la  trouve  aussi,  très>bien  faite,  dans  l'ou- 
vrage de  M.  Poisson  cl  «de^^»  cite. 

L'axe.principal,  t]ui_  passe  .par  le  centre  de  gravité  et  par  le  point  de 
contact,  étant  pris  pour  axe  des  z,,  les  axes  principaux  des  ce,  ^Xy,, 
se  trouveront  sur  un  plan  perpendiculaire  ii  cet  axe  et  passant  par 
le  centre  de  gravité,  où  par  l'origine  commune  des  r^j^et  z,,- 
les  z,  positives  étant  prises  du  côté  opposé  au  point  de  contact  par 
rapport  à  celte  origine.  On  a  donc,  relativement,  au  point  de  contact, 
en  désignant,  par  X,  sa  distance  au  centre  de  gravité, 
(i). .....  {  Xf  =  Q\j',^=o;  i,  =  — À 

et  ces  valeurs,  introduites  dans  les  équations  (P)  de  l'article  précédent, 
les  changent  en , 

(Jdp  +  {C—B)qrdt==RX6,„dc 

'     (a) ■[   Bdq  •\-{A~C)rpdt  —  —  RXa„,dt 

(   Cdr  +  {B—J)pqdt  =  o. 

Si  on  suppose  que  la  position  initiale  du  centre  de  gravité  était  sur 
l'axe  des  s  ou  des  c,  on  aura  les  valeurs  initiales  «^o,  i  =  o,  qui 
rendent  nulles  les  constantes  arbitraires  E  et  E' ,  dans  les  équations  (2) 
de  l'art.  1189. 

De  plus  l'axe  des  »'^  qui  passe  par  le  point  de  contact  et  par  le 
centre  de  gravité,  faisant,  avec  l'axe  des  «  ou  des  Cj  un  angle  qui  a 

pour  cosinus  y,,,,  on  a  c  =  Xy,„,  d'oii  —5 — =  — ■■  ^——,  valeur  à 

substituer  dans  la  troisième  équation  (i)  de  l'art,  cité;  et,  on  aura, 
ainsi ,  d'après  les  équations  (  i  )  et  (  2  )  de  cet  article , 

{a=Ut 
b='-igt^tm.e-^  V't 
c=Xy,„ 

(4) 7î  =  Af^cos.«  +  Af^-^^^ 

dl* 

119a.  Multipliant  les  i".,  a«.  et  3«.  équations  (a),  de  l'article  pré- 
cédent, respectivement,  par  a.,,, y  S,f, ,  y,,,^  faisant  la  somme  des 
équations  produits  et  réduisant,  on  a 

A  \  a„,dp  +  pdt{rg,„^yy,„)\  \ 

(ï) i    +S\  g„,d^  +  ^dt{py„,-^^a„,)iii^o 

+  C\y,„dr-Y,dt{q<z„,~pS,„)\] 

multipliant 
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multipliant  encore  tes  mêmes  équatiâns,  Kespectircîment,  par  p,  q  et  r^ 
et  ajoutant  les  produits,  on  a  '  ■   > 

(») ^pdp^Bt}di,-{-Crdr=RXdt{pS,„—iia„,) 

on  a.  art.  iiSlk,  da,„=:(rS,„—i^y„,)dtJ  dS,„=^{py,„—ra,„)de 
dy,„  ^  (9  a,,, — p  S,„)  dlj  l'équîition  ( 4) ,  de- l'article  précédent ,  donne 
une  valeur  de  R^  et  ces  valeurs ,  substituées  dans  les  deux  équa- 
tions ([)  et  (a),  donnent 

iJ{ct„^p~^pda,„)+BiS„^q^dS„;)+C{y„^r^dy„,)^o 

^^'  •  *  "   j  yipdp-^B,jdif-\-Crdrz=.--XM(gdy,„wyi.e-^X.^Ï^i^^^ 

et,  en  intégrant, 

f  Aa„,p  +  Bg,„if  +  Cy,„r^k 

^^^'•'-   \j4p*  +  Bq»  +  Cr*-^-i)LMgy,„cofi.  e  +  yl»  Jtf/^'V  s=A 

iiçS-  J'ai  supposé,  au  mobile,  une  forme  quelconque,  1è  problème 
n'étant  particularisé  que  par  la  condition  d'avoir  constamment  le  même 
'  point  de  la  surface  du  corps  en  contact  avec  le  plan  fixe  ;  on  peut  main- 
tenant faire  quelque  hypothèse  sur  la  forme,  qu'on  a  d'abord  laissée 
indéterminée;  je  prendrai  le  cas  particulier  de  A=:-Bj  qui  convient 
aux  solides  de  révolution  homogènes,  dont  l'axe  de  figure  passerait  par 
le  point  de  contact, jet  à  une  infinité  d'autres  solides. 

Dans  cette  hypothèse  la  troisième  équation  (2)  de  l'art.  1 191 ,  devient 
Cdr^Q,  d'où  r=^n,  en  désignant,  par  Jtj  la  constante  arbitraire;  et 
substituant  cette  valeur  dans  1<^  équations  (4)  de  l'article  précédent. 


I  A{p»-\.^*)^xm^j^-\-%XMgy„,ay».e=^h-Ca^  ^ 

1194,  Soient>  comme  à  l'art.  1187,  trois  axes  respectivement  pa- 
rallèle» aux  !Pj  ^  et  *,  se  coupant  au  centre  de  grayité,  oii  se  trouve 

ï  53 
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l'origine  commune  deçir^j^,  et  z,j  et  donnons  aux  lettres  ^,  #  et  ê 
la  même  si^ification  qu'à  l'art.  1140,  nous  auroa8>  par  les  équa- 
tions (  I  )  de  l'art,  i  i5i , 

a„,=sin.tfsin.#,-  ^^,=8in.^cos.^;  y,„^coi.&i  dy ,„^s=~%\n.0 d9 

et  par  les  équations  (3)  du  même  article^ 


P=' 


sin.ffsiD.^<iT^-t-co8.^</ff 

Tt 


ety  = 


sinié^cos.^//\t — ïva.^dB 


(0- 


d^ti 


P'iu  +  l^m^ 


et  ces  valeurs  -  étant  substituées  dans  tes  équations  {H)  de  Tarticle 
précédent,  on  a  les  suivantes  oîi  on  a  écrit,  simplement»  A  au  lieu 
de  h  —  Cn*j  la  quantité  représentée  par  Cn*  pouvant  être  censée  com- 
prise dans  la  constante  arbitraire  qui  complète  l'intégrale. 


(»)• 


,d^ 


éliminant 
on  a» 


(3). 


-j-  entre  ces  deux  équations,  et  prenant  la  valeur  de  dt. 


sin.  $  (^»+-^X»JI/ sin.»  0)*  d0 


î^«in.«tf  (A— 3>î^^cos.£cos.^—(*— Cn  COS.  ^)«|' 

et  la  valeur  de  /  peut  être  obtenue  rn  fonction  de  0  par  la  méthode 
des  quadratures.  Substituant  ensuite ,  dans  la  première  des  équations  (2), 
poUTi^/j  te  second  membre  de  l'équation  précédente,  cm  aura,  par  la 
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même  méthode  des  quadratures,  \p  en  fonction  de  û;  enfin  remplaçant^ 
danslatKH8ièilie.éc|'uatïon(3)'del<art.  ^t5i', 'rpat*ba  valeur  n^  dtipàtiat 
valeur^  équation  (3)  ci-dessus,  et  d\}i  par  le  résultat  de  la  substitution 
de  cette  seconde  valeur  dans  la  i'".  équation  (2} ,  on  aura  une  équation 
entre  d^,  0  et.4^  tX^  pourra  ^encttr^^êtrëexpriméiçt^  fonction  de  ^. 
La  détermination  des  phénomènes  du  mouvement  dépend,  comme 
on  a  vu  pr^cédemipenif,,  fie  J^  cçpn9^ancf  4«  va|pjurs,ide  à,^4'^  et  0, 
correspondantes  à  une  vale^ir  .queLçoi^q/ie  du  tepif^  tj  ou,  plus  gépé.-. 
ralement,  des  valeurs  de  trois  des  indéterminées  ^,  "4^,0  et  t  corres-  ' 
pondantes  &  la  valeur  de  l'ohe  d'entre,  elles^  or,  d'apr^  ce  qui  vient 
d'être  dit,  on  a  trois,  ,équaûopsdjiï)éreiitielles,  qiiii  parla  méthode  des 
quadratures,  donneraient  ces  valeurs;  la  détermination  demandée  ne 
dépend  donc  plus  des  considérât icms  propres  à  la  dynamique,  mais 
uniquement  de  l'analyse,  qui ,  n^alheureusement ,  ne  fournit  pas  de 
moyens  pour  intégrer,  sous- forme  fî^ie,.leis  ialeurs  de  dt,  d-<f>.ct  4^. 

Lei  trois  constantes  par  lesquelles  on  compléterait  les  intégrales  qui 
donneraient,  ^j  tf/.^t.^  pn-.  ff)pcMOn,r'de,^j,  dé^ndi^nt.  d?^ -Valeurs,  d^ 
'^t  ^>  0jet'tf  k  rin&tan(,oû  4e  mobile:  est ^mis  leç^  mOuvPTïeiUii  jet io» 
peut,  toujours  à  cet  instant,  supposer  t:=o.  Quant  aux  constantes  U 
et  U'j  qui  entrent  dans  les  valeurs  des  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité, (équatiotis  (3J  de  l'drt.  11.^1), et  pu^  constantcs'rej  A.,-  et  h,  des 
équations  {S)  de  l'art.  1 193,  lesquelles  entrent  dans  les  eipressions 
àedjf  dip,_et.d^  elles  dépeadeqt  de  l'intensité  et  de  la  direction  dp 
l'impulsiofi  initiale ,  donnée  au  nJobile.  /    "  ' 

1195.  l'angle  ^  est  formé  par  l'axe  des  if,  (l'axe  principal  du  corps 
passant  par  le  point  de  contact  et  par  le  centre  de  gravûé)^et  par  l'axe 
des  3-pbi^efidicuhi^e  au  pl^n  fîxe:  ^ft  0  la^vâieuriâ^tlalcvâeiei^at^l^^ 
et  posons  la  valeur 

On'iUrt'i'îlU  pfc'ihîériaistaMIdû'  iHôd+eiltrtii'J'ffliié.'Wv  S'  uh'imtalib 
(iullAh(jUt;'a»»=tf<».iSr;diiis.Hiypb*Jsé  ii'oserkîf'u*  angle ■emiil 
i«è*f  lit  |j«ii!;  iSn  ïoTSSHftï'  triié  tàKuT,!*  celle  de  »l'<Ura'  W^nàtion 
(3)  de  l'4rtiae'Hrfi*acW,'*tW  mi'  IJoarr*,  et  tjtfoo  I^Uisé-tti««* 
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la  valeur  dç  — ^ — tirée  deoetie  équaÙQn,  le  développement  ^ra  de 
la  forme 


{IL).. 


v„  v„,  V,,;,  etc.  sbnt  des  coefficients  constants.  Nëgltgeaat  les  puis- 
sances de  fi?  supérieures  à  la  deuxième,  on  a       ' 


(3),. 

..  dl= 

Vi 

,+a»„u— 

V;,fa* 

el  en 

intégrant    .^ 

■  .  ., 

(4)-- 

...7+'K^  = 

arc  1  sin 

~T 

Vf,,  a  —  y„ 

\S    ' 

/    ,  , 

-   \     . 

la  constante  /  se  déterminera ' par  les  valeurs  initiales  de  /  «  de  », 
qui  peuvent  toujoure  être  ts=o  et  yu±=o;  l'équ^on  préoédente  donne 

,  .    (?).., .,„^^4:('ji,+|!A.]Vùi.(;-H-/.KO  •. 

Si  y,„  est  négative^  et,  par  conspuent,  yv,,,  imaginaire,  8in..(_/ +/K>v^) 
se  transformera ,  par  les  formules  connues ,  en  exponentielles  réelles. 

Mais  8}  '  J/î^  est  réçjlç.el  que  ^i^  «^T,  4r  +;r5TT^:)'*WC'**  ^?- 

très-petites  quantités,  ta  valeur  de  »  sera  constamment  renfermée 
dans  des  limites  très -resserrées,  le  terme  Variable  sin.  (/' + /ï'"^?^) 
éfpn^ifé^olirtifj  J'aie. pfinçip^dH,cfiri«,,p?*«aflt:p^Jlp.^Qiiîtdecp9tact 
et,j>af  le-çei^tre  de  grajrJté  dtf  porpq»;f'4p>rter3,çt.8*iH(jpr(îcWa,  péi 
TÎodiqueifient,  d^n  ^tat  taoypv^  ^  8çs>dig^e9^^»nsvçr9p;  d'fu^aij^^tçû» 
étendues  que  les  quïp^itéssu^-meE^ionpées  ^rgnt  pl^s  j>etite% .  [. 
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La  ligne td'iptersection  du. plan-fixe  «t  .du  plan,  perpcndiculaise  k 
raxedefigurf  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  aura,  autout  de 
la  perpendiculaire  au  plan  fae  passant  par  ce  centre,  un  mouvement 
qu'on  détermine  en  remplaçant  ff  dans  la  première  écjuatîon  (2)  de 
l'art.  1 194,  par  sa  valeur  ^^o,  négligeant»*,  dans  la  substitution,  et 
mettant,  ensuite,  pogrOjKa.vïdeur  ci-dessus;  on  a,  par  ccf  opérations, 

(6) d^f'=a'dt+ydi  s\n.(/+tyv;;,) 

a*  et  Ir'  sont  des  coefficients  constants,  et,  en  intégrant, 

i'  ■ 

(7) ^  =  a't~  7^7=^008.  0'+iyv,„)+/ 

*^  '/// 

/  est  la  constante  arbitraire. 

L'équalionr^/=*f^  +  cos.^(/i/',  (art.  ii5i  équations  (3)),  donnera 
une  valeur  approcbée  de  l'angle  ^,  et  les  angles  û,  ^p  et  ^,  se  trou- 
veront, assignables,  en  fonction  du  temps;  on  aura  donc,  &  chaque 
instant,  les  inclinaisons,  par  rapport  au  plan  fixe  ,  tant  de  l'axe  du 
corps  passant  par  le  point  de  contact  et  le  centre  de  gravité,  que 
du  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  et  passant  aussi  par  le  centre  de 
gravité ,  plan  qui  renferme  les  x,  et  y,.  On  a ,  d'ailleurs ,  par  les 
équations  (3)  de  l'art.  1191 ,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  à 
un  instant  quelconque,  et  le  problème  se  trouve,  ainsi,  complètement 
résolu. 

Dans  le  cas  particulier  où  on  aurait  y,  =  Q  et  y,,  ^0,  Pangle  a 
serait  nul,  et  la  valeur  de  ff  constante;  l'aie  passant  par  le  point  de 
contact  et  par  le  centre  de  gravité,  formerait  donc',  alors,  un  angle 
invariable  avec  la  perpendiculaire  au  plan  fixe.  On  aurait,  en  consé- 

quence,  parla  première  ^uation  (2)  de  l'art.  1 198, -t~=  constante, 

et  la  liçie  d'intersection  du  plan  fixe  et  du  plan  perpendiculaire  à 
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l'aïe  <le(ljgurc(clu<cor^  pâssaAt  parsoti  centre  de  gravité,  aUfait,  autour 
(I^  la  perpendiculaire  ao  plsn  Me;  passant  pat' ce  ceritre,  un  mou*- 
vcment'dcTOtation  uniforme. 


-  Fi  ïT-  ayiJ-L  A  t-r  o  iii  è'M'î  «sÈèlf  i  o*i. 


--  ^^'^    l.    :   .   .        Ih-  ,  •   nu    li      f.:-l  ■      '■:..■        ■     ■  .  ■■  l 
■■l    l^i■■..•.  ;    ■.';■!  ■    :ri-  ;  1   ■    V\     ,!,    i,,  .'..-.■     i,  ,!■    :    ■    ;.    , 


v.'ù    '-.    '   '*   M    ■       ■■■  ii-i\\-  1-111.    'I)   ;i  ;.[ii   1      ■■i 
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TRAITÉ    ÉLÉMENTAIRE 
DE    DYNAMIQUE. 

SE  C  T  I  O  N    I  V^ 
QUI  TRAITE  DU  MOUVEMENT  DES  CORPS 

ET 

DES  SYSTÈMES  DB  CORPS  DE  FORME  VARIABLE. 


Obiervationa  préli 

1196.  l_jA  partie  de  ta  mécanique  dont  je  vais  entretenir  tes  élèves, 
offre,  aux  géomètres,  d'inépuisables  sujets  de  rectierches  et  de  médi- 
tations; tes  efforts  qu'on  a  faits,  pour  rendre  les  résultats  de  ces  re- 
cherches utiles  à  l'astroDomie,  et  aux  sciences  physico- mathématiques 
en  générât,  ont  singulièrement  contribué  aux  progrès  des  méthodes  de 
l'analyse  transcendante;  mais  ces  méthodes  n'offrent  point  encore,  à  beau- 
coup près,  toutes  tes  ressources  desirabtes  à  la  mécanique,  .quoiquecelle<i 
fournisse  tes  équations  différentielles  de  tous  tes  problèmes  relatifs 
aux  systèmes  tant  solides  que  fluides ,  problèmes  dont  tes  solutions 
n'ont,  en  général ,  vu  les  bornes  actuelles  du  calciil  intégral,  que  des 
applications  limitées. 

Ces  solutions  peuvent  toujours  se  déduire  du  principe  du  mouvement 
exposé  et  démontré,  art.  io35  et  suivants,  au  moyen  duquel  la  mise 
en  équation  d'un  problême  de  mouvement  se  réduit  à  une  énonçiation 
de  conditions  d'équilibre;  elles  sont  aussi  obtenues,  dans  beaucoup  de 
cas,  d'une  manière  plus  facile  et  plus  immédiate,  par  J'emploi  d'autres 
principes  dont  j'ai  déjà  entretenu  les  élèves,  et  sur  lesquels  je  reviendrai, 
pour  les  présenter  et  les  démontrer  dans  toute  leur  généralité.  Ces  prin- 
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tipes  sont  ceux  tie  la  conservation  du  mouvemenr  du  centre  de 
gravité,  des  aires ^  Ae%  forces  vives  et  de  la  moindre  action  j  les 
(.'lèves  connaissent  déjà  l'usage  du  premier  ,  pour  des  déterminations 
importantes,  et  je  leur  ai  fait  voir  quelques  applications  des  autres  à 
des  cas  particuliers. 

1197.  On  considère,  ordinairement,  les  changements  de  forme  d'un 
corp  ou  d'un  système  de  corps,  comme  opérés,  successivement,  par 
les  forces  même ,  et  les  résistances ,  auxquelles  sont  dus  les  phénomènes 
du  mouvement;  la  mécanique  pratique  offre,  cependant,  quelques 
questions  dans  lesquelles  on  a  à  examiner  les  modifications  du  mou- 
vement résultantes  de  changements  de  forme  qui  ne  sont  point  0|)éré8 
par  les  forces;  je  vais  donner  un  exemple  d'un  problème  de  cette  es- 
pèce ,'dont  la  solution  sera  une  addition  utile  à  la  théorie  dupendulq 
composé,  exposée,  art.  loçô  et  suivants. 

De*  variations  qu'éprouvent  les  duréei  dei  oacilUtîoni  d'un  pendule  compofo, 
lorsqu'on  déplace  une  partie  de  la  matae  de  ce  pendule. 

1198.  J'ai  publié,  dans  le  volume  de  la  Connaissance  des  temps 
de  >Sj^,  un  mémoire  sur  un  Nouveau  moyen  de  régler  ta  durée 
des  oscillations  du  pendule  (*),  en  employant  un  poids  curseur 
qu'on  fait  marcher  le  long  de  la  ligne  perpendiculaire  à  Taxe  de  sus- 
pension  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  système  des  deux  corps  ; 


C)  M. -Pctreiqand ,  l'un  dei  artîttei  employéi  daui  tes  atteliers  du  célèbre 
horloger  M .  Breguet ,  a  remarqué  qu'en  adaptant  un  poids  curtenr  à  ]a  verge 
d'un  pendule ,  bu  accélérait  le  tnouvetnent  propre  de  ce  pendule ,  lorsque  le 
poids  curseur  était  placé  entre  la  suspension  et  le  centre  d'oacîllalton  ;  qu'il  j 
avait  une  position  correspondante  b  un  maximum  d'accélération ,  et  qu'au  dessus 
de  ce  point  de  plus  grande  accélération  y  dont  la  position  est  déterminée  tbéo> 
riquement  dans  le  texte ,  on  rendait  les  oscillations  du  système  des  deux  cbrps 
plus  lentes  ou  plus  promptes ,  respectivement ,  suivant  qu'on  élevait  ou  qu'on 
abaiisait  le  poids  curseur,  l'effet  inverse  ayant  lieu  au-desious  du  métne  point. 

Des  savants  auxquels  M.  Breguet  a  fait  part  des  obserrationi  de  M.Pelremand, 
ont  cru,  au  premier  apperçu,  que  cet  artiste  se  trompait  dans  les  conclusioiit 
qu'il  en  tirait,  ce  qui  a  déterminé  M.  Breguet  &  m«  prier  de  faire  on  examen 
théorique  de  la  question  ^  qui  peut  fournir  aux  élèves  un  sujet  utile  d'exercice. 
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Je  vais  démontrer  les  formules  et  les  théorèmes  que  j'ai  donnés,  sans 
démonstration  dans  le -mémoire  cité,  où  j'ai  exposé  quelques  propriétés 
du  pendule  composé  qui  n'avaient  pas  encore  été  remarquées;  voici 
l'énoncé  du  problème  à  résoudre , 

Un  corps ,  solide  et  pesant ,  oscille  autour  d'un  axe  fixe  horizontal  ; 
un  autre  corps^  solide'et  pesant,  peut  glisser,  par  un-simple  mouve- 
ment de  translation,  le  long  de  la  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation, 
qui,  partant  de  cet  axe,  passe  parle  centre  de  gravité  du  premier  corps, 
et  sur  laquelle  perpendiculaire  le  centre  de  gravité  du  second  corps  est 
assujetti  à  se  mouvoir.  11  s'agit  de  trouver  les  formules  du  mouvement 
commun  du  système  de  deux  corps,  appl  icables  h  une  position  quelconque 
de  celui  dont  la  position  peut  .changer. 

Soient 

La  masse  (représentée  par  son  poids)  du  pendule  composé 
séparé  du  corps  curseur P 

La  masse  (représentée  par  son  poids)  du  corps  curseur ,       p 

La  distance  variable,  à  l'axe  de  rotation,  du  centre  d'oscil- 
lation du  système  de  P  et  p,  c'eslrà-dire,  la  longueur  du  pen- 
dule synchrone v 

La  distance ,  entre  le  même  axe  de  rotation  ,  et 

le  centre  de  gravilé  '  " 


ne  {    ■ 


La  valeur  de  a;  correspondante  au  maximum  d-'accélériition, 
c'estrà-diré,  au  minimum  de  longueur  de  j^j  ou  du  pendule 

synchrone,  ...■..!. IC 

Valeur  àt y,  correspondante  à  ar;=X.  .  , , . . .       Y 

Lemoment  d'inertie,  de  Pou  de;»,  respectivement,  par  rapport 
^~up  axe  parall^èle  à  l'axe  de  rotation  et  passant  par  le  centre 

tp ..: PK* 

T  •  T  •  •  •    P    A> 

En  désignant  par  a,  la  distance ,  correspondante  à  une  valeur  quel  - 

conque  de.  x_,  du  centre  commun  de  gravité  à  l'axe  de  suspensiop,  et 

par  (P  +/*)  (a,a  +  V),  art.  1061 ,  le  moment  d'inertie,  du  système 

des  deux  masses»  rapporté  à  l'axe. de  sijspepsiop,  on  a,  art.   109J, 

\  '  ^ 


de   gravité  |    ^^  ^ 
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.   *.'  o  j      T        .■.,-.■  aP-i-xp 

y^fl,-4 — ï— ;  or,  art.  273.  dam  le  cas  dont  us  agit  ici,«,=  — =— ! — i- , 
a,  '  ai         P-^p 

et,  arr.  1061, 

{P-^rp)  (a/+V)  =  ^(Jf*+a*)+;'(**+a:a),  d'où 

étant  substituées  dans  celle  de^^  on  a 

^    ' •'  aP  +  xp 


F 


si  on  £alt,  pour  abréger 

l'équation  (  i  )  deviendra 

^  ■'  *^  B  +  x  B  +  x 

et  prenant  la  valeur  de  x  tnjr 

(4). . . . . . .  x=iy±y^^y^^Bj~A» 

1199.  On  peut,  maintenant,  juger  de  l'influence  qu'a^'aur  le  mou- 
vement du  pendule ,  le  déplacement  du  poids  curseur  p,  ou  la  va  - 
leur  de  x,  dans  l'équation  (3)  de  l'article  précédent;  si  on'&ùt,daDS 
cette  équation,  x=:^-^  ae,onaura^==±so.  Ainû  ta loagueur j^^  du 
pendule  synchrone,  n'a  point  de  limites  d'augmentation;  mais  elle  en 

a  une  de  diminution  qu'on  trouve,  soit  en  fiaisant  --■■/..  =0,  soîtcn 

galant,  à  séro,  la  quantité  qui  est  sous  le  radkâd  de  Téquation  (4) 
de  l'article  précédent,  ce  qui  donne. 

Ainsi  on  a  deux  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  condition  .^sso, 
savoir — B  +  J/j*»+flf*ét—  {B  +  l/[jd*+B»)iU  première  suppose 
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que  le  centre  de  gravité  du  système  de  F  et  y»  est  au-dessous  de  l'axe 
de  suspeosioQ,  c'est-k-dire^  que  ce  sysi^ie  'y9Wt  de  la  stakiUU,  ou. 
<)u'écarté  de  U  posUitm  d^équilibre  it  y  revieot  et  oscille  de  part,  et 
d'autre  de  cette  pontiop  ;  ]a  seconde  valeur  suppose  que  le  centre  de 
gravité  du  système  çst  au  -dessus  de  l'axe  de  suspeusiou  ;  dans  ce  cas  le 
système  n'a  pas  de  stabilité;  si  on  Pécarte  de  la  position  d'équilibre, 
il  continue  &  s'en  éloigner  quelque  petit  que  soit  l'écart  initial. 

P 

On  9ijr==oe>j  au  point  de  l'axe  des  9 qui  répond  à  X3S — B=^-—~a 

celui  oii  il  faut  placer  le  poids  curseur  pour  que  le  centre  de  gravité  du 
système  se  trouve  sur  l'axe  de  rotation,  et  qui  partage,  en  deux  parties 
égales,  la  distance  entre  les  points  pour  lesquels  on  a  ïn  valeurs 
x=~B^  VA*^  +  5*  et  j;=— (jB  +  J/-rf*  +  B»);  de  part  et  d'autre 
de  ce  point  moyen,  des  valeurs  égales  de  x  donnent  des  valeurs  égales 
de^.,  lesquelles!  après  avoir  passé  par  les  miaima 

a(_fi  +  J/^«+5")  et  — a(S  +  K^»  +  il*) 
ont  ensuite  des  augmentations  sans  bornes. 

laoo.  La  construction  suivante  mettmi  dans  le  plus  grand  jour  les  Fig*  iS. 
propriétés  du  pendule  qui  a  une  partie  de  sa  masse  mobile  le  loeg 
de  son  axe,  je  mène  deux  droites  K  CK  et  K'  CK'  j  faisant  entre  ell« 
un  demi- angle  droit,  et  je  suppose ,  pour  plus  de  clarté ,  la  ligne  S,  CK 
honKontale.  Entre  ces  lignes,  comme  asymptotes,  je  construis  l'hy- 
perbole W  5  W ,   qui  a ,   pour  axe,  LCL  tt  dont  l'équation  «t 

II  SB  i —IL ,  en  désignant  par  £  la  longueur  <X},  pri«  sur 

une  assymptote ,  et  par  17  la  parallèle  GM  k  l'autre  assymptote. 

Les  deux  branches  de  cette  hyperbole  donneront  toutes  les  longueurs 
du  pendule  synchrone,  correspondantes  k  des  positions  déterminées  du 
poids  curseur  p,  et  réciproquement;  voici  comment  on  les  obtiendra. 
On  tracera  une  ligne  droite  FC^éF,  qui  partage  en  dqux  parties  égales 
toute»  les  verticales  comme  GfT,  Ef  E,  terminées  aux  deux  assym- 
ptotes,  ligne  qui  sera  un  diamètre  de  l'hyperbole,  et  menant  une  hon- 
zontale  TAT  \  une  distance  Wj4=Bj  au-tdesseusde  l'horizontale 
XCX^  on  prendra,  pour -point  de  suspension,  l'intersectioB  Âà'bTAF' 
et  FAFj  et  00  minera  par  ce  point.  A  la  v«Ftie9le  XAX  tfÀ  lepié- 
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sentera  la  ligne  te  long  de  laquelle  le  poids  curseur  est  assujetti  k  se 
mouvoir,  dans  la  position  où  cette  ligne  se  trouverait  si  le  système  était 
en  repos.  Maintetiant ,  soit  Ç  une  position  du  poids  curseur  py  l'horï  - 
zontale  Q M  sera  la  longueur  correspondante  du  pendule  syttchrone; 

En  effet  en  a,  par  hypothèse,  G  Jl/^-^ ..J!-— — 

CG=GFxyT^ÇB'xl/'^  ={JQ  +  AB')xy~i 
substituant  ces  valeurs,  faisant  AQ:^x ,  QM^=jj  et  remplaçant 
AB  et  AB'  par  leur  valeur  commune  B,  on  a 

:f^i-^~^)^\^^S)iri  >.d-ouj-^x-g+-g^.  valeur 
de-jj' donnée  par  l'cquaiibn  (3)  de  l'art.  1198. 

Les  plus  petites  valeurs  de^j  ou  de  la  longueur  du  pendule  syn- 
chrone, correspondent  aux  points  5*  et  5"  oii  la  courbe  est  rencontrée 
par  le  diamètre  i^Ci^,.  puisque  ce  sont  les  deux  points  dont  Jes  abcissrs 
AH  et  AH'  sont  les.  moitiés  des  ordonnées  correspondantes  HS'  et 
W S' ,  condition  énoncée  par' la  deuxième  équation  (  i,) 'de  l'article 
précédent.  A  chacun  de  ces  mêmes  points  ^  .et  ^' ^  la  tangente  de  la 
courbe  est  verticale. 

C'est  au  point  B' ^  dé  l'àssymp^ote  horÏEontale,  qu'il  faut  placer  le 
pçids  curseur /^  pour  que, le  centre  de  gravité  du  système  isoit  sur  la 
(Suspension  Ai  ict  là  l'ordoBnée^  se  confond  avec  l'asèymptote^  cette 
ordonnée  diminue  ensuite ,  de  part  et  d'autre,  depuis  B'  jusqu'en  H 
et  en  W j  et  au-delà  de  ces  deux  points  elle  augmente  indéfiniment. 

L'équation  de  l'hyperbole,  rapportée  aux  coordonnées  rectangulaires 
CT=iU)  TM=t,  parallèles  aux  axes,  est 

,„      :,lderoirpfitJtîixe=^.î»(^*,+B«j(Ji^,— i.)l/'.'  ,      ; 

lioi.  Les  élèves  pourront-TQrirf-datiS'le.voluine.  dtJ  la  Connaissance 

des  temp  de  iBi-j ,  cî- dessus  cité , comment  la  théorie  exposée  depuis 
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.I*art,  1 198, s'applique  à  l'art  de  régler  les  pendules.  On  emploie  com- 
munément, pour  cetle  opération,  des  vis  de  rappel  placées  au-dessous 
de  la  lentille,  et  qui  tournées,  dfins  un  sens  ou  dans  l'autre,  haussent 
ou  baissent  cette  lentille  ;  lorsque,  la  suspension  est  k  ressort ,  la  vis  tient 
au  ressort  et  en  tournant  l'écrou  placé  au-dessus  du  pendule  on  hausse 
ou  on  baisse  sa  masse  entière  sans.étre  obligé  de  l'ai-rêter;  mais,  dans  ces 
divers  mouvements,  «ne  variation  de  1"  en  un  jour,  ne  répond  qu'à 
UD  déplacement  du  centre  d'oscillation  de  -—l-  (environ  J^}  de  milli- 
mètre, et  la  petitesse  de  cette  quantité  est  un  inconvénient,  au  lieu 
qu'en  employant  un  poids  cui^ur  égal  à  la  1000'  partie  du  poids  du 
pendule ,  on  aura ,  prés  de  la  position  correspondante  au  maximum 
d'accélération,  uqe  marche  dç  o™,  i  ,de  ce'  pqids  cursetir,,pour  pro- 
duire ;à  peine  une.  variation  de  -7  seconde  ;  près  de  la  suspension,  la 
même  macche.ne  donnera  qu'une  variation  d'environ  4",  ce  qui  pro- 
cure un  avantage  très-considérable  pour  la  commodité  et  la  précision. 

Meuretnent  d'un  tjtlime  de  corpa  composé  d'un  corpi  M,  tournant  autour 
d'un  axe  fixe,  et  d'un  nombre  qitelçonqua  da  corps  ^,  assujettis  à  se  mouvoir 
sur  la  perpendiculaire  meuée  du  centre  de  gravité  du  corps  M  sur  t'axe  fixe 
de  rotation. 

1202.  Si  le  poids  curseur  dont  il  est  question  dans  le  chapitre  pré- 
cédent n'était  pas  retenu  dans  la  position  arbitraire  qu'on  lui  donne  sur 
la  ligne  qu*il  peut  parcourir,  il  glisserait  le  long  de  cette  ligné  pendant 
que  le  pendule  se  mouvrait  ;  il  est  bon  d'examiner  cette  hypothèse, 
et,  pour  en  rendre  l'examen  plus  instructif,  je  traiterai  le  cas  d'un 
nombre  indéfini  de  masses  /*,  placées  sur  la  perpendiculaire  menée,  dii 
centre  degravité  de  ^t,_  à  l'axe  de  rotation.  '  ' .  ' 

Soient  ' 

Le  moment  d'inertie  de  la  masse  JbT,  par  rapport  à  l'axe  de 

rotation ; .       K 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  menée  de  son  centre  de 

gravité  k  l'axe  de  rotation 1 a 

La  distance,  au  bout  du  temps  f,  d'une  des  masses^, à  l'axe 

de  rotation '...'.;..*....       f 
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La  distance,  au  bout  clu  teinps  /,  d'une  des  maases  (tj  à  un 

plan  fixe  pasanf  par  l'aie  rotation x 

La  distance  de  la  même  masse,  au  bout  du  temps  tj  à  un 

autre  plan  fixe,  perpendiculiire  au  précédent,  et  passant 

aussi  par  l'axe  de  rotation , y 

L'angle  formé,  au  bout  du  temps  l,  par  la  ligne  a  et  par 

un  plan  parallèle  aux  x  et  à  l'axe  de  rotation « 

La  vitesse  angulaire  du  système ,  au  bout  du  temps  t J{ 

La  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur g 

T*g-  ^\'      ÇQ'  représente  la  coupe  du  corps  H,  par  un  plan  vertical  perpen* 
diculùre  à  l'axe  de  rotation  et  passant  par  le  eeotrf  de  gravité  C  de  ce 
corps;  jé  est  le  point  ou  le  plan  coupant  rencontre  l'axe  de  rotation; 
^Xet  jéy  sont  deux  axes  rectangulaires  sur  lesquels  se  comptent 
respectivem«]t  les  x  et  les^^*  ACNS  ttX-,  au  bout  du  temps  t,  la 
position  de  la  droite  sur  laquelle  se  trouvent  tous  les  corps  ^^  l'un 
desquels  est  placé  en  Nj  au  bout  du  temps  /  +  dt,  cette  droite  prend 
la  poMtion  ^TV'S'  «t  le  corps  ft  la  position  N' s  ùin  on  a 
angle  XAS  =  eo;  AC^a 
CB=:asm.ù}}  AP=^xj  AP'^=x-\-dm 
CD  —  aco».a;  JVP=jj  N'P*=y  +  dy 
i£o3.  Je  vais  maintenant  examiner  les  phénomènes  du  mouvement 
qui  a  lieu  ait  ^ut  du  temps  t,  et  chercher  les  expressions  des  quantités 
qui  s'y  rapportent  e<  que  }*introcluirai ,  ensuite ,  dans  les  étjuations 
fournies  pfir  le  principe  général  du  mouvement. 

Ijt  système»  et  par  conséquent  le  corps  Mj  ayant  au  bout,  dq  temps  t 
une  yîtes&e  an|;|gLlaji,re  JJ  autour  de  l'axe  horizontal  de  rotation ,  si  on 
désigne,  par  P^  le  moment  *  rapporté  à  cet  axe,  de  la  forcée  capable 
de  produire ,  dans  la  seule  masse  M,  considérée  comme  séparée  des 
masses  ft,  la  variatiqn  d<^,  qui  aura  çfiçctiveiment  liçu  dans  le  système, 
on  atira,  art,  loS^, 

L'un  des  corps  fi,  parvenu  au  point  N,  au  bout  du  temps  t^,  a. 
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parallèlemetit  aux  x  et  auz^j  les  vitesses  respectives  -^r-  et  -^^  dont 


les  variatioOS  effectives  sont  - 


àd_y 


représentatives  des  forces 


motrices  ■^—-: et  -T  ■i-'^ .  Les  composantes  de  ces  forces  dans  le 

sens  de  la  direction  du  mouvement  de  ft  et  dans  les  sens  Nn'  et  Nn 
perpendiculaires  h.  cette  direction*  sont 

(Adds 


CompoiantM 


CompoMiitM 

i.JSÈL 


dans  le  sens  NS.. 
dans  le  senè  jVn'. 
dans  lé  sens  NS... 
dans  le  setis  Nn . . . 


""     dt» 

uddx    . 

.  —  -i—î sin.  a 

dt* 


dt> 


W 


Oaa 


Gompoaàntet  j  J  <*'* 

de»  fcrct.  i     perpendiculai- 1  u(ddrciyi.a—, 
l^"'^'  {    rementàiVS  }  ^^    ^       J,i 


-  dd J!s\n.do) 


(3). 


ddx=^  i  ' 


x  =  p  COS.  e>i  jr  =  f  tm.  â> 
dx^dfcoe.ia — ^<^a78in.9 
4:?^:=  ^^sin.  fi>  +  ^  ^<9  COS.  « 

ddf€X}S.a — xd^du^ivuto 
dto%\n,a — pda^cos^tf 
f  ddf>ân.a-\-Adfidàt^)&.a> 
•^       î  •^fdd»cx».a>^f>di»^^n.u 
'Multîpliacfi la préftiiAreet la ^e^ième de txe ëq««ttiotis  (3), re^cti- 
vtftnénty  io  p«r  eM.o  et  sia.  ra  et  feitant  la  soAune  des'é^uarioBS  produits; 
3ti»  pâV  sfft.  d?  «t  COS.  et ,  «t  retrandiàiM  la  premi^  é«[itttiQn  proÂrit  ik  la 
dtuiiënie ,  on  a  lés  deox  niivanfes 
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/.  ■,     ■        J    ddx cos.a  +  ddy%\'a.&-:=ddç — çdco^ 

\    dd^ COS.  ta  —  ddx  sin.  67  ^  a  dp  da>  +  ç  dda 

Et  substituant  les  deuxièmes  membres  de  ces  équations  à  leurs  pre- 
miers membres  ddns  les  valeurs  (2),  on  a 

fSomniede»    f  ■,.S\fi(ddp — pd(0*) 

•       c,.„p.;.n.e.    J-nslesensiV^.^;      ^^/ -' 

.(5)...J   d,.-    -       > 


I   perpendiculai-  \ft{2dçdo-\-pddc3) 
y   rement  à  iV -S  /  dt* 


Le  moment, de  la  somme  desicamposantes  perpendiculaires  à  A'5, 
ptis  p^r  rapport  à  l'axe  de  rotation,  a  pour  valeur,  ' 

.        -    ftp{iLdpdta-\-pddc!>) 
^    ' dt*' 

■  1204.  Il  faut  combiner  ces  expressions  avec  les  expressions  corres- 
pondantes relatives  aux  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  système; 
et  je  vais  supposer  que  les  points  matériels  de  ce  système  sont  soumis 
à  la  pesanteur,  l'axe  de  rotation  et  l'axe  fixe  des  x  étaiït  horizontaux; 
dans  cette  hypothèse  la  somme  des  moments,  pris  par  rapport  à  l'axe 
de  suspension,  des  forces  motrices  imprimées  par  la  pesanteur  à  tous 
Jes  éléments  de  la  masse  M,  aura  pour  valeur,  art.  ^77,  agM-cos.  a>j 
et  la  somme  des  moments  des  forcés  motricl?s,  imprimée»,  par  la  même 
puissance,  aux  massée  a,  sera  égale  k  g  cos.  ci  S  (f^p),  on  aura  donc, 
par  le  principe  général  du  mouvement,  entre  ces  deux  moments,  et 
les  moments  (i)  et  (6)  de  l'article  précédent ,  l'équation 

le  signe  S  désigne  uhe  somme  'de  quantités  de  même  espèce,  dont 
chacune  appartient  à' un- des  corps  fc) 

La  composante  -de  l'action-  de  la  pesanteur  sur  l'une  quelconque  des 
masses  fi,  prUe  dans  le  sens  de  la  ligne  sur  laquelle  cette  masse  est 
pbtigéç  de  se  niQ.uvoir.,  n'a  aucun  ^efiet  sqr  les  autres  niasses  ^^  -dont 
le^  po^itioo^  gt  les  vitesses,  initiales,  pe  sont,  ^|ai]leur&>  Hée^,  eptr'elljes, 
par:aucune  loi  nécessaire;  ainsi  on  doit  avoir,  une  équation  particu- 
lière pour  le  mouvement  de  translation  de  chficune  des  masee»  /t  le 

long 
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long  de  l'a^e,  tmiot  aucorps  M,  sur  lequel  cette  masse  est  assujettie 
à  se  mouvoir.  Cette  équation .  d'après  le  principe  .général ,  est  l'égalité 

k  zéro  de  la  somme  des  composantes  gjtfain.oet-Ciu-w-K.^  iT»  ..,.',: 

cette  dernitre,  qui  est  la  1"  composante  (5)  de  l'article  précédçnit, 
étant  prise  avec  un  sens  d'action  contraire  à  celui  qu'elle  a  efTecti- 
vement;  on  a' donc,  pOMr  chaqua  masse,  ou  point  matériel*,  fi,  ■ 

W il<i^^i£^2l^,^,i,.» 

Ainsi,  w  étant.le  nombrp  dçs  masses  /*.,  les, équations  (1)  et  (a)  et» 
représentent  un  non)bre  »>.  +  i ,  au  moyen  desquelles  on  devrait  pouvoir 

déterminer,  en  fonctions  de /^  IcS'V-^i  inconnoes^},  -f-i-^-^i-  -y—- 

Mais  cette  détermination  présente,  en  général,  de  grandes  difficultés 
qui  tiennent  à  l'imperfection  de  l'analyse. 

Il  est  bon  d'observer  que  l'équation  précédente  aurait  pu  être  Ob'- 
tenue  ,  immédiatement ,  en  considérant  qu'à  un  instant  quelconque  la 

force  motrice  effective  "  ;■^^  ■  se  compose  de  la:  foroe^  centrifuge 

f'9^*  ou  p^Ç  -—j — *  et  de  la  composante  ^^sin.»;  de  la  pesanteur 

de  ^f  prise  dans  la  direction  de  la  ligne,  fixe  avec  le  corps  3f  /  que  ^ 
est  obligé  de  parcourir,  ce  qui  donne,  tans  calcul. 

di*        ^^  dt» 
c'est'à-dire,  l'équation  ci -dessus. 

i»o5.DéfligDant,  par iV^U  pression  normale  qu'e»Miceundcs.corp8/£j  pjg,  ,^ 
contre  l'axe  tenant  au  corps  M,  le  long  duquel  ce  cqi^  fi  est  obligé 
de  te  mouvoir,  il  est  éyideot  que  cette  pression  est  égale  à  .l'excès  dq 
la  composante  ^ /tcosrtii,  de  l'action  d«  la  pesanteur»  perpendiculaire  k 
l'axe  dont  on  vient  de  parler,  sur  la  CQmposBntc^nocmate  k  NS,  dont 
j'ai  donné  l'expres»on(3),«rF.  làoS;  «iui  on»  pourchaqiK.Qnpa^i 
l'équation 

I  55  - 


y  Google 


43^  Dynamique   ÉLÊ^tetiTAiiie. 

.  („)..... i^=^{«cos.»_Jt£e^5±£^) 

Vitewe  angataire  et  conserration  des  forces  vire*  iant  te  cât  oh  le  «yMéme^ 
mu  en  vertu  d'une  iuiputtion  initiale,  n'est  ■ollîcité  par  aucune  puictance 
■  extérieure. 

i3o6.  Si  les  mouvements,  des  corps  M  et  /t  sont  in()^j|»endants  de 
l'action  de  la  pesanteur ,  condition  qu  on  obtient  en  rendant  vertical 
l'axe  de  rotation,  et  assujettissant  les  corps  ^  à  se  mouvoir  sur  l'hori- 
zontale, menée  du  centre  de  gravité  de  M  k  cet  axe;  l'équation  (i). 
de  l'art.  1204,  deviendra,  dans  ce  cas,  qui  rend  ^=0', 

(t). .  .'.Kddo-\-S\ft{2pd(>dta-\-f>'dda)  )=o 
et-  aura  pour  intégrale  par  rapport  au  temps 

C  étant  une  constante  arbitraire,  d'où  .  ,       . 

de>  _  C 

dt~      A  +  ^(^p») 
Cest  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire;  si  à  l'instant  oii  on  a  donne 
au  système,  l'impulsion'  initiale  qui  l'a  mis  en  mouvement,  le  moment 

d'inertie  S{ftf')  et  la  vitesse  angulaire ^^ —  ont  eu,  pour  valeurs  res- 
pectives S  (/«po')  et  go  la  valeur  de  C  sera. ^o-î  K +,£(/* po")  1 ,  d'où 

(2\  i^=o=o„         K+-g(/^f°') 

l    )■■    .    j^       «     V».        K  +  Z(^f.) 

Lavîtesse  angulaire,!tua Instant  quelconque,  est  égale  au  produit  de 
la  vitesse  angulaire  initiale  par  le  rapport  entre  le  moment  d'inertie 
initial  du  système,  et  le  moment  d'inertie  considéré  à(i  ménïe  instant. 
.  1207.  En  conservant  l'hypothèse  de  g=:0,  qui  réduit  l'équation  (â), 
de  l'art.  (iip4),à  [t{ddp — ^dro^)-=o,  multiplions  cette  équation, 
par  <i?f> ,  elle  dcvïenàra  ft(df>deip — fd(>dea^)et  la  somme  des  équa- 
tions pareilles ,  qui  ont  tieu  ,pour  tous  tes  corps  /i  du  système^  sera 

(i) S  ]/x(df>dd^~f}'dfdGr>')\s=o 

ajoiltpDS,  à  cette  équation,  te  produit,  par  da,  de  l'équation  (1)  de 
l'article  cité,  nous  aurons,  dans  l'hypothèse  de  ^^=0. 
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(a) £]fi(il(>dd(>'^f>dpd6j*'^'p'daddto\\]_    '.-''■ 

■    i    '^Kdaddiif]~'^       ■ 

et  dn  intégrant  par  rapport  a«  ténip*     ■■■'■■■■•     ■■■■■:■.■■■'.     ■    ' 

(^)....S\fi{dp»'\-p»dG>>)\-\-Kda>=Bdl»       t         . 

B  étant  étant  une  constante  arbitraire  ,  qui  se  détermine  'd'après  les 

valeurs  initiales,  des  distances  p,  des  vîtipsses  -^  danslcsen^i^e  la  ligne 

perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation  sur  laquelle  les  masses  fi  sont  ^$su- 

jetties  à  se  mouvoir,  et  de  la  vitesse  angulaire  -5—  ,c'e8t-i-dire;  qifoiiâ 

(4^•;■^=2(^•^)+^lK,+^(«.■■)■l  ■■   ■ 

^o  et  Oo  étant  les  valeurs  initiafes  de  p  et  ea. 

"4—^  ot  "^^1 — rsont,-  à  un  R^éme  instant ,  les  quarï;é»  dfs  con;^* 

gantes  de  )a  vjtesse  absolue  de  u,  respectivement  parallèle  et  perpeni^ 
(licubire  k  une  même  ligne,  celle  sur  laquelle  a  est  a^ujettte  à  se 

pnoMyoir,  aïûsi  '■  r     T"   .  u    est  le  quarri  de  cette  vUe^^ç  absolue, 

rt  ^1  ^■■'  f  "y^ — rrr-  1  est  U  sommc  des  forces  vives  de  toM  les 

porps  uf  pareillement  ■— est  la  somme  des  quarréa  des  vitesses  ab- 
solues des  mc^écules  du  corps  M,  c*est-à-dii«,  la  force  vive  totale 
de  M.  Ijç  prepùer  menr^re-  dé  l'équation  (3),  idivisée  par  dt^_,  est 
donc  la  somme  des  forces  viyes  de  tout  k  sy^àrae,  qui  ^t^constante 
pendant  la  duréQ  du  mopvemept,  B  éfant  la  relieur  de  cette  «oqim« 
fie  forces  vive». 

Applicuttoii  des  formidM  précédentei  k  quelque^  è:(einpIc*T 
fié^f  J.e  çotjsidire  d'abprd  le  c^  d'un  seul  çqrps  ft  mobile  sur  U 
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ligne,  perpeiidijcalatre^à  Taxe  de  rotation  ,  qui' passe  par  le  centre  de 
gravité  Qu'c()i;;ps  A^'^JQ  suppose  cet  axe  vertical,  ce  qui  permet  de 
faire  la  pesanteur  ^=o.  Les  équatioqs  (a)  de  l'art.  iao6  et  (3)  de 
Tart.  1207^  deviennent, dans  ce  cas,  en  représentant,  par  Cla  quantité 
co,D8tante  ]  K-^-ftÇf,*  \<^o 

''' C 


(da> 


fflhiiiiant  ât,  entre  ces  deux  équations,  on  a,toutrt  tédnctions'Faites» 
]'é<iuation  séparée ,      '  ' 


(a) 4^—,- 


f^'^e_ 


qui  est  l'équation  polaire  de  la  courbe  décrite  par  le  cor^^. 

Si  oh  étimine  <^fi>  entre  les  deux  équatioAs  (i),«n  aura,  pour 
déterminer  les  phénomènes. du  mouvement  du  corps  fi.  le  long  de  la 
ligne  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation ,  sur  laquelle  H  est  obligé  de 
se  mouvoir,  l'équation  suivante. 


(3). 


'  1 109.  Je  suppose,  maintenant ,  que  le  nombre  des  corp*  p,  è&t-  quel* 
conque,  et  que  le  corps  M  est  une  ligne  inflexible  tiôrîzontaTe,  dont 
lamasseest  censëe^o.etle  long  de  laquelle  ces  corps /<  sont  assujettis 
&  glisser,  pendant  que  leur  système  tourne  autour  d'un  axe  vertical 
aàqMl -la  Ûgne  inflexible  est  fixée  &  t'origioc  dés  clislaUces^.  On  peut 
«flCore  poser  ^=0  dat»  le  cas  dont  il  s'agit^; 'on  a^ipanl^j^othèse, 
Ksso,  -et 'l'équation  (a),  de  l'art.  1204,  doute,  pobr  «m corps  quel* 
coiDi^e  ; 

{i)  ... .  ddp  =  çde^  . 

les  équations  (2)  de  l'art.  iao6  et  (3)  de  l'art.  1207  deviennent,  en 
conservait  te  lettre  i?  ' 
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iubstituant,  dans  (3),  la  valeur  générale  de^^a»*,  donnée  par  (i),  on» 

et,  en  intégrant,  par  rapport  au  temps,  on  trouve 

par  une  ]'*  intégration, .. .   X{'ftçd^)'=iBtdt-\-~Fdt 

et  par  une  a"  intégration. .... 'S^C^^)  =r=-^'* 'f  i^^ -f  G 

F  ex.  G  sont  deux  nouvelles  constantes  arbitraires  introduites  par  la 

double  intégration. 

Substituant,  pour  X  {/t^)»  «'valeur  donnée  par  (a),  on  obtient 
finalement  j 

éqiiatJon  séparée  (]ui  donnera  J«  mouvemçnt  angulaire  du -ajim&ine.  On 
a  vu  précéderoment  ce  <)u*«taieBt  le«  constantes  €  et  Bj  la  valeur  de 

et 

(/  et  ^"  étant,  au  bout  du  iem^tj\n  distances  respectives,  à  l'axe 
de  rotation,  de  deux  des  corpi  f£f  que  je  désigne  par-^^  et  ft,",  on  a, 
d'après  l'équation  (  1  ) 

ddç'^çi'dea*^  diç" =^" do* 
d'où  oD  conclut 

(5) f.ddçf-^^dd^'u^o 

et  en  intégrant  par  rapport  au  temps, 

(6) ^' d^' — ^'d^"  ^xC^dt   I   <:,  «tt  h  Mistants  arbitraire. 

on  aurait  entrela  même  distance  ^  et  une  autre  distance  ^'^,  au  bout 
du  temps  Y^ 

{7) (/"dfi'—(>'df'"s=tC„dt  \    C„  ert  lâ  constante  açbitr«ir«. 

et  on  déduit  de  (6)  et  (7)  ■    ..  • 

divistint  par  ^>  et  intégrant 

P  ^tt  •     f   ,  I  4roduîte  par  l'iptégration  j 

d'où  -£1  «*,«-C-  •+/,„    1  '"'  ^  ^'''^"'"'  ■'• 

p'  pr        '""         I  C, ,  C„  et  F„ 
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On  aurait, en  général,  pour  une  distance  f)(m)  quelcoaquot 

(8) -^^^W-Ç:*/») 

i(n)  et^(n)  étant  des  constantes  par  rapport  au  temps. 
toit£^=tfi^  d^où  dç^'=çfÂiî/-\'-\l/dpf-,on  aura 

par  l'équation  (6) — çf*dy}/=BC,dt,..tt  (g) 

par  l'équation  (8)  ! . . .  ^W  (•^Y=/«("MC^*(«)+/w)l*-{>o) 

on  peut  former  autant  d'équatioiUf  semblal^les  k  cette  dernière,  qu'il 
y  a  de  corps  ^,  en  donnant,  dans  chacune,  à  A(n)  et/în)  le»  valeur» 
convenable^;  ^  et  le  dénominateur^*  sont,  généralement ,  les  seules 
quantités  qui  leur  sont  communes;  faisant,  ensuite,  la  somme  de  toutes 
ces  équations,  on  a,  à  un  instant  quelconque 
E{fi^)=ç'*  (A'^«+A"^+A"^);  V^h"  et  i'"  étant  des  constantes. 

Substituant,  dans  l'équation  (a),  pour  <^/ sa  valeur —  ^-r^ — 

^/ 
cipour2(/<f>*)  la  valeur qu'onvient  de  trouver,  on  a 

et  en  substituant  pour  d0  sa  valeur  (4) 

équation  séparée ,  de  laquelle  on  tirera  ^=^  (/) .  (^  étant  )e  ri^e 

de  fonction)  et— ^=;^'(/);  on  aura  donc,  en  combinant  cçtte 
dt 

équation  avec  (9),  la  valeur  de  f'  correspcmdante  k  uti  instant  quel- 
conque, et  yfi,  ou  -^-yt  et  f/^  étant  ainsi  coqnues,  on  çn  conclura, 

pour  le  même  instant,  l'une  quelconque  des  autres  distances  f  par 
l'équation  dont  (8)  est  le  symbole  général. 
Les  constantes  C,  et  C,,  sont  données  par  les  valeurs  initiales  dcf 
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distances  ^',  (>"  et  ^"' et  par  les  valeurs  initiales  des  vit«s5..a—^ — ,  —j — , 

dp'" 

— ^ — dos  masses  ^'^"  et  ^'"^  dans  le  sens  de  la  ligne  perpendiculaire 

à  l'axe  de  rotation  qu'elles  sont  obligées  de  parcourir.  F„  et  les  h  et^de 

différents  accents  sont  donn^  par  C,,  C„  et  par  les  valeurs  initiales  de 

d"    //" 

El-   ^1-.  etc.  les  autres  constantes  se  déduisent  de  celtes  dont  je  viens 

de  parler;  ainsi  le  problème  du  mouvement  d'un  nombre  quelconque 
de  corj)s ,  assujettis  à  glisser  le  long  d'une  ligne  inflexible  et  horizontale , 
tournant  autour  d'un  axe  vertical ,  est  complètement  résolu. 

t2io.  Je  vais  maintenant  avoir  égard  à  la  masse  du  corps  M ,  en 
conservant  U  condition  de  la  verticalité  de  l'axe  de  rotation  et  de 
V horizontalité  de  la  ligne  perpendiculaire  à  cet  axe  et  passant  par  le 
centre  de  gravité  Âe  M ,  sur  laquelle  les  corps  fi  sont  assujettis  à  se 
mouvoir:  )e  suppose  que  le  système  a  été  mis  en  mouvement  par 
une  impulsion  donnée  au  corps  M,  laquelle  a  déterminé  la  rotation, 
tant  de  ce  corps  M  que  des  corps  ft,  autour  de  Taxe  vertical  Hxe. 

La  solution  de  ce  cas  se  ramène  facilement  à  celle  du  cas  qui  a  été 
résolu ,  art.  1 108.  Pour  cela ,  j'observe  tjue  l'impulsion  n'ayant  été 
donnée  qu'au  corps  M ,  chacun  des  corps  fi  n'a  pu  commencer  6  se 
mouvoir,  dans  lesens  suivant  lequel  il  s'éloigne  de  l'axe  de  rotation,  qu'en 
vertu  de  la  force  centrifuge,  et  que,  par  conséquent,  sa  vitesse  initiale, 
dans  cemèmie8ens,a  été  infiniment  petite  ou  huile;  en  effet  on  a^  dans 

l'équation  (6)  de   l'article   précédent  p".-J—  —  "■    "   =  fi,  au 

premier  instant  du  mouvement,  —K-^=%o* po  dt,  _^-2-=y"o^"<^/i 
Jjo  étant  la  vitesse  angulaire  initiale  du  Système ,  d'où 

On  a  donc  a" do? — fi'Jfi":^o,ou — V-  == — ^7— ^t  ^n  intt-grant 


,,  Google 


440  DVNAUIQUB    ÉtÉMEMTAIRE. 

^"!=  S2ff^' ,  d'oii  on  conclut,  pour  une  distaDce  p(")  quelconque, 

on  aura  ainsi  X(/<^*)=  Sp'^cn  faisant  S=I!(fiJi')  et  remarquant 
que  dans  ta  série  des  constantes /2,i  J3„,  >'3„,>. .  .t/3(b)ORa  J2,^i, 
les  équations  (a)  de  l'art.  iao6,  et  (3)  de  l'art.  1407  derïendront 

L    tito  O  [     Obierrei:  que  l'équation  (  1  ) 

(  a  )...  \  'dT  ^      K  +  »(>'*  Jdpnne  d'^''>=  J3p,)'^ 

et  on  déduica  de  ces  deux  dernières  équations,  des  équations  séparées 
entre  do?  et  d^' ,  de  et  df>'.  ,  exactement  de  mêmes  formes  que  le» 
équations  (a)  et  (3)  de  l'art.  laoS^leseul  changement  consistant  dans 
la  substitution  de  0  k  fjt. 

La  vitesse  angulaire  du  système,  et  toutes- les  circonstances  du  mou- 
vement d'une  des  masses  fi' ,  se  trouvant  ainsi  déterminées ,  on  aura  les 
phénomènes  du  mouvemeot  des  autres  masses  ^",  ft"'j,etc.  par  les  équa- 
tions que  représente  Ç^°^=^'Q(ji\f>' t  les  constantes  J2,  de  différents  accents, 
se  déduisant  des  positions  initiales  de  /l' ^  fit" , /t'" ,  etc.  qui  doonent  les 

valeurs  initiales  de  -^ ,  -^—r  ,  -*-.— ,  etc. 

(f    e     e 

isii.  On  arriverait  encore  aux  mêmes  résultats,  dans  le  cas  o!i  les 
corps/*',  fif't  etc.  auraient  des  vitesses  initiales  ^o'.  S»"»  etc.  le  long  de  la 
ligne  sur  lamelle  ils  sont  assujettis  à  se  mouvoir ,  si  ces  vitesses  initiales 
étaient»  entre  elles  dans  les  rapports  des  distances  initiaIesp^«jp''oi  etc. 
des  atrptfit'f^",  etc.  qui  en  seraient  animés,  à  l'axe  de  rotation;  on 

aurait,  dans  ce  cas,    ■  r.*^  ss Ûç'o,  .  ^    .^sfffi"^,  etc.,  û  étant  un 

pombre  donné,  et  l'équation  p"o ■•  ■C ** — 'C'o  -^  ^.=C,  deviendrait 

f^'o-^f^o — ^'q-0ç^'o=-O,  d'où  C,=9,  comme  à  l'article  précédent. 

La  quantité  absolue,  qui  caractérise  chacun  des  cas  traités  djuis  cet 

article  et  le  précédent,  est  la  coiistante£^laquelleapourvaleur,(art.iao7)x 

dans  le  cas  de  l'article  précédent ^r"î ^+'^(i"f**' )i 

Et  dana  le  ca«  f    ^  „ ,  ,  doe,*    ,__.„, 
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ma.  J'ai  supposé,  jusqu'à  présent,  que  l'axe  de  rotation  était  ver- 
tical, et  que  les  points  matériels  [t  se  mouvaient  dans  un  plan  hori- 
zontal, ce  qui  annulle  l'effet  de  la  pesanteur;  si  l'axe  de  rotation  est 
horizontal,  le  corps  fi  continuant  à  se  mouvoir  sur  la  perpendiculaire 
à  cet  axe,  menée  par  le  centre  de  gravité  du  corps  M ^  la  pesanteur 
aura  son  effet  tant  sur  le  corps  M  que  sur  le  corps  fi;  dans  ce  cas, 
on  fera  ta  somme  des  équations  (i)  et  (2)  de  l'art.  1204,  multipliées 
respectivement  par  dot  et  par  dç  ,  la  seconde  étant  affectée  du 
signe  ^  pour  indiquer  la  somme  de  toutes  le^  équations  pareilles  qui 
s'appliquent  à  chacun  des  corps  fi,  et  on  aura 

+gaM.daco&.e9 


di' 
et  en  intégrant  par  rapport  au  temps 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  somme  des  forces  vives, 
au  bout  du  temps  t,  qui  n*est  plus  constante,  comme  à  l'art.  1207, 
mais  dépend  de  l'inclinaison  du  pendule  M,  et  dé  la  position  des 
corps  fi  sur  la  ligne  commune  que  ces  corps  ont  k  parcourir. 

D'autres  applications  que  )e  pourrais  faire,  de  la  théorie  exposée 
depuis  l'art,  nos  jusqu'à  l'art.  1207,  offriraient  une  analyse  compliquée 
et  peu  satisfaisante,  sans  profit  pour  l'instruction  en  mécanique  ;  ainsi 
je  m'en  tiendrai  aux  problèmes  résolus  depuis  l'art.  1208,  après  avoir 
rempli  l'objet  principal  que  je  m'étais  proposé ,  celui  de  donner  aux 
élèves  des  exemples  élémentaires  de  l'emploi  du  princr|)e  de  la  conser-. 
vation  des  forces  vives. 

Effet*  de*  impaltioiii  ÎDitialei  donnéea  «u  ■yttAme  de  corpa  dont  il  â  été  quettîoK 
dan*  les  troi*  chapitres  précédents;  phénomènes  de  mouvement  qui  ont  lieu 
lorsqu'un  corps,  assujetti  k  tourner  autour  d'un  «xe  fixe,  efi  çho^e  plusieurs 
^tres. 

iai3.  J'ai  supposé,  dans  les  trois  chapitres  précédents ,' que  les 

mouvements  initiaux ,  tant  du  corps  JH  que  des   corps  ft ,  étaien( 

>  b6 
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connus ,  et,  c'est  d'après  cette  conaaissaace  et  celle  des  positions  initiales 
des  corps  fn,  que  se  déterminent  les  constantes  introduites  par  les  in- 
tégrations. Lorsque  la  première  impulsion  n'est  donnée  qu'au  corps  M  j 
si  on  désigne  par  Q  le  moment,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation,  de  la 
quantité  de  mouvement  qui  mesure  cette  impulsion,  la  vitesse  angulaire 

initiale  qui  en  résultera,  pour  le  système,  sera =e- ;  mais 

si  on  donne,  en  même  temps,  des  impulsions  particulières,  à  chacun 
des  corps  /*',  ft" ,  cic. ,  il  faudra  déterminer  les  trois  composantes  de 
chacune  de  ces  impulsions,  la  première  dans  te  sens  de  la  ligne,  fixée 
au  corps  M ,  que  ces  corps  ft' ,  ft" ,  etc.,  sont  assujettis  à  parcourir,  la 
deuxième  dans  le  sens  perpendiculaire  &  cette  ligne  et  à  l'axe  de  ro- 
tation, et  la  troisième,  qui  n'a  aucun  effet,  perpendiculaire  aux  deux 
autres;  soient  ft' va ,  ft" Vo",  etc. ,  les  premières  composantes,  ft' i^^^ 
ft"  u"o,  etc.,  les  secondes,  la  vitesse  angulaire  au  premier  instant, 

,         P  +  2!  (ttpffUo)  ,  .      .  , 

aura,  pourvaleur,  ^ —  >;  ■  > — r-^  ,  et,  a  ce  premier  instant,  chacun 

dos  corps  ft  sera ,  de  plus,  animé  de  la  vitesse  v  dans  le  sens  de  la  ligne, 
fixée. au  corps  Mj  qu'il  est  obligé  de  parcourir. 

]£I4.  Ces  déterminations  conduisent,  naturellement,  à  parler  du 
choc  qui  peut  s'exercer  entre  un  corps  assujetti  à  tourner  autour  d'un 
axe  fixe  et  un  ou  plusieurs  autres  corps.  Considérant  toujours  les  corps 
«',  ft" ,  etc.  comme  des  points  matériels,  je  suppose  que  le  corps  AT 
est  un  plan  matériel  sur  lequel  se  trouve  la  direction  de  Taxe  fixe  autour 
duquel  il  tourne;  je  mène,  dans  ce  plan ,  une  ligne  passant  par  son 
centre  de  gravité  et  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation;  j'appelle  cette 
ligne  axe  des  f,  parce  que  c'est  sur  sa  longueur  que  se  comptent  les 
distances  (>',  (*",  etc. ,  de  l'axe  de  rotation  aux  points  du  plan  matériel  M 
sur  lesquel  les  corps  ft',  ft",  etc.,  exercent  leurs  chocs;  tous  ces  corps 
sont  censés  se  mouvoir  dans  un  sens  contraire  à  celui  de  la  rotation 
de  Jtf  et  le  rencontrer  au  même  instant. 

Soit  P  le  moment,  par  rapport  à  l'axe  de  fotalion ,  de  l'impulsion 
capable  d'imprimer  au  plan  matériel  M,  la  vitesse  angulaire  qu'il  a 
aTant  le  choc;  décomposons  la  vitesse  de  chacun  des  corps  ft ,  prise 
à  l'instant  où  le  chue  s'exerce,  en  deux  autres  l'une  perpendiculaire  et 
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l'autre  parallèle  au  même  plan  dont  la  position  est  censée  connue 
lorsque  les  corps  ^  rencontrent  le  corps  M,  et  nommons-C^  la  première 
composante,  cette  lettre  II  devant  avoirle  même  accent  que  le  corps  ^ 
dont  elle  représente  la  vitesse;  désignons  enfin  par  Jjo,  la  vitesse  angu- 
laire du  système,  à  l'inslaut  ott  le  choc  est  consommé,  on  aura,  d'aprî-s 
le. principe  généra!  du  mouvement,  en  continuant  à  désigner,  par  K  , 
le  moment  d'inertie  de  M ,  par  rapport  à  Taxe  de  rotation, 

Ï2i5.  Les  cbrps  ^  ayant  été  supposés  le  mouvoir,  avartt  le  choc, 
flans  des  sens  contraires  à  celui 'du  plan  rhatériel  Mj  dovvent  rester  sur 
ce  plan  après  le  choc,  La  vitesse  absolue  de  chacun  de  ces  corps  « ,  dans 
le  sens  perpendiculaire  au  plan  matériel  Afj  a,  pour  valeur,  k  l'instant 
o{]  le  choc  est  eflecfué,  fa^oi  ensuite  tétant  la  composante,  parallèle 
au  même  plan ,  de  sa  vitesse  à  l'instant  où  le  choc  va  s'effectuer,  et  ^« 
l'angle  que  forme  la  direction  de  cette  vitesse  avec  l'axe  des  (>,  Vcm.  <pc 
et^sin.  4'tt  seront,  respectivement,  les  vitesses,  parallèle  et  perpendi- 
culaire à  cet  axe,  qui  auront  lieu  immédiatement  après  le  choc  :  la 
composante  f^cos.  pt>  se  conservera  sans  altération  s'il  ne  survient  pas  de 
changement  brusque  dans  le  mouvement  des  corps  fi  et  si  ces  corps  ne 
sont  sollicités  ni  par  la-pesanteur  ni  par  aucune  autre  puissance  exté- 
rieure; il  n'en  sera  pas  de  même  de  la  composante  V  sin.  0o,  la  seule 
force  centrifuge.qui  varie  avec  la  distance  dun  corps  ^  à  l'axe  de  rotation, 
devant  produire  en  elle  des  changements  instantanés.  Ainsi  chaque 
corps  fi  décrira,  sur  le  plan  matériel  M,  une  courbe  dont  (S  sera  l'angle 
de  projection  initial ,  &  compter  de  l'instant  oh  te  choc  vient  de  s'effec- 
tuer, par  rapport  ji  une  parallèle  à  l'axe  des  ç.  La  détermination  de 
cettecoiirbe,et,en  général,  celle  des  phénomènes  des  mouvements  du 
corps  M  et  des  corps  /j.,  dépendent  de  la  théorie  exposée  depuis  l'ar* 
ticle  lâoa:  je  ne  m'y  arrêterai  pas  ayant  donné,  sur  cette  matière, 
tout  ce  qui  est  nécessaire pour-les  prcmièret  études,  et  je  me  bomeiraî  à 
la  caméquencé  silirattte  déduite  de  l'équation  (.O)  àè  l'article  pré- 
cédent et  qui  peut  être  iilile  dans  les  arts. 

iai6.  Je  suppose  que  le  choc  du  plan  matériel  ^s'exerce  sur  An  seul 
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corps,  et  que  de  plus  ce  corps  ft,  à  l'instant  du  choc,  se  meuve  perpeo' 

diculairemeot  au  plan  choquant ,  la  vitesse  angulaire  du  système  à 

l'instant  où  le  choc  sera  effectué,  aura,  pourvaleur,    „  — -.lavî- 

lesse  absolue  du  corps  choqué  étant —^^-=-^-2 —  ;  (  le  signe  supérieur , - 

placé  devant  ftÇa*  U,  se  rapporte  au  cas  oii ,  avant  le  choc,  ^  se  meut 
dans  le  même  sens  que  M,  et  le  signe  inférieur  se  rapporte  au  cas 
contraire).  On  voit  que,  pour  la  même  vîtesse  {/^antérieure  au  choc, 
la  vîtesse  après  le  choc  dépend  de  la  distance  ^o,  &  l'axe  de  rotationt 
du  point  où  ce  choc  a  lieu;  si  ^o  est  nul,  cette  vîtesse  est  nulle  aussi; 
sif>i)est  infmi,  K  demeurant  une  quantité  fmie,  la  vitesse  27.  antérieure 
au  choc,  se  conserve  sans  altération;  entre  ces.  deux  limites  il  y  a  un 
muiTimu/n  de  vîtesse,  après  te  choc,  qui  a  lieu  lorsque  le  choc  s'effectue 

j-                   j       -           1..        ■             —  aX^           K 
a  une  distance  ^ <,  donnée  par  1  équation  Ço*  +  — =—  Ço =0. 

p 

A  représentant  la  vitesse  angulaire  de  Jïf  avant  le  choc,  on  a  ^s=  ^, 

d'où  P=-AKj  et  cette  valeur  substituée  dans  l'équation  précédente 
la  change  en 

(j2')..:..<...+^(-o-^=o 

Si  le  corps  /<  est  im^iobite  avant  le  choc,  on  aura  ^e=l/ —  , 

et  si  le  choc  a  lieii  au  centre  de  percussion,  la  valeur  de  ^o  sera, 

art.  1129,^0==  -Tj,  en  désignant,  par  «j  la  distancé  du  centre  de 

gravité  de  3f  à  l'axe  de  rotation.  X)»x^  ce  dernier  ca«,  l'axe  ne  reçoit 
aucune  percussion,  mais  U  quantité  de;  mooveinent,  comn^uniquée  À  ft 
(st  moindre  que  .dan;  le  ppemîpr  cas;- ainsi  les  condixioiis  les  plus 
favorables  à  la  conservation'  de  l'axe  et  de,iaima(;hute.où  des  corps 
par  lesquels  cet  axe  pourrait  être  retenu  ^  sont  différentes  de  celles  qui 
se  rapportent  au  maximum,  d'effet  produit  sur  ]e  corps  choqué  ft. 
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1217.  Supposons  que  }a  masse  entière  du  plan  matériel  ilf  soit  réunie 
au  point,  où  ce  plan  rencontre  et  choque  le  corps  ft,  ce  qui  revient 
à  considérer  cette  masse  comme  un  poim  matériel  tenant  à  un  plat^, 
dont  la  densité  est  inlîniment  petite  ou  nulle,  et  sur  lequel  se  trouve 
un  axe  de  rotation  fixe.  Dans  ce  cas  les  corps  M  et  /£  se  choquant  à  la 
distance  Ço  de  l'axe  fixe,  on  a  K=JI/j3t,"  et  l'équation  (/2)  dej'ar- 
tîcle  1 3.14  devient,  en  y  remplaçant  P  par  sa  valeur  AK,  ou  jéMp^', 

0(,:=  _ — ""—Jt. —  et  la  quantité  de  mouvement,  communiquée  h.  a, 

ft  pour  -valeur 

(Xi")....^M.=,— X^^. 

cette  équation  est  la  même  que  celle  qu'on  aurait  dans  le  cas  de  deux 
corps  durs  et  libres  qui  seraient  animés, avant  le  choc,  des  vitesses  ^^s 
et  i  U.  Si  Aj  Mj  ft  et  17  sont  des  quantités  données,  l'équilibre  a 
lieu  lorsque  (t.  se  meut  dans  un  sens  contraire  &  celui  du  mouvement 

de  M  et  qu'on  a  ^„-=.-^-~—\  si  fi  est  en  repos  avant  le  choc,  ta 

quantité  de  mouvement  ""**  ,  après  le  choc,  sera  proportion- 

nelle à  ^o. 

1218.  Le  plan  matériel  Af  étant  supposé,  comme  ci-dessus,  tourner 
autour  d'un  axe  fixe,  situé  dans  ce  plan,  désignons,  par  m,  un  de  ses 
éléments  de  masse,  par  x  et  z  les  distances  respectives  de  m  à  l'axe 
de  rotation  et  à  un  autre  axe  coupant  le  premier  k  angle  droit  et 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  Af,  par  a,  la.distance  de  ce  centre  de 
gravité  de  Mj  à  l'axe  de  rotation,  ou  axe  des  a^  et  par  y  U  vitesse  angu* 
laire  ;  la  quantité  de  mouvement  de  m  sera  Jj  ar  m  ,  et  toutes  les  quantités 
de  mouvement  pareilles,  dans  l'étendue  de  M,  auront  une  résultante 
^S  (yxflï),  ou  y<zM,  dont  la  direction,  perpendiculaire  au  plan  M , 

le  rencontrera  à  une  distance  "i^^?      ,,..  ■*  ,oua-i — :— ,  de  l'axe  de  rotation . 

OU  axe  des,»;,  (A*  représente  la  qujuîtité  par  laquelle  il  faut  multiplier  M. 
pour  avoir  le  môipcnt 'd'inertie  de  cette  imasse  M  par  rapport  à  un  axe 
parallèle  à  l'âxe  de  rotation  et  passant  par  le  <eotrc  de  gravité)  et  â 
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une  distance  — -^?.   ■- — ;de  l'axe  des  x)  un  obstacle,  placé  au  point  de 

rencontre,  recevrait,  de  la  part  du  corps  M j  le  même  choc  que  si  ce 
corps  M  était  libre,  et  il  ne  résulterait,  par  conséquent,  de  ce  choc, 
aucune  action  sur  Taxe;  aussi  voit-on  que  les  distances^  ci-dessus 
trouvées,  sont  les  mêmes  qui  déterminent^  art,  1129,  la  position  do 
sentre  de  percussion  (*). 

MouremcDt,  d'un  corps  penot,  mr  une  courbe  attachée  à  un  autre  corpi,  ce 
dernier  corpt  étant  aiaujetti  i  le  mouvoir  tur  un  plan. 

1S19.  Après  avoir  résolu  quelques  problèmes  sur  te  mouvement  drs 
ayflèmes  qui  ont  des  points  ou  des  axes  fixes ,  je  vais  présenter  aux 
élèves  un  sujet  d'étude  sur  tes  systèmes  qui ,  sans  points  fîxes ,  sont 
assujettis  à  se  mouvoir  suivant  certaines  conditions  ;*cet  ordre  d'expo- 
sition est  celui  que  j'ai  suivi  dans  toutes  tes  sections  précédentes  du 
cours. 

ABECNA  est  un  plan  matériel,  mis  dans  une  position  verticale, 
et  assujetti  à  se  mouvoir  sur  l'horizontale  AXj  ce  plan  est  terminé,  à 
sa  partie  postérieure,  par  une  courbe  CNA,  continue,  et  sur  laquelle 
un  cftrps,  qu'on  peut  regarder  comme  un  point  matériel,  et  dont  je 
désigne  ta  masse,  par /c,  est  assujetti  à  se  mouvoir.  A  un  instant  donné. 


(  *  J  La  vîtetK  angulaire  ^  conierrant  toujours  sa  valeur ,  un  choc  era-cé  , 
perpendiculairement  au  plan  matériel  X ,  et  mesuré  par  le  produit  fj  «JV, 

arrêteroit  le  mouvement  de  Jlf  s'il  avait  lieu  à  la  dislaoce  p+- de  l'axe 

de  rbtaiioD.  Pour  obteuir  le  même  équilibre^  i  une  dîttanee  qnelcoïKpie  r  de 

cet  aie ,  il  faudrait  un  choc  mesuré  par  le  produit ij  M ^  quantité  qui 

est  infinie  ou  nulle ,  suivant  que  r  est  nul  ou  infini.  Si  on  suppose,  ensuite, 
comme  &  l'art..  laiy,  toute  la  masse  du  plan  matériel  Jlf  concentrée  en  un  seul 
point  de  ce  plan ,  à  une  distance  r  de  l'aie  de  rotation ,  le  choc  capable  d'ar- 
rêter le  mouvement,  et  qui  a,  pour  mesure,  ^tM,  est  zéro  dana  le  cài  rm  le 
précédent  est  in&ni  et  récrprttquement  ;  il  n'existe,  dbnc,de  maximum,  ni, 
pour  l'un  ni  pour  l'autre .,  au  centre  d'oscillation,  iM>i('  que  l'opt  avanc* 
tjuclc^uet  auteurs. 
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que  je  prendrai  pour  l'origine  du  temps ,  le  corps  ^  est  posé  au  haut 
de  la  courbe,  en  C,  et  abandonné  à  la  pesanteur;  il  descend,  alors, 
le  long  de  la  courbe  CiV^  et  exerce,  par  son  mouvement,  une 
pression  sur  celte  courbe  qui  détermine  le  plan  matériel  dont  je  re- 
présente la  masse  par  P^  à  se  mouvoir  sur  la  ligne  AX  et  dans  le 
sens  AX.  Les  vîlesses  initiales  de  ^a  et  /*  étant  supposées  nulles,  le 
corps  ft  est  continuellement  en  contact  avec  le  corps  V,  et  le  premier 
corps  en  décrivant,  sur  le  second,  la  courbe  CNA)  décrit,  dans  l'es- 
pacej  en  vertu  du  mouvement  du  système,  une  courbe  C  Pi' B. 

On  peut,  au  plan  matériel,  substituer  un  corps  dont  ce  plan  serait 
une  section  verticale,  passant  par  son  centre  de  gravité,  la  courbe  CNA 
étant  une  rainure ,  ou  un  canal  dans  lequel  le  corps  fi  serait  introduit  ; 
tout  ce  qui  va  suivre  s'applique  indistinctement  à  cette  hypothèse  et 
à  la  précédente. 

Soient,  au  bout  du  temps  t.  A' Hf  E' C  fi' A'  la  section  du  corps 
ABECNA j  ou  du  corps  Pj  et  N'  la  position  du  corps  (jl  sur  ce 
corps  P.  Abaissant,  du  point  Cj  la  verticale  CD^  je  mène  par  le 
point  A"  l'horizontale  NIV'  N" ,  la  tangente  Ti  à  la  courbe  A'  N'  C , 
la  normale  O  (X  à  la  même  courbe ,  et  je  fais 

L'espace    parcouru    pendant    le   temps    / ,   par    le    corps    P 

=  A  A'  =  NN'  = X 

La  descente  verticale  da  corps/*,  pendant  le  temps fj=:C'V"=     ^ 
L'espace  horizontal   parcouru,  pendant    le  temps  /,  par  le 

même  corps  =;  N'  N"  = '^ 

L'ordonnée   horizontale    de   la    courbe    CNA   dans  sa    po- 
sition initiales  N" N s^ :    ^' 

L'arc  de  courbe  parcouru,  par  le  corps  ^^sur  le  corps  Ps=lCN'=.     s 
L'angle  t  TX  formé  par  l'élément  de  courbe   sur  lequel  le 
corps  ft  se  trouve  au  bout  du  temps  /_,  et  par  l'horizon  =  .  . .     ^ 
La  pression  normale  exercée  par  le  corps  ft  sur  le  corps  P...   II 

La  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur g 

Je  cherche,  d'abord.,  .les  expressions  des  forces  molrkes  qui 
ont  lieu,  tant  dans  le  corps  ft  que  dans  le  corps  P,  et  je  commence 
par  celles  qui  dérivent  du  mouvement   particulier  de  ft  sur  P.  La 

ds 
Vitesse  ciTective  de/*,  en  iV',  sur  la  courbe  CN'A',  est  égalcà  -y-;ainsi  ona. 
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force  motrice  cficctive  dans  le  seni  de  la  courbe  CN'  A' , 

ou  dans  le  sens  N' T ' 


3i» 

on  a,  de  plus,  la  force  centrifuge  dans  le  sens  iV  (y=fi.  — — .— -  , 


en  observant  que  -7^  est  la  valeur  du  rayon  de  courbure ,  d'où  on  dédui  t 


CompoMntea  de  la  force 

udsd^i  ■ 
eentrifiige        ^^,        ^ 


j  1  HT/  m  fldsdà  CO«.^ 

dans  le  sens  N'T S — ; — 1_  .  —. — L_ 

dl*  sin.  9 

dan.  le  «M  lVW....Jt±^.^i— 


dx 


larallèleifient  à  AXj  et 


Le  corps  (t  a,  de  plus,  une  vitesse—^,  pars 

dans  le  sens  AX,  qui  lui  est  commune  avec  le  corps  P}  ce  qui  suppose 
une  force  motrice  effective 

,  uddx 

•■"«"■i»!^ ^^-T]r 


du  corps  P  , 


Pddx 
df 


Passant  des  forces  motrices  qui  ont  lieu,  à  celles  qui  sont  imprimées, 
on  a, 

1».  I^a  nïaction  U,  exercée  par  le  corps  P  contre  le  corps /«,  dans 
le  sens  N' O ,  dont  la  valeur  difllrre  de  celle  qui  aurait  lieu  >i  le 
corps  P  était  immobile,  et  dont  les  composantes  sont, 

iTcos.» 
sin.  tp 

n 


Compoiantei  de  la  réac- 
tion ^  du  corps  P 
contre  le  corpt^^  dans 
le  aeni 


Ift. 


IV  N.. 


sin^ 


a**.  La  force  motrice  gft  imprimée  au  corps  fi,  par  U  pesanteur, 
dont  les  composantes  sont 
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iN'T -4^ 
j^,j^„ ■£^l£os^ 

3°.  La  composaote,  parallile  k  AX^At  la  pression  JJ  du  corps//, 

contre  le  corps  P , 77sîn.  ^6 

La  composante  de  cette  pression,  perpendiculaires  ^JC,  est  détruire 
par  la  résistance  du  plan  immobilev^^. 

1220.  On  a  ainsi  ,  pour  le  corps  fi,  deux  groupes  de  forces,  tant 
effectives  qu'imprimées,  un  de  ces  groupes  étant  composé  de  forces 
dont  les  directions  sont  sur  la  tangente  Tt,  l'autre  de  forces  parallèles 
à  AX,  et,  pour  le  corps  Pj  un  seul  groupe  de  forces  parallèles  à  AX. 
Le  principe  général  du  mouvement  fournira  ainsi  trois  équations  ;  savoir, 
deux  pour  le  corps  fi-,  et  une  pour  le  corps  P,  résultantes  de  l'égalité  à 
zéro  de  chacun  des  groupes  de  forces  dont  je  viens  de  parler,  égalité 
qu'on  formera  en  prenant,  soit  les  forces  effectives  soit  les  forces  im- 
primées, avec  des  signes  contraires  à  ceux  que  comportent  leur  sens 
d'action.  Ces  trois  équations  sont  les  suivantes, 

■  .  fidds    .    ftdsd^      COS.  0       g[jL — JTcoB.<p  

^  ^  ■  dt*      '       dl»  sin,^  sin.^  ~° 

-  .         ftddx,  ,    fidsd4>         I  gitcos.tp — 77"  

^  ''  dt'  ■  '       d^       '  sin.  ^  sin.^  ^ 

.^,  PddsD       —  . 

Je  multiplie  (a)  par  P,  (3)  par  [i,  et  retranchant  le  deuxième 
produit  du  premier,  —i  ■  -  se  trouve  éliminé,  et  j'ai,  en  multipliant 
par  sin.  ^, 

•^^^^/^ P^^co8.^+i'/Z'+/7>isin.»^=o 

d'oii  je  tire 

(4) n^p^{gcc.f-i^) 

57 
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l'équation  (i)  devient,  en  y  substituant   cette    valeur    de    H , 
(idds    fidsdip  cos.<p     gfi  Pfigcos.'iP  P/i.dsd^co%  ^ 

dl'^         dl^     iin^     sin.^     (P+/<stn.^^)sio.^     (P+^sin."^)«sf/^sin.0 
réduisant  les  3*  et  4»  termes  en  un  seul,  et  divisant  par  (t^ 

dds    dsd^  cos.^     Pg-\-g^%\x\.'^^P^oi.^  Pdsd^cos.^       _ 

dt^      dt^  sin.p         (P.  +  |Usin.»^)sin.^         (P+^sin,V)''''*sin.^ 
çn  a  Pg{  I  ■ — cos,*#)  =  P^sin."^,  d'où 
dds      dsd^  cos.^      ^(P+j«)sin.# 


dl^        dt^  'sin.0        P  +^8in.3^        (P +  ^sin.a^)<fz»sin.^ 
réduisant  les  2*  et  4*  termes  en  un  seul 

. e v  dds  .ft, dsd^ sin. # cos. ^ )g(P +  j«)sitt.^ 

^    '  ~dt»'^ {P  ■>r  u.ùx\.'^^)dl»'        P+^sin."^   ~^ 

multipliant  par  (F+/*sin.*^)  ds  et  intégrant,  il  vient 

Pdi^-\-uds*S\tl^4>  t-n    l         \  fJ       •       ^  J'    • 

'-J-~ — g  {P-Yfi)jds^m.^z=^(i,  dou 


(6)., 


iLa  constante  est  nulle,  parce 
,u.  lo^•queI=o,oo.,pu■^J- 


^=K^ 


(7)....-^/=       ^f+Z'sin.V 


or  i/^=dsstn,^,  et  fds s\n.^  =  ^,  (^  et  j  ont  !a  môme  origine), 
ce  qui  change  les  équations  (6)  et  (7)  en 


(8) 


'"  dl        y    P+jXSla.'^ 


y2g{P+u)t:    v^p+j)f 

La  courbe  CNA  étant  donnée,  on  a  des  équations  entre  ^,  s  eX  ^ 
au  moyen  desquelles  deux  de  ces  indéterminées  peuvent  toujours  être 
exprimées  en  fonciion»  l'une  de  l'autre;  ainsi  F  et^étant  des  signes 
de  fonction,  on  a  sin.#=/"((^),rfj=:</(^/(f),  et  les  équations  (8)  et 
(9)  deviennent 
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d'  -y  p+?mm 

Les  intégrations  à  faire  pour  déterminer  le  mouvement  de  fi  dans 
le  sens  de  la  courbe  CNA,t:t  danslesensvertical,  se  trouvent  ramenées 
aux  quadratures.  Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  le  mouvement 
horizontal  de  P.  Pour  cela  je  multiplie  l'équation  (  i  )  par  cos.  ^  et 
retranchant  le  produit  de  (a),  j'ai 

fxddx     ftddscos.4'  ■  fàdsd4>sin.4>   ■  jj  . 
dt»  .dt»        ^         dt^  ~  '^ 

pâdx 

substituant, pouriTsin.^,  sa  valeur —y——,  déduite  de  l'équation  (3), 
intégrant  et  multipliant  par  dt,  j'ai 

iLa  oonitante  est  nulls.  lei  ritema  ■ — 
dt 
ds 
^^~dt* 
premier  înitADt  du  mouvement 
Substituant  j  dans  cette  dernière  équation,  pour  ds,  sa  valeur  donnée 
par  l'équation  (8),  on  a, 

d'oii 

on  a,  ainsi,  la  vitesse  de  P  &  un  instant  quelconque,  la  relation, 
entre  ^et  ^^  étant  donnée  lorsqu'on  connaît  la  courbe  CNjé. 

Si  on  substitue,  dâUs  l'équation  précédente,  pour  dt,  8§  valeur  donnée 
par  l'équation  (9)  on  aur^ 

j f^dscos.^ 

— ^w^- 

.  iTcteerve  que  dsax.t=dff  i'tili/dsax,f=^  et 
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u.^'    {     La  conitante  est  nulle  psrce  qu'on  a,  en  m6me 

U    ;  '">_|_^|teuipi,  x-=Q  et  ^'  =  0. 

On  a,  par  l'équation  de  la  courbe  CNA,  f'  en  fonction  de  f,  et,  par 
la  deuxième  équation  (lo),  C  ^^  fontion  de  t,  on  aura  donc  l'es- 
pace X,  parcouru  par  le  corps  ^,  au  bout  d'un  temps  quelconque. 

laai.  La  trajectoire,  décrite  dans  l'espace  par  le  corps  ^,  se  déduit 
bien  simplement  de  l'équation  (  i3)  de  l'article  précédent.  Retranchant 
^x  de  l'un  et  l'autre  membre  de  cette  équation,  après  avoir  multi- 
plié chaque  membre  par  /*+,«,  et  faisant  attention  que  x-f-f  =f', 
ou  ^  —  x^^,  il  vient 

Fig.  iS.  d'où fi:P::x:^::NN':N'lV" 

chaque  point  IV'  de  la  trajectoire  de  fi,  dans  l'espace,  partage  l'hori- 
zontale NN"  en  deux  parties  NJV'  et  IV  N"  qui  sont,  entre  elles, 
dans  le  rapport  des  masses  fi  et  P ,  I  s  points  N  étant  pris  sur  la 
courbe  CNA  dans  sa  position  initiale. 

laaa.  Le  mouvement  du  centre  de  gravité,  du  système  des  deux 
corps  P  et  /ij  a  une  propriété  que  je  ne  dois  pas  omettre,  parce 
qu'elle  fournit  un  exemple  de  l'application  de  la  théorie  démontrée, 
art.  tti4  et  suivants.  La  pesanteur  est  la  seule  force  agissant  sur  le 
système  qui  ne  dépende  pas  des  actions  réciproques  des  corps  de  ce 
.système;  ainsi,  d'après  les  articles  cités,  le  centre  de  gt'avité  ne  peut 
avoir  qu'un  mouvement  vertical  >  et  c'est  ce  qui  est  parfaitement  vérifié 
par  les  formules  précédentes;  en  effet  appelant  B  la  distance  du  point 
de  départ  C,  du  corps  ft,  à  la  verticale  passant  par  l'origine  des  a^, 
et  E  la  distance  ,  à  la  même  verticale,  du  centre  de  gravité  de  P^ 
lorsque  le  corjM  //  part  du  point  C,  la  distance,  du  centre  de  gravité 
commun,  à  la  même  verticale  fixe ,  devient,  au  bout  du  temps  /, 

j'(.»  +  £;)+^(g-f) 
P+i. 

expression  qui,  d'après  l'équation  i^x — ^^=0,  de  l'article  préeêdent, 
se  change  en 

PE-^fiB 

c'est  }a  distance  initiale,  qui  est  conservée  pendant  toute  la  durt-e  du 
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mouvement;  le  centre  de  gravité  se  meut  donc,  constamment  dans  la 

même  verticale,  ainsi  qu'on  peut  le  conclure  de  la  théorie  ci-dessus  citée. 

i;2a3.  Dans  le  cas  oii  le  corps  F  serait  immobile,  ce  qui  revient  à 

supposer  la  masse  P  infinie,  l'équation  (8),  de  l'article  1220,  donne 

— —  =:i/"â^ij^,  d'où  on  conclut  les  propriétés  du  mouvement  sur  une 

courbe  fixe,  démontrées  dans  la  deuxième  section  de  cette  deuxième 
partie  du  cours. 

1224.  Si  la  ligne,  parcourue  par  le  corps ^  sur  le  corps  P,  est  une 

ligne  droite,  l'angle  ^  sera  constant,  on  aura  1^=^  sln.^  ,  ds^=  — ■ .  . 

sm.  ^ 

et  en  faisant 

Y     /'+/*sin.»^ 
l'équation  (8)  de  l'art.  1220  aura  pour  intégrale 

^*' I    On  a  «n  même  temps  ï=o  et  ^^o»  ainsi  1« 
(  I  ) /=--Z_  1  constante  est  nulle. 

d'où  on  tire  ^=^fl»/=;  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (12) 
du  même  article  1220,  et  faisant 


7  il/  g  gf^  8>n-  #  COS.  à 

cette  équation  (12)  a,  pour  intégrale, 

(a)  . .  ..x=^\bt^ 
Péquation  (4),  de  l'article  cité,  devient^  en  observant  c^'t^^ constante 
donne  4^^  ^o, 

(3)....i7=„    ^'". .g-cos.^ 

enfin,  d'après  ce  qui  a  été  démontré,  art.  1220  et  1221 ,  la  ligne  par* 
courue,  dans  l'espace,  parle  corps^,  est  une  droite  partant  du  point  C 
et  coupant  la  ligne  A  D  ea  un  point  qu'on  détermine,  en  cherchant, 
par  l'équation  (t3)  de  l'art.  1220,  la  valeur  de  x  correspondante  à 

^'  =  AD  =  B ,  qui  est  x=-.^~~~;  faisant  CD  =  H,  on  a,  pour 


l'équation  de  la  trajectoire  rectiligne  de  ^ ,  dans  l'espace 
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(4)....,=s|+iL); 

on  Voif  par  les  équations  (i)  et  (2)  que  le  mouvement  de  chacun 
des  cor|is  ft  et  P  est  uniformément  rarié,  et  l'équation  (3)  donne  le 
rapport  entre  la  pression  effective  que  ces  corps  exercent  l'un  sur 
l'autre,  et  la  pression  figcos.<p ,  qui  aurait  lieu  si  le  corps  P  était  im- 

P 

mobile,  ce  rapport  -p : — -   est  toujours  plus  petit  que  l'unité. 

Oicillci lions  d'un  curpi  pesant,  assujetti  k  se  mouvoir  sur  une  courbe  tenant 
à  un  corps  mobile.  Délcrtninatiou  de  ia  courbe  tantochroBe,  pour  celte 
espèce  d'oscillation. 

I2?5.  L'équation  suivante 

f'iK-  16  ^"'  ^^'-  l'équation  (9)  de  l'art.  1220,  fournit  un  supplément  utile  et 
curieux  à  la  théorie  exposée  dans  le  chapitre  précédent.  BEE' B'  re» 
présente  ou  un  plan  matériel  ou  un  corps  assujetti  aux  conditions 
énoncées,  art.  1319,  et  dont  la  base  plane  B' B  glisse  sur  un  plan 
horizontal  fixe;  ce  corps  est  le  corps  P  de  l'article  cité;  le  corps^, 
du  même  article,  se  meut  sur  la  courbe  CAO  fixée  au  corps  mobile/*, 
et  lorsque  le  temps  i=o,  i!  est  supposé  partir  du  point  Csans  vitesse 
initiale,  le  corps  P  étant  aussi,  à  ce  premier  instant,  dans  l'état  de 
repos.  La  tangente  au  point  A,  de  la  courbe  CAO ,  est  horizontale, 
et  lorsque  le  corps  /*  sera  parvenu  à  ce  point  A,  il  remontera,  en 
vertu  de  sa  vitesse  acquise,  le  long  de  la  branche  AO ,  pour  faire, 
ensuite,  une  oscillation  en  sens  inverse ,  à  laquelle  succéderont  d'autres 
oscillations,  tant  dans  le  sens  CAO  que  daps  le  sens  OC  A.  Le 
corps  ^  a,  de  son  côté,  des  mouvements  qui  dépendent  de  ceuz  du 
corps  fi. 

Je  suppose  qu'au  bout  du  temps  e  le  corps  fi  est  parvenu  au  point  JV 
de  ia  courbe  CAOj  je  trace  les  horizontales  AD,  QNI^',  CFC 
et  les  verticales  AF,DCs  C N"  est  l'ordonnée  verticale  q'ui  a  été 
désignée  par  Ç,  CN  étant  l'arc  s,  et  CD  la  hauteur  H.  3e  fais 
AQ=^Zj  QN=j,  arc  AN=>o,  et  j'ai  en  comparant  ces  indéter- 
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minées  à  celles  qui  entrent  dans  la  valeur  de  dtj  ci-dessus  rapportée, 

et  la  valeur  de  di  prend  la  forme 

ia\  dt~\/     -P^^^'+^'^^'        _i/^<r'  +  (-P'+/^)'=^'* 

si  après  avoir  substitué,  pour  djy^  sa  valeur,  en  fonction  de  s  et  ds, 
donnée  par  i'équalion  de  la  courbe  CAC^^  on  intègre  cette  équation 
de  manière  que  l'inlégrale  s'évanouisse  lorsque  z  =  /f,  on  aura  le  temps 
de  la  dosccnle  de  C  en  N j  faisant,  ensuite,  dans  l'intégrale,  2  =  0, 
on  aura  le  temps  lotitl  d'une  tiemi-oscillation,  ou  de,  la  descente  de 
C  en  A. 

is.2.6.  Ainsi  l'équation  de  la  courbe  CAO  étant  donnée,  on  aura 
toujours  les  moyens  de  calculer  la  durée  de  la  descente  depuis  un 
point  déterminé  C  jusqu'au  point  A  le  plus  abaissé;  mais  on  peut 
faire,  de  la  cogrbe  CAC,  L'inconnue  du  problème,  et  cherchera  la 
déterminerd'aprèsdes  conditions  qu'on  s'imposerait  ;  ces  conditions  sont, 
en  général,  susceptibles  d'être  énoncées  par  une  équation  (le  la  forme 
dt=  &  Qdz,  &  étant  constante  et  Ç  une  fonction  de  pf  r  ■  l'équa- 
tion de  la  courbe  cherchée  est  Ô'  na^^-i— "^'^^'  '*'  (-^+/<)'^='  ^n 


(6). 


Où  doit  avoir  UM  <>r|u9lioii  de  condition ,  entre  les  conslanfes,  jwur 
«primer  que  la  tangente  de  la  courbs,  au  point  A,  est  horizontale, 

ou  qu'on  a  les  valeurs  simultanées  3:^  o,  r=o  et  -^  =o-  condi 

,  .        dy  ' 

tions  avec  lesquelles  la  forme  de  la  fonction  Q  doit  être  compatible. 
L'équation  (6)  pourrait,  d'ailleurs, donner lieuàplMsieunautiiraobiiesva- 
tions  que  je  supprime  pour  abréger,  me  bomantà  l'appliquera  un  cas  par- 

ticulier,  digne  de  remarque, celui  daMieqvel  «B au t»ll O  =» r>=S=cii  • 
faisant,  pour  la  commodité  du  calcul,  »=|/j£.  on  a 
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r     '■t'{B—i.)  \%s)     [s(H— j)]i 

dz.\ 

-I  —  1.7 -— .  =  1  —   I  (/.  arc-fcos.^ ^r—r. 


a  donc 


'=(^)'^"={"'=t}{ 


La  conitante  cat  nulle ,  parce  qu'on  ■  , 
en  même  tempi,  '=0  et  js=^H. 

faisant,  dans  cette  équation,  «=o,  pour  avoir  le  temps  total  de  la 
descente  de  C  en  A  ^  la  hauteur  H  disparait  de  la  valeur  de  t,  qui 

devient,  /=jr|  )*>  en  désignant,  par  jr,  la  demi  •circonférence 

dont  le  rayon=  i. 

Ainsi  le  cas  que  je  viens  de  traiter  offre,  comme  celui  de  l'art.  971 , 
la  propriété  du  tautochronisme  ;  mais ,  eu  égard  au  mouvement  du 
corp  Pf  la  courbe  mobile  parcourue  par  ft,  sur  ce  corps,  n'est  pas 
la  même  que  la  courbe  Çixc  de  l'article  cité.  Pour  déterminer  cette 
courbe  mobile,  on  substituera,  datjs  l'équation  (6)  ,le3  valeurs  de  O 
et  Qt  et  on  aura 


valeur  qui  ne  renferme  plus  la  la  hauteur  Hj  et  de  laquelle  on  déduit 

i'équation  d'une  cycloïde  ordinaire  i)  base  horixontale,  dont  le  cercle 

générateur  aurait  un  diamètre—  C^  serait  dy^  =b  d»  1/ j  la 

cycloïde  étant  renversée  et  son  sommet  placé  en  Aj  l'équation  précé- 
dente est  donc  celle  d'une  cycloïde  allongée,  dont  les  ordonnées  hori- 
zontales sont,  à  celles  de  la  cycloïde  ordinaire,  dans  le  rapport  de 

yw^  à  yjp.  Pour 
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Pour  connaître  la  courbe  d^-crite,  dans  l'espace,  par  le  corps  /*,  on 
retranchera,  de^'  chacun  des  membres  de  l'équatîoa  (  i3),  art.  taao, 
et  faisant  attention  que  ^'~—x  =  Ç,  on  aura  en  iaSaanXjàD^B 

«i  au  lieu  de  compter  les  abcisses  de  la  trajectoire  décrite  danâ  l'es-  ^'S- 
pace,  à  compter  de  ta  verticale  CD^  on  les  compte  à  partir  de  la 
verticale  ^F,  et  qu'on  lesdésigne  par  jj,  onaura»î=fi — ^,  </f= — dri 

P  . 

et  dn  ^  p"  ~  d_y,  ou ,  en  substituant,  pour  djr,  sa  valeur  ci-dessus. 


^jrr^' 


la  trajectoire,  décrite  dans  l'espace,  est  une  cycloïde  racourcie,  dont 
les  ordonnées  horizontales  sopt,  à  celles  de  la  cycloïde  ordinaire,  en- 
gendrée par  un  cercle  dont  le  diamètre  =  <7_,  dans  le  rapport  de  J/!P 
à  \^ P  +  ^  ;  les  ordonnées  horTzontales,  de  celte  dernière  courbe  , 
sont  moyennes  proportionnelles  géométriques  entre  celles  de  la  courbe 
décrite  wr  le  corps  P ,  et  celles  de  la  courbe  décrite  dans  l'espace;  il 
est  bien  entendii  qu'il  s'agit  ici  des  rapp^irts  des  ordonnées  horizontales 
prises  &  une  même  hauteur  au-dessus  de  AD ^  et  comptées,  pour 
chacune  des  trois  cyclbïdes,  à  partir  de  son  axe  vertical  particulier, 
oi^e  la  vertic^e  passant  par  son  sommet. 

Clioc*  de  ploaieurs  corpi  ■phériquei  par  un  leul ,  le  eoipi  choquant  et  les 
corpa  choqué)  ét^nt  011  parfaitemept  dur*  »  ou  douéf  d'un  degré  quelcoo^e 
4'éU«tipi(é, 

ifi26.  Aprfes  avoir  donné  quelques  exemples  de  la  détermination  des 
phénom&nes  de  mouvement  des  systèmes  de  forme  variable ,  lorsque 
ces  systèmes  oe  sont  pas  libres ,  ou  que  leurs  mouvements  sont  assujettis 
à  certaines  conditions  indépendantes  des  actions  des  forces,  je  passe  aux 
systèmes  entièrement  libres ,  et  je  vais  traiter,  d'abord ,  le  cas  de  plusieurs 
corps  doués  d'un  degré  quelconque  d'élasticité,  en  supposant  que  l'un  de 
f.ti  corps  choque  tous  les  autres  ensemble. 

Je  désigne  par  m',  m",  m"' ,  etc.  les  masses  des  corps  choqués,  et, 
par^,  la  masse  de  celui  qui  les  frappe  tous  au  même  instant. 
I  ^ 
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On  peut  supposer  que  Ts  différenis  corps  sont  tlps  sphères,  homo- 
gènes chacune  en  particulier,  mais  de  densités  diflerentes  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  dunt  les  centres  se  trouvent  situés  dans  un  même 
plan,  les  sphères  choquées  étant,  à  l'instant  du  choc,  posées  de  manière 
qu'elles  soient  toutes  tangentes  k  la  spiière  choquante. 
■S-  '7:  Au  moment  idu  choc,  le  corps  choquant  fi  est  supposé  placé  en  ^^ 
et  m  est  un  des  corps  chuqui-s ,  rangés  autour  de  lui  ;  la  vitesse  initiale 
de^,  dirigée  suivant  ^i?^  est  représentée  par  î/^  et  les  vitesses  initiales, 
respectives,  des  corps  choqués  m'j  m",  etc.  sont  représentées  par  ea', 
«/',  etc.  Je  traiterai  d'abord  le  cae  où  ces  dernières  vitesse?  ont  des 
directions  normales  aux  plans  tangents,  à  leurs  points  de  contact  avec 
le  corps  fx;  ainsi  la  vitesse  initiale  de  m  est  supposée  dirigée  suivant 
la  ligne  ^N,  qui  |>asse  par  les  centres  de  ^  et  m'-j  ce  cas  une  fois  ré- 
solu, celui  des  directions  quelconques  des  vitesses  initiales  n'a  plus  de 
difficulté,  comme  on  le  verra  bientôt. 

■  D'après  cette  hypothèse ,  lesdirections  des  mouvenventsde///,  m", etc. 
après  le  choc,  doivent  être  les  mêmes  que  celles  dçi  vitesses  initiales; 
ainsi  le  mouven»ent  de  m  aura  lieu  suivant  j4N.  Je  désigne  yaTii'j  u"^etc. 
les  vitesses  respectives  de  m'j  m" ,  etc.  apri-s  le  choc,  d?ns  ie  cas  de  la 
dureté  parfaite,  et  par  a' ,  a" ,  etc.  les  angles  respectifs  ^ue  forment  les 
directions  de  ces  vitesses  avec  celle  de  ÏJ.  Ces  angles  a' ,  a" ,  etc.  re- 
présentés, en  général,  par  l'angle  iV^i?, sont  doimés  par  les  positions 
initiales  des  corps. 

Les  quantités  de  mouvement  existantes,'  dans  le  système,  avant  le 
choc,  ont,  toutes,  au  moment  où  ce  rhnc  va  avrir  lieu, leurs  directions 
sur  des  lignes  passant  par  le  centre  de  la  sphère  choquante  ft;  ces 
quantités  de  mouvement  sont  ftU  et  m' o' ,  m" ta"  etc.  et  les  sommes 
de  leurs  composantes  respectivement  parallèles  et  perpendiculaires  h  l'axe 
ADfO\\  à  la  direction  de  £^,  ont,  pour  vu1em's,/«  27+ ^('"<*'^(^-'') 
et  JS  (^csin.a).  En  divisant  chacune  de  ces  expressions  par  ta  ma&se 
totale,  que  j'appelle  M,  on  a,  art.  iii6,  les  composantes  respectives 
de  lî^  vitesse  du  centre  de  gravité  du  système  total ,  prises  parallèlement 
et  perpendiculairement  à  Vaxe  .-)?i>. 

La  résultante  générale  de  ces  quantités  de  mouvement ,  <)uç  je  dési* 
gnerai  par  MW,  la  lettre  W,  représentant,  art.  iii6,  la  vitesse  du 
centre  de  gravité,  et  Mla  somme  de?  jnaçseSj»  +  .?(«*),  &  donc  pour 
Tflleur 
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,  TT     =i[^i7+^(OTûjcos.a)]*+[2(niû»sin.«)fi^    ..  ^ 

Goic  ^2^  la  direction  de  cette  résultante, qui  est  aussi  celle^lu  mou/ 

veinent  du  centre  de  gravité,  je  nomme  A  l'angle  JX  A  D  qu'elle 

forme  avec  la  direction  de  Vj  et  j'ai 

Je  puis,  au  moyen  de  ces  équations,  considérer  la  ligne  de  direc- 
tion AD',  de  ff^,  comme  tuie' ligné,  ou  axe,' donné  déposition  dans  le 
plan  des  centres  des  sphères,  et  prenant,  d'abord ,  le  système  h  l'instant 
où  les  phénomènes  du  choc  n'ont  encore  eu  Heu  qu'à  la  manière  des 
corps  durs,  je  fais,  pour  cet  instant, 

La  vitesse  du  corps  choquant  //,  que  je  suppose  dirigt-e  sui- 
vant ^fl'= '. ; c 

L'angle  D'AR'ïormé  par  cette  direction  ot  par  celle  de  1» 
résultante  générale  ÏV  M  = J2 

.L'angle  NAIXj  formé  par  la  direction  de  la  vitesse  u  -de  l'un 
quelconque  des  corps  choqua  et  par  la  dtrectidn  de  la  résultante 
générale  W  M=^ ;. p 

D'après  le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité ,  les  actions  réciproques  qui  viennent  de  s'exercer  entre  les 
corps  ne  chafigent  rien,  soit  en  quantité  soit  en  direction,  à  la  vitesse 
du  centre  de  gravité;  ainsi  cette  vitesse  est  toujours  égale  k  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu  suivant  AD'^  divisée  par  la 
somme  des  masse*,  )a  somme  des  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu 
perpendiculairement  à  AD'  devant  être  égale  à  zéro,  ce  qui  fournit 
les  deux  équations  w 

\   WM — j«CCOS./i— ^Z(«ïWC08.^):=0 

Ces  mêmes  équations  se  déduiraient  aisément  du  principe  général  du 
mouvement;  il  faut  maintenant  en  «voir  une  pour  chacun  des  corps 
choqués ,  et  on  l'obtient ,  en  considérant  qu'à  l'instant  où  les  phéno- 
mènes du  choc  n'ont  encore  eu  lieuqu'à  la  manière  des  corps  durs,  la 
vitesse  relative  de  ft  et  de  l'un  quelconque  de^  corps  /n^  doitiêtre  nulle, 
et  qu'ainsi  la  composante  de  v,  prise  suivant  la-  direction  de  u,  est  égale 
ft  U}  ce  qui  donqe  l'équation  géqéi'ale  u==ccos,  (/2+^),  ou 
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(3) u^c{cos.f2cca.^ — Bin.J2s\n.^) 

et ,  en  substi  tuant  cette  valeur  de  «  dans  les  équations  (a  ) ,  ces  équation» 
deviennent 

fVM — f£t>cos.J2 — vco&.J2S(mcos.'^)  \  _ 

fiiin.12 — C08..f2Z(iRsin.^co9.^) 
+  &in./2i;(yn3ia.*^) 

on  déduit,  de  ces  deux  dernières  équations, 
J?(flisin.^cos.^} 


)=■ 


taog.  12= - 


fi  +  S  (msin.>^) 


(5).... 

\fi  +  S(mcos.*^)\cos.J2 —  {2r(ffïsin.#cos.^)J8i0.  J2 

J2  eî  f  étant  ainsi  déterminées,  la  vitesse  u  de  l'un  quelconque  des 

corps  m,  se  calcule  par  l'équation  (3),  ou  son  équivalente 

u^vcos.{-Q-\-f),  la  direction  de  cette  vitesse  ayant  lieu  sur  la  ligne 
qui  joint  les  centres  de  m  et  /(  et  dont  la  position  ,  donnée  par  fétac 
initial  du  systénie>  fait  connaître  les  angles  «,  et  on.a  ^  =  a — j4. 

laay.  Le  problême  est,  ainsi  parfaitement  résolu»  dans  l'hypothèse  de 
la  parfaite  dureté  des  corps,  applicable,  pour  le  cas  de  l'élasticité,  à  l'ins- 
tant oîi  cette  élasticité  est  prèle  à  produire  son  eflfe^  Je  puis  en  consé- 
quence, prendre  la  ligne  de  direction  ji  H'  de  v,  dont  la  position  est 
déterminée  par  la  première  équation  (5) ,  de  l'article  précédant,  comme 
un  axe  fixe  auquel  je  rapporterai  les  directions  des  autres  lignes. 

Je  nomme  a  l'angle  D'^  R',  formé  par  les  directions  de  Uet  t>j  je 
désigne  par  le  signe  géaéral  e,  l'angle  R'  ^  N  formé  par  «■  et  par  l'une 
quelconque  des  vUesses  t»,  ou  u^  qui  ont  la  même  direction,  et  )'ai, 
par  le  principe  général  du  mouvement ,  au  moment  ou  le  choc  est 
effectué,  les  équations  suivantes: 

fiUcos.a+  £(maco3.ê)^fiv  +  S(muco8.é) 

fi  Usm.  a  +  S  {ma  sin.  e)=  S  (mu  sin.  e) 

ou ,  en  ^iniîoatit  w  ',  par  l'équatioa  générale  ,  «  ^  c  co«.  e  >  qui  nst- 

v"/ pUce  l'équatioD  u^ v coa. (J2 +^) 

fiVcm.  a- +  S^  {ma  COS.  £)=fi^v+  t>  S  (m  COS.*  e) 
fi  Uiîn.  a  +  S  (nia  sin^  e)  =  v2^(m  sin.  e  cos.  e) 
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en  conservant. u^  sous  le  signe,  on  peut  mettre  les  deut  premièrei 
équations  (6)  sous  la  forme  ' 

\  fiUcoa.a=ftf  + S\(u — at)mcos.e\ 
^'^ J  ftVsin.  a= S\  (u — »)/nsio. «  \ 

Supposons  maintenant,  que  chacun  des  corps  m  soit  doué  d'une 
élasticité  ayant,  avec l'éiastîcité  parfaite,  le  rappoi't  de  n:  1  (^vq/a  Par- 
ticle  747).  Dans  ce  cas,  la  compression  de  m,  pfoduite  par  le  choC, 
étant  due  à  la  quantité  de  mouvement  (u — ai)  m,  une  pai'ite  n  (u — £>)  m 
de  cette  quantité  de  mouvement  est,  par  l'effet  de  l'élasticité,  gagnfe. 
par  mj  au  moyen  de  quoi,  lorsque  le  choc  est  consommé,  chacun  des 
corps  m  a  acquis,  outre  la  vitesse  u,  ou  la  quantité  de  mouvement  ufftj 
une  quantité  de  mouvement  n{u — •a>)m.  Sa  quantité  de  mouvemeilt 
totale  est  donc 

um  ■^n(_u~—fo)/rt^/fi\  (i  +  n)u  —  nta\i 

etsavite5se=(i  +fi)u — ne;,  expression  qui,  en  substituant,  à//,  l'une 
des  Y^lcui^  f  cos.(J2  +  ^)  ou  c  Cos.  e,  devient 

*'(i  +n)  cos, (J2  +  ^)  —  n&,  ou,  ti(i  +n)cos.e — n*ïj.' 

Les  quantités  r  et  J2  sont  données  par  les  formules  (5),  de  l'at' 
ticle  précédent,  et  on  a  a^/2 — j4j  6:=J2  +  ^=a-i'  d;  les  angles  a 
sont  tous  donnés  par  Tétat  initial  du  système;  les  angles  ip  sont  donnés 
par  cet  état  initial  et  par  la  positionconnue  de  la  ligne  de  directionnel)' 
de  ff'M. 

La  quanti  té  «de  mouvement  ^(u — «)/7i_,  gagnée,  par  chaque  corps /«^ 
dans  une  direction  qui  fait  un  angle  «avec  celle  de  v^  sera  perdue,  dans 
la  même  direction,  par  le  corps^^  ce  qui  changera  la  vitesse  f  en  une 
vitesse  w  que  je  suppose  dirigée  «uivant  la  ligne  ^A  faisant,  avcc^dR', 
un'angte=2^,  et  on  aura  les  équations  suivantes, 

/g\  '    {  ft  w COS. Û^^pi'^—n S  \{ti-^a)mcos.è\ . 

\  fAWS\A.'û^=  ..  .\4nS\{u  —  fiïJfOTsin.eJ 

Substituant,  dans  ces  équations ,  les  Valeurs  de  S  }  (u — (a)mco$.ê\ 
et  àe  S{^{it — a)ms\n.e\,  tirées  des  équations  (7),  on  a 

y    ^  i  f  1«  C0|S.^;X3  (  «  +  i)c  — /iit/!cQS.a 

,    -  (wsin.^^reZ/sin. a 
d'où  on  déduit  ultérieurement 
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(q)....   i  rt  nUsin.a 

'•y-'  \  tang.  Û  =  • 


(n  +  ï)^ — n  I/cos.  a 

et  toutes  Irt  'toconrtues  du  problème  se  tfouvï-nt  déterminées. 

1 228.  Il  faut  maintenant  parler  du  cas  où  les  corps  m  sont  animés  de 
vtlcssos  initiales  faisant  drs  angles  cjuelconqties  avec  les  pl^ns  tangents  aux 
sphères  /«'_,  m"^  etc.  k  leur  point  de'  contact  avec  la  sphère  fi  ;  dans 
ce  cas,  ^u\  n'ajoute  aucune  difficulté  k  la  solution  du  problème,  on 
décomposera  d'abord  chacune  de  ces  vitesses  en  deux  autres  dont  IVine 
soit  perpendiculaire  au  plan  de  contact,  et  l'autre  parallèle  à  ce  plan. 
On  cherciiera  quelles  seraient  les  vitesses,  et  les  directions  de  mou- 
vement, après  le  choc ,  tarit  du  corps  fi  que  des  corps  mj  dans  l'hy- 
pothèse où  ces  derniers  n'auraient,  pour  vitesses  ,  que  les  composantes 
normales  aux  plans  de  contact,  ces  déterminations  se  feront  par  les 
formules  démontrées  ci-dessus,  et  donneront,  pour  la  vitesse  de  ^  et  a 
direction  de  son  mouvement,  des  valeurs  auxquelles  il  n'y  aura  rien  k 
changer,  cette  vitesse  et  cette  direction  étant  entièrement  indépendantes 
des  composantes  tangentielles  dont  je  viens  de  parler;  quant  à  la  vitesse 
de  chacun  des  corp  fi,  obtenue ,  ainsi  que  sa  direction ,  par  ce  premier 
calcul ,  il  faudra  la  combiner  avec  la  composante  tangentielle  de  sa 
vitesse  initiale,  et  00  aura  le  mouvement  effectif  de  ce  corps  après  le 
choc. 

VUesici  rtlalive» ,  tomme  et  perte  dei  forcei  vÎtci,  «prèi  le  choc 

12S9.  En  conservant,  pour  les  phénomènes  de  choc  traités  dam  le 
chapitre  précédent;  les  significations  des  lettiTS  qui  entrent  dans. 1rs 
formules,  si  on  veut  avoir,  pour  le  cas  de  l'élasticité,  l'expression  de 
la  vitesse  relative  du  corps  fc  et  d'un  des  corps  irtj  on  se  rappellera 
qu'après  le  choc  la  vitesse  de  m  est  c  (i  +  n),  cos.tf — n»,  la  vîtesse 
de^,  prise  dans  le  sens  de  celle  de  m,  étant  w  cos.  (û+e),  ou 
w  (cos.  ^côs.  « — sin.^sin.f)  la  vîtesse  relative  a  donc  pour  valeur 

wcos-^cos.* — tvsin.^8in.e — (i  +n)vco%.e  -h  n» 
substituant  les  valeurs  de  wcos.  ^  et  w  sin.  adonnées  par  les  équations  (9) 
de  l'art.  1237,  cette  vîtesse  relative  devient,  toutes  réductions  faites, 
n[» — Vzo%.{e — a)],  ou  n{» — Ucot^a)  .....  .(a) 
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La  vîtçsçe,  leiative,  avanflechoc.'^lait  i7cos,a — o»  çllc  4  r^apgé 
de  signe  «t  s'est  dimiouéç  d«ns  k  rapport  de  •.:  «- 

123g.  La  ^oinie  des  forces  viv«|î  aprÈs  le  choc  a.  pour  v^ur, 

:0u,  en  dl'veloppant  la  quïntité  qui.  eat  pohs  le  signe  S 
(ff)...fiiv^+(i  +ff)c{  (-(i  +n)2{mcos.^£)—rS.n2(mc}cos.e)\-i-a^S{mea^) 
Dans  jecasdçl'élasti^tiû  parfaite,  qui  donne  n==i,  cette  expression 
devient 

fâw'  +  ^v\  cJE(«içoe.*«)  —  S(fntoçQs.e)  |  +^{/»w=) 
«n  tire,  delà  prf?mière  éqiuatipnj  (6)*  dp  l'art.  1237  ^^(wcos^f) 
■r-S{m»Coi.f)  =  tt(Ucf>s.<ii  —  f)\  substituant  cettç  valeur  çt  ccNe 
de/i-tv*,  donnOc  par  la  première  éqvalîon  (9)  de  l'article  cité  et  daiiç 
laquelle  on  fera  n=  ;  ,  on  aur^,  toutes  réductions  faîtfSj  l'expression 

Ainsi,  datV;  le  cas  de  rélasticité, parfaite,  les  forces  vives  sont  consei-yées. 
iî,.3i-  Faisant  »  =  o,  daps  l'çxprpssion  (if)  de  l'article  précWpnt, 
on  a  te  cas  de  la  parfaite  dureté,  e^  <;ette  expression  devient 

y...,.fiw^-irf'S(/nçifS.*e) 
la  condition  de  n=o,  donne  évidemment  w^o,  et  l'exiiresBion  (y) 
devient,  en  y  introduisant  cette  valeur, 

t^  \f*  +  Z('ncos.»£)  } 
la  perle  de  force  vive  est,  dans  ce  cas, 

fi,(V»-7-v^)  —  y»2(Bicos.*e)'  '      , 

ou,  fi(V'—i''*)  —  S{mu^) 

Si  dans  l'expression  (y)  on  substitue,  pour  v  S  {m  coi.' e) ,  sa  valeur, 
tirée  de  la  3«  équalion  (û).de  l'art.  1227  qui  fst  fi  (fcos.a— c) 
+  2l(/n®cos.«)  et  celle  àe  ftw'=^fH'' ,  donrée  parla  condition  «  =  o, 
cette  expression  deviendra,  toutes  réductions  faîtes, 

f\fi  Vcc&.  ûf  +  ^  ( ffï <p COS. e)  \ 
et  se  réduira  à  ^  f  Z7cos.  a  lorsque  les  vitesses  initiales  a  seront  nulles. 

Choc  de  deus  corpt ,  diiri  ou  élaitlquea  ,_  et  de  formel  quelconque*. 

ifi32.  Deux  corps,  de  forniM  «fuelconqurs,  étant  r^upposi^s  avoir, 
dsns  l'espace,  des  mouvements  tels  qu'ils  doivent  se  rencontrer  et  se 
choquer,  je  représente  par  jM  et  At' ,  lea  masses  de  ces  corps.  Consi- 
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durant  ensuite ,  séparément ,  le  corps  M,  je  fais  passer,  par  &on  centre 
de  gravité,  trois  axes ,  à  angles  droits  l'un  sur  l'autre,  fixes  dans  ce 
corps,  et  se  mouvant  avec  lui^  et  je  rends,  ce  centre  de  gravité,  l'ori- 
gine commune  des  coordonnées  3;,,^,^  i,  fnesurées  sur  les  axes  dont 
je  viens  de  parler,  et  servant  à  déterminer  les  positions  respectives  des 
molécules  de  M. 

A  l'instant  où  le  choc  est  prêt  à  s'eflèclurr,  le  <: entre  de  gravité  du 
corps  Jtfa  une  certaine  vitesse,  dans  l'espace,  que  je  représente  par  v, 
et  qui  mesure  son  mouvement  général  de  translation;  je  suppose  que 
ce  mouvement,  dû  à  une  impulsion  initiale  ,  n'est  modifié  pcu'  aucune 
puissance  extérieure  ;deplus,  es  molécules  de  Jl/  tournent  autour  d'tiQ 
axe  passant  jwr  le  centre  de  gravité  de  ce  corps,  axe  qui  est, art.  1144, 
désigné  par  le  nom  d'fl.re//w/an/<i/ïeVero/(i//on.Jcreprésenteparej/jjÇi 
les  cosinus  des  angles  que  forme,  respectivement,  la  direction  de  la 
vitesse  v 3  avec  les  axes  des  x,,  y,,  z,j  par  J{  la  vitesse  angulaire  du 
corps  autour  de  l'axe  instantané  de  rotation,  et  par  a,  tf,  y ,  les  angles 
respectifs  formés  par  cet  axe  et  par  les  axes  des  x,,y,  et  z,,}  toutes  ces 
valeurs  étant  prises  à  l'intstant  où  le  choc  va  s'cff'ectuer. 

Je  remarque  d'abord  que  les  produits  ycos-a,  jJcos.i?,  et  Jjcos.j', 
sont  les  quantités  /ïj  y  et  r  de  l'art.  1 144,  ce  qu'on  vérifiera  en  muU 
tipliant  chacune  des  équations  (6)  de  cet  article,  par  l'équation  {a) 
de  l'article  1145.  On  a  vu  ,  art.  1146,  comment  on  sHnpHfiait,  par 
l'emploi  de  ces  qua^itités , les  expressions  des  composantes,  parallèles 
aux  !rf,  y,  et  %,,  de  la  vitesse  due  au  mouvement  de  rotation,  d'un 
des  points  du  mobile;  faisant  donc  pour  abréger, 

gco8.«=:/j  ^cos.if=flï^*  ycos.v  =  n; 

On  a,  article  cité,  pour  tes  valeurs  respectives  de  ces  composantes, 
considérées  par  rapport  à  la  molécule,  ou  élément  du  corps  .VydontUs 
coordoniiées  sont  x^y,  et  «,_,  et  dont  Je  désigne  la  mas$e  par  dM.} 
mZf — ny,s  nx, — Ji^j  ly, — mx,i 

Mais  cette  molécule,  a,  outre  ces  vitesses  dues  ^u  mouvement  de 
rotation  autour  du  centre  de  gravité,  ta  vitesse  commune  v  de  trans- 
lation totale  du  corps ,  dont  les  composantes ,  parallèles  aux  œ„  y, y  et  i, 
sont  ve,  vff  vg,  de  manière  que  les  composantes ,  respectivement 
parallèles  aux  mêmes  axes,  de  la  vitesse  abëolup,  de  dM,  dans  l'espace  sont 
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Composante  de  la  vUetaa 
abfoluc  de  la  molécule  dM, 
avant  le  choc  ,  prise  parallè-  ' 
lement  à  l'axe  des 
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. . .  ce-j-mz^  —  rij;   'i 
y, •'/+nx,-/s,    1 (.) 

z, ^e-\-  lyt  — ^^t  J 

A  l'instant  où  toutesces  valeurs  ont  Heu ,  le  choc  s'effectue,  et  il  se 
fait  un  changement  brusque  dans  l'état  de  mouvement  de  toutes  les 
molécules  du  corps;  les  coq»  M  et  M'  étant,  d'abord,  considérés 
comme  parfaitement  durs,  et,  de  plus,  leur  contact,  au  moment  du 
choc,  étant  supposé  avoir  lieu  sur  un  point  unique  de  chacune  de  leurs 
surfaces,  le  corps  H  exerce,  en  ce  point,  sur  le  corps  M! ,  une  per- 
cussion mesurée  par  le  produit  PJJ  d'une  certaine  masse  F  par  une 
vitesse  Vf  produit  que  je  représente  par  N ,  la  même  lettre  devant 
représenter  la  réaction,  que  le  corps  M'  exerce  sur  Ms  celte  action  et 
cette  réaction  sont  dirigées,  du  dehors  au  dedans  de  chacun  des  corps, 
perpendiculairement  au  plan  tangent  commun  mené  par  leur  point  de 
contact. 

Je  pu^s  maintenant  considérer  cette  quantité  de  mouvement  inconnue 
PjJ,  ou  iV_,  comme  duc  à  une  cause  motrice  quelconque ,  en  sup- 
posant toujours  qu'elle  est  imprimée  au  corps  Mj  normalement  à  ia 
surface,  au  point  où  le.  choc  a  lieu;  la  même  hypothèse  pourra  se 
faîte  sur  le  corps  M' ,  au  moyen  de  quoi  on  aura ,  par  le  principe 
général  du  mouvement»  des  équations  d'équilibre  séprées,  lesquelles 
contiendront,  pour  chacun  des  corps,  la  quantité  commune  iV^  équa- 
tions qu'il  s'agit  de  trouver. 

Soient  à  l'instant  où  le  choc  est  effectué,  u  la  vitesse  du  centre  de 
gravité,  {^  la  vitesse  angulaire,  autour  du  nouvel  axe  instantané  de 
rotatipn,  et/?^  ^  et  /-  tes  produits  de  ^  par  les  cosinus  respectif  des 
angles  que  cet  axe  fait  av«c  les  3!fjjr,  et  s,\  f ,  a,  t,  tes  cosinus  des 
angles  respectif,  formés  par  la  direction  de  u  et  par  les  sD^^y^  et  z^; 
£»  *!>  K  '**  coordonnées ,  respectivement  parallèles  aux  (Sf^y,  et  %,y 
du  point  de  contact,  et  enfin  a,  b  jCj\c&  cosinus  des  angles  respectifs 
que  ta  direction  de  N  fait  avec  tes  ("^^j,  et  «,. 

On  aura  ,  immédiatement  après  le  choc,  les  expressions  suivantes 
des  composantes,  parallèles  aux  axes  coordonnés,  de  la  vitesse  d'unp 
molécule  quelconque,  ou  élément  de  masse  àM^  expressions  qui  se 
déduisent  des  mêmes  coqsidér^tions  que  les  formules  (1)  ci-dessus. 
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Composants  de  U  vitesse  (   gr^ up-\-  tj^i'^TV,   1 

absolue  de  la  molécule  dM.  I  '  ,  I  /    \ 

aprèslecboc,  prise  parallè--j  J'/ ua -\- r!»,—p i,    \ (l) 

lement  à  l'axe  dc«  y   3^ UT  +  PY,' — yx,     I 

Telles  sont  les  expressions  générales  des  vitesses  qui  ont  lieu  à 
rinslantoiilaquantitédcmouvementiVvientd'étreimpriiTiéeaucorpslf, 
corps  dont  les  molécules  ont^  d'ailleurs,  au  moment  du  choc,  les  vitesses 
dont  )'ai  donné  ci  •dessus  les  valeurSi  formules  (  i  ),  et  qu'on  doit  aussi 
regarder  comme  imprimées,  de  manière  qu'il  faut ,  pour  appliquer 
le  principe  général  du  mouvement ,  considérer  comme  forces  imprimées 
dans  des  sens  respectivement  parallèles  aux  x,}y,  et  %,,  celles  dont  les 
valeurs  suivent,  savoir: 

i<>.  Pour  ce  qui  concerne  la  quantité  de  mouvement  N, 
Na,Nbj  Ne  s 

1^  Pour  ce  qui  concerne  chaque  molécule  dM  du  corps  M 
(we  +  mSf — nj-f)dM;{vJ'-\-nx, — U,)dM;(vg-\-ly, — mx,)dM; 
et  poser  l'équation  d'équilibre  entre  ces  quantités  de  mouvement  et 
celles  qui  ont  lieu,  et  qui  sont  dues  aux  vitesses  dont  les  formules  (a) 
donnent  les  valeurs,  savoir 

(up+çs, — ry,)dMi  (u<r+rx, — pz,')dM\  {^ut-\-py, — qx,)dMi 
ces  dernières  étant  prises  avec  des  sens  d'action  contraires  &  ceux 
suivant  lesquels  elles  agissent. 

1233.  Le  corps  étant  libre ,  les  équations  cherchées  sont  au  nombre 
de  six, art.  842  et  suivants>et  ont,  |KPur  prototypes,  les  équations  (o) 
et  {b)  de  l'art,  346,  dans  lesquelles  Z(i'ccs.a)  représente 

N  a  +f  \[{ve  -^  mz,—nj,)—  {nç  ■{■  tfa,'~rj,)]dM\ 
ou,         Na+f\[oe-ue-\-{r»-9)^,Mr-n)jr,-\dM\ 
X{Pcos.G)  et  X\PeQS.y)  représentant  les  sommes  des  composantes, 
respectivement  parallèles  aux  j^,  et  aux  z,^  et  formées  de  la  même 
manière;  innsî  on  a, 

Na+J)  dM\ve—up-^{m—(j)z,  +  {r—n)y,'\\^o 
Nù-\-/\  dM[l^f~aa■i■  (n— /■)x,+(^— i>,]J=0 
Nc-^/\dM[çg-UTMi~;')xM9~^>,]\=o 

—A  ["«—«;> + («—?>.+('■— «)j'/}  «/^J*'  1  j 
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Ces  intégrales  doivent  ^tre  prises  dans  l'éttndue  entière  de  Ift  masse 
du  corps,  à  l'instant  où  le  choc  est  efTectué;  x,,y,  et  z,  sont  les 
variables^  N ,  v ,  Uj  f ,  ri,  ^  et  toutes  les  quantités  angulaires  doivent 
élre  regardées  comme  constfmtes.  Les  propriétés  du  centre  de  gravité 
donnent  lieu  à  quelques  réductions,  et,  de  plui,  la  figure,  la  grandeur 
et  l'état  jAjrsique  du  corps  étant  connus  on  peut  simplifier  considé- 
rablement l'analyse  en  prenant  pour  axe  des  x,,^,,  s,  les  aies  prin- 
cipaux qui  se  coupent  au  centre  de  gravité;  on  a,  soit  par  les  propriétés 
de  ce  centre,  soit  par  celles  des  axes  principaux, 

fx,dM-=^o;fjr^dM=o)/z,dM=o 
fx^fàM-=o\f3:,%,dM=o\fyfi^M.^o 
faisant,  ensuite,  comme  à  l'art.  ii54, 

JdMip,^  •^^,^)=CjfdM{x,*  +  >,^)  =  Bs  fdM{z* •¥J,*)=A 
les  -équations  (  i  )  deviennent ,  en  y  introduixant  ces  diverses  valeurs , 
et  faisant  attention  <\Me  fdM.= M 

Na  ■{■  M{ve—  uf>)  =  o 

Nt  +  M{vf~~  Bff)  =  o 

Ne  +  M {vg—  u  t)  =  o 

N(7ia^S6)  +  C(r—n)^o 

En  appliquant»  au  corps  il/'^  les  mêmes  raisonnement» qui  ont  conduit 
aux  équations  (  r)  et  (a),  on  parviendra  à  des  équations,  absolument 
de  même  forme,  entre  la  quantité  commune  N  et  les  quantités  corres- 
pondantes à  a,  hjC,  Vjf^f  etc.;  ainsi  il  suffira,  quant  à  ce  corps  iM'^ 
de  copier  tes  équations  précédentes  avec  k  seule  attention  d'indiquer 
que  les  lettres ,  autres  que  la  lettre  Nj  n'ont  pas  les  mêmes  valeurs 
numériques,  ce  qui  pourra  se  faire  en  accentuant  celles  qui  n'ont  pas 
d'accents,  et  en  supprimant  l'accent  de  celles  qui  en  ont;  ainsi  les  six 
iriconoues^j  q,  r^  uÇy  ua ,  ux,  relatives  au  mouvement  de  M, 
seront^  quand  il  s'agira  du  mouvement  de  M' ^  désignées  par  /?',  q',  X, 

On  peut,  d'après  cette  convention,  considérer  les  six  équations  (a) 
comme  en  représentant  douze;  mais  le  problème,  ayant  treize  in- 
connues, savoir. 

Pi  9j  *■/  p' >  f'*  ^ f  "Ç*  ««'j  "*■*  "'p'»  u't/,  uW ,  et-iV 


(»)■• 


On  aura  pour  le  corps  Jf  dea 
équations  abaolnmcttt  de  ménis 
forme  ,  aiwi  Iw  ùx  équationi 
ci-ft  cdté)  doivent  ^tre  conii- 
dérées  comme  ea  reprétentant 
douze. 
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on  a  bcscin*  d'une  treiz*ièine  équation  pour  calculer  Ici  valeurs  déter- 

minéei  de  toutes  ces  inconnues. 

Cette  treizième  équation  s'obtient^  en  constdénuit  que  la  vitesse 
relative  des  points  par  lesquels  M  et  M'  se  touchent ,  prises  dans  le 
sens  de  la  normale  commune  qui  passe  par  ces  points,  sont  nulles  au 
moment  où  le  choc  est  opéré;  je  suppose  que  les  formes  des  corps  et 
les  circonstances  du  choc  sont  telles  que  les  corps  se  touchent  au  même 
point,  pendant  la  durée  de  leur  compression,  durée  qui  est,  d'ailleurs, 
censée  infiniment  petite,  et  j'observe  qu'à  l'instant  où  cette  compression 
cesse,  c'est<&-dire,  où  le  choc  est  opéré  à  la  manière  des  corps  durs, 
les  composantes,  parallèles  aux  ic,,jy,,  »,,  de  la  vitesse  du  point  de 
contact,  pris  sur  la  surface  du  corps  Jif,  sont,  resprctivemeott 

"e+VC—f'ni  ua-\-r^—pi^;  ut+pn—f^î 
expressions  qu'on  obtient  en  substituant  dans  les  formules  (2)  de  l'ar- 
ficlè  précédent ,  à  ta  place  des  coordonnées  ^^  •  J^/  >  */  ^'**"  point 
quelcmque,  les  coordonnées  particulières  f,  ïj.f  du  point  de  contact. 
Ces  compo&anies  font,  avec  la  direction  de  Nj  des  angles  respectifs* 
dont  les  cosinus  sont  a^  b ,  c ,  donc  la  vitesse,  dans  le  sens  de  la 
direction  N,  du  point  de  la  surface  du  corjM  M  où  le  contact  a  lieu 
&  l'instant  du  choc,  a  pour  valeur 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

u{ae-\-ba-\-cT)-\-p{en-bO  +  '}{ai:-c^)-irr{bÇ~an) 
on  aura  une  expression  absoluinent  semblable  pour  la  vitesse,  dans' la 
direction  de  iV,  du  point  de  la  surface  du  corps  M' j  où  te  contact  a 
lieu,  vitesse  dont  la  valeur  sera ,  par  conséquent,  en  désignant,  ainsi 
qu'on  en  est  convenu,  par  des  lettres  accentuées,  les  quantités  relatives 
k  ce  second  corps,  dont  les  correspondantes,  dans  le  corps  Mj  sont 
représenlées  par  les  mêmes  lettres  sans  accent, 

»'(ay+*v+»v)+/(<:'.,'-*'f)+7'(»r-^r)+''(*'r— »'«o 

F  et  V  désignant,  respectivement ,  la  i'«  et  la  a"  des  deux  valeurs 
précédentes,  on  exprimera  que  la  vitesse  relative  des  points  de  contact 
esi  nulle,  en  posant  l'équation  f'^  —  F'  ou  F-^-V  =  0,  ce  qui  donne 
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•vec  cette ,  éqUûtioD  et  fes  douxe  préoédentec, , Représentées  par  {2), 
on  pourra  calculer  -  chacune  des  treize  inconnues, 

Pt  Q*  '■»  p' t  9' r  ^ t  "i**  ""1  "*"»  ^'f't'i  li'<^ j  «'^  et  ^^ 
qui  ne  sont  qu'au  premier  dpgré  dans  ces  diverses  équations.  Quand 
on  aura  calculé  les  inconnues  u^^  ua,  ut,  en  faisant 

et  observant  que  f)»-J-ï7»-l-T*^i  ;  on  aura  ks=  J/Çj  et  les  valeurs 

particulières  de  p,  ff  et  r  se  trouveront  égales  aux  quantités  connues 

lifi  ua  UT 

Pareillement  l'expression  }/  p*'\-q*-\-r*  donnera  la  vitesse  angulaire 

après  le  choc,  et  en  représentant  cette  expression  par  TVj  ^,  •^,  — ^, 

seront,  respectivement,  les  cosinus  des  angles  formés  par  l'axe  iostan» 
tané  de  rotation  et  par  les  x,,y,  et  z,. 

Les  mêmes  observations  s'appliquent  aux  quantités  u'^',  "'o^,  u'r', 
p' t  q' ,  /;  ainsi  on  aura,  pour  chacun  des  deux  corps,  les  valeurs  sé- 
parées de  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  des  angles  que  la  direction 
de  cette  vitesse  et  celle  de  l'axe  instantané  de  rotation  font  avec  les 
x,,jy,,  s,,  et  enfin  de  la  vitesse  angulaire  autouf  de  cet  axe. 

1234.  Le  cas  de  l'élasticité  se  déduit  aisément  de  ce  qui  précède; 
les  phénomènes,  dus  &  cette  propriété  des  corps,  ont  lieu  immédiatement 
jiprès  l'instant  où  le  choc  s'est  opéré  h  la  manière  des  corps  durs,  et 
je  suppose  que  les  changements  dans  l'état  de  mouvement  de  M  et  M^, 
depuis  le  moment  où  ils  sont  en  contact  jusqu'à  celui  où  l'élasticité  a 
complètement  produit  son  eflet,  se  font  pendant  un  temps  qu'on  peut  re- 
garder comme  infiniment  petit.  D'après  ceU, l'élasticité  de  ^et  Jlf 
étant  h.  l'élasticité  parfaite  dans  le  rapport  de  n  k  i ,  lorsqu'en  vertu 
de  la  percussion  normale  Nj  qui  s'est  exercée  au  point  de  contact,  les 
éléments  de  surface  de  Jtï  et,  Ji',  qui  se  touchent  à  ce  poiriti  ayant 
acquis  des  vitesses  égales,  n'exerceront  plus  d'action  l'un  sur  l'autre, 
l'efTet  de  l'élasticité  sera  ,  conformément  aux  explications  détaillées 
que  j'ai  données  sur  cette  matière,  de  reproduire  sur  chaque  corps,  à 
leurs  points  de  contact^  une  action  normale  n  TV  dirigée  du  dehors  au 
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dedam.  Aiwi  nN  ^oit  dtpe  eombiliée  avec  tes  quantité  d^pendantM 
du  mouvement  de  Jif,  après  te  chec  &  U  manière  des  coq»  dura, 
comme  N  a  été  combinéa  avec  les  quantités  relatives  à  son  mouvement 
avant  le  choc;  des  considérations  absolument  semblables,  s'appliquent 
au  corps  JH'.      ' 

Soient,  après  que  IVtasticfté  a  prodsit  *>■  entier  effet,  w  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  de  JH;  Rj  S j  T^  respectivement,  les  codnus 
des  angles  formes  par  la  direction  de  fv  et  p^r  les  x,,y,,  s,;  J2  la 
vitesse  angulaire,  À,  fi,  v,  les  produits  de  J2  par  les  cosinus  respectif 
des  angles  désignés  par/>'A^  k,  que  le  nouvel  aie  instantané  de  ro- 
tation fait  avec  les  stSf^y,  et  %,i,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  les 
quantités  w ,  R,  S  j  Tj  À,  /t,  v,  seront  substituées ,  dans  les  équa* 
tions  (3)  de  l'article  précédent,  aux  quantités  u,  p,a,  T,pj  q ,  r, 
et  ces  dernière»  y  remplaceront  v ^  e^J,  g,  l,  m,  nj  les  termes  qui 
contiennent  iV^  subiront  d'autre  changement  que  celui  d'être  mul- 
tipliés par  nj  on  aura  ainsi, 

Nnl^  +  M(u0—wS)=o 

Nnc  +  M{uT—wT)=so 
^■«(»7<2— f  A)  +  ^(y— r)=io 

On  pçvt  introduire ,  dans  ces  équations ,  les  quantités  initiales 
*'j  ^rjj  S_)  ^>  "*■>  "  3"  1'*^  ^^  «j  9i  ^i  *■»  P î  9>  *">  *"  ajoutant, 
it  chacune,  4a  correspondante,  prise  dans  les  équations  (»)  de  l'article 
précédent,  et.  on  aura 

On  aura,  pour  le  corpi  Jlf,  dei 


(1).. 


w- 


{rt-\-T,)Ne^M{vg~wT)=o 


A<]uatîoB*abiiolumentdeinCmefor< 
medaos  ktqualles  toutei  lealettrei, 

exoepté^et  n,  devront  élre  accen- 
tuée*, pour  indiquer  que  leaqnanti- 
téi  aiii^ellet  eflu  correipondent 
■ppirticnnentàcecorpi  Jlf' jaintï 
les  tix  équations  ci-à  cdté  doivent 
être  considérée!  comme  en  repré- 
sentant  douze. 


Au  moyen  des  treize  équations  de  l'article  précédent  (on  a  vu  que 
les  six  équations  (2)  en  représentent  douze)  on  arrivera  à  une  équation 
qui  ne  renfermera  d'autre  inconnue  que  N^  dont  on  substituera  la 
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valeur  dans  les  équations  précédent»,  qui  ne  tootiendront,  alors,  que 
les  douze  inconnues  tviîj  w-S,  wT,  ?.,fi,vi  v^ R' ,  w'S'fU/l^j 
^  1^' »  ^ i  ces  douze  inconnues  étant  cfticuléeis,  on  aura  les  vadieurs  sé- 
parées de  -Wj  R,  S,  T,  I^tj,  hf  h^  et  de  leurs  correspondantes 
accentuée»,  par  le  procédé  expliqué  à  la  fui  de  l'article  précédent;  on 
obtiendra  donc>  dans  te  eu  de  l'élasticité  d'un  degré  quelconque,  comme 
dans  celui  de  la  dureté  paifaite.les  vitesses  des  centres  de  gravité,  les 
directions  de  ces  vitesses  j  les  positions  des  lixes  instantanés  de  rotation 
et  les  vitesses  angulaires  autour  de  ces  axes. 

ia35.  Les  cas  particuliers  qu'où  aura  à  traiter  fourniront  ordinai- 
nairement  quelques  moyens  de  s)m|llirication,  mais  voici,  à  cet  égard, 
des  considérations  générales  que  je  ne  dois  pas  omettre.  Menoiis,  par 
le  point  de  contact,  deux  axes^  perpendiculaires  entre  eux,  tracés  sur 
le  plan,  tangent  aux  deux  corps,  qui  passe  par  ce  points  et  décom- 
posons chacune  des  vitesses  initiales  f  et  «^,  en  trois  autres,  dont  deux 
soient  parallèles  aux  axes  dont  )e  viens  de  parler,  et  la  troisième, 
perpendiculaire  au  plan  qui  renfenne  ces  axes;  désignons  ces  compo^ 
santés,  par  ^,  ^,  a»,  pour  le  corps  M ,  ^r  ^ ,  yf-' ,  e/ ^  pour  le 
corps  M' ;  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  du  système  des  deux  corps, 
sera^  art.  11 14,  et  suivants,  tant  avant  qu'après  le  choc,  égale  k 

<■)•■•  jKpS'  '  (■«■;c+-M'y)M-(-M'^+-M'«t')'+(J»'»+-M'»')*  !' 

et  on  aura  les' eipressions  suivantes  des  cosinus  des  angles  formés  par 
la  direction  de  son  mouvement  et  par  les  axes  auxquels  ^,  ^,  et  a- 
sont  parallèles. 

Mx,~\--^^      Myl^+M^'       Mat-if  M  a,' 

'*^ M-\-M      '      M-^M'      '      M-\-M     ■ 

J'ûbserve  maintenant  que  l'invariabilité  des  valeurs  (i  )  et  (p)  doit  aussi 
exister,  en  particulier,  pour  chacune  des  quantités  de  mouvement  M^, 
Jf^jjWp^'^JW^f,  puisque  ces  quantités  de  mouvement  ont  lieu  dans 
des  plans  perpendiculaires  aux  directions  tant  de  la  percussion  JV,  que 
des  réactions  niV>  cette  percussion  et  ces  réactions  n'ont  donc  d'effet 
que  sur  les  quantités  de  mouvement  3f(9,  M'a'  perpendiculaires  ab 
plan  tangent,  et  cet  effet  consiste  à  diminuer  Tune  de  la  même  quan> 
tité  dont  l'autre  est  augmentée,  condition  nécessaire  pour  que  le  centre 
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tir  gravité  du  système  des  deux  corps  conserve  sa  vîtese  et  la  direction 

de  son  mouvement.       - 

Ilsuit,<lelà,  i'^.  que  si,  par  la  direction  de  ta  vitesse  initiales  du  centre 
de  gravité  du  corps  ^,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  au  plan  tangent, 
«  et  tv  auront  leurs  directions  dans  ce  même  plan  ;  et  ce  que  je  viens  de 
dire,  de  la  vitesse  v  de  M,  est  applicable  à  la  vitesse  initiale  /  de  iK^. 
20.  Qu'il  faudra  se  borner,  dans  \ts  questions  particulières  qu'on  aura  à 
résoudre,  à  calculer  la  composante  de  la  vitesse  de  chaque  centre  de 
gravité,  jM^rpendiculaire  au  plan  tangent,  laquelle  se  combinera  en- 
suite ,  avec  la  composante  invariable,  parallèle  &  ce  plan,  pour  donner 
la  vitesse  absolue  dans  l'espace.  J'ajouterai  que  lorsqu'on  aura-fait  ce 
calcul  pour  l'un  des  corps ,  on  aura ,  aisément ,  le  r^ultat  relatif  à  l'autre 
corps,  car  en  nommant  a>,  et  '0/  cç  que  fo  et  ea'  deviennent,  respec- 
tivement, après  lechoc,  on  a  M.ea-\-M  eaf  ^ssM.fOf\-M,iol  et  qu'ainsi 
ime  des  inconnues  o,  et  »/  étant  déterminée,  l'autre  s'en  déduit  im- 
médiatement. ■ 

Mouvement  d'un  fil  éUstiqae  daii*  le  aeni  de  sa  longueur  et  retenu  pat  deoi 
point!  fiies. 

1236.  Les  exemples  que  j'ai  donnés,  jusqu'à  présent,  de  l'analyse  du 
mouvement  d'un  système  de  forme  variable,  supposent  tous  que  les 
divers  points  de  ce  système  se  meuvent  dans  des  espaces  de  grandeurs 
finies  ;  mais  il  est  une  classe  de  problèmes  ,  également  curieux  et  im- 
portants, dans  lesquels  on  considère  les  limites  de  ces  espaces  comme 
infini  ment  rapprochées ,  le  mouvement  de  chacun  des  points  du  systènte 
se  réduisant  à  des  oscillations  dont  la  loi  dépend  et  de  la  coDStilutioa 
de  ce  système  et  de  l'action  des  forces  qui  agissent  sur  lui.  J'ai  voulu, 
avant  de  terminer  les  applications  des  principes  élémentaires,  faire 
connaître  aux  élèves  la  solution  d'un  de  ces  problèmes,  et  celui  que 
l'ai  choisi  est  célèbre  tant  dans  l'histoire  de  l'analyse  mathématique 
que  dans  celle  de  la  mécanique;  il  conduit  à  une  équation  aux  difTéS 
rences  partielles,  du  deuxième  ordre,  la  première  de  cet  ordre  qui  ait 
été  intégrée  (*).  Voici  l'état  de  la  question. 

(  *  ]  Cette  intégrale  est  due  à  Dalcmbert ,  ijui  l'a  publiée ,  pour  la  première 
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Une  corde,  ou  un  fîl  tendu,  considérée  comme  une  ligne  droite  ma- 
térielie,  a  ses  points  extrêmes  immobiles  ;  cette  corde  ,  ou  ce  (il ,  ex- 
tensible et  élastique,  dans  le  sens  de  sa  longueur,  mais,  d'ailleurs  par- 
faitement flexible  résiste ,  en  vertu  de  son  élasticité ,  aux  Forces  qui 
tendent  k.  le  courber.  La  tension  k  laquelle  cette  résistance  est  due 
peut  être  obtenue  par  divers  procédés;  on  sait  que  l'usage  ordinaire, 
pour  les  instruments  de  musique ,  est  d'employer  des  chevilles  un  peu 
coniques,  qui  entrent,  à  frottement,  dans  des  trous  de  même  for- 
me, et  autour  desquelles,  les  cordes  sont  enroulées,  par  un  de  leurs 
bouts ,  l'autre  bout  tenant  à  un  point  fixe  ;  les  chevillés ,  plus  ou  moins 
tournées,  donnent  aux  cordes  différents,  degrés  de  tension.  Mais  ce 
moyen,  ou  tout  autre  dont  on  voudrait  se  servir,  équîvaitt  toujours  k 
l'effet  d'un  poids,  suspendu  à  chaque  corde,  en  substituant,  k  l'arrêt, 
qui  tient ,  un  de  ses  points ,  fixe ,  une  poulie,  infiniment  petite ,  sur  la  '' 
quelle  ce  point  serait  soutenu,  et  donnant,  sî  on  veut,  des  positions 
horizontales,  à  l'axe  de  la  poulie,  et  à  la  partie  de  la  corde  comprise 
entre  cette  poulie  et  celui  de  ses  points  qui  demeure  fixe. 

Ce  fil  a  pris,  à  un  instant,  et  par  des  causes  quelconques,  une 
certaine  forme,  et  en  vertu  tant  des  vitesses  dont  ses  différents  points 


foi> ,  daot  le  volume  de  1747 ,  dea  MémoirM  de  l'acadétoie  de  Berlin ,  et  qui 
aintégréd'autret  équaliont  en  diSërencet  partiellet,  dam  ie>  écrits  sur  la  cauae 
dea  vents  et  sur  la  réiittance  des  fluide*.  Il  a,  ainsi,  la  priorité  quant  i  ce  qui 
concerne  les  applications  de  ce  genre  d'^uatïons  aux  science*  pbyslco-matbé* 
matiquei,  mais  la  gloire  de  l'invenlion  du  calcul  intégral  aux  difiërences  par- 
tielles appartient  1  Léonard  Euler  ;  ce  grand  géomètre  avait  intégré  en  lyS^ 

l'équation  du  premier  ordre  de  la  forme  I  --t"   )^^*y^C)')'t"(  "j"  l^(*/yj* 

{/  et  ^  )  étant  des  signes  de  fonctions  ;  y  représente  un  paramètre ,  constant 
pour  une  courbe  déterminée,  et  variable  d'une  coarbe  k  l'antre,  ;c  et  ^  étant 
les  coordonnés  rectangulaires.  (  Voyes  son  mémoire  ,  qui  a  pour  titre  ,  Meifwdaa 
ifiveniendi  eifuationes  pro  infinitis  curvU  ejusdetn  generisMênioitet  de  l'académie 
de  Péteribourg,  année  1784  et  1735].  Il  a  ensuite  traité  fort  en  détail  la  théorie 
des  équations  aux  difierencea  partielles,  dans  le  troisième  volume  de  son  calcuf 
intégral,  qui  est  le  premier  ouvrage  où  ce  calcul  loit  prétienté  de  manière  \ 
pouvoir  éb-e  clatté  parmi  les  méthodes  analytiques. 

I  60' 
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sont  animes  que  de  sa  force  élastique,  cette  forme  doit  changer  dans 
les  instants  suivants.  Il  s'agit  de  trouver  la  lui  de  son  mouvement,  en 
supposant  que  \ts  plus  grands  écarts  de  ses  points,  par  rapport  à  l'axe 
recliligne,  mené  d'un  des  points  fixes  à  l'autre,  sont  extrêmement  ou 
infiniment  petits. 

1^37.  Prenant  un  de  ces  points  fixes,  pour  origine  des  coordonnées 
rectangulaires  de  la  courbe,  qui  est  supposée  plane,  et  comptant  les  a; 
sur  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  fixes ,  je  conçois  une  in  - 
finité  d'ordonnées^^  élevées  entre  ces  deux  points  fixes  dont  chacune 
correspond,  sur  la  courbe,  à  un  point  matériel  qu'on  peut  supposer 
être  un  des  éléments  désignés  par  dmj  de  la  masse  du  fil,  lié,  à  l'élé- 
ment suivant,  par  une  portion  élémentaire  ds  de  la  longueur  du  fil, 
cet, élément  dsj  de  la  masse  duquel  on  peut,  dès-lors,  faire  abstrac- 
tion, tendant  k  rapprocher,  en  vertu  de  son  élasticité,  les  deux  points 
matériels  qui  sont  k  ses  extrémités. 

La  constitution  du  système  étant  ainsi  établie,  je  considère  parti- 
culièrement deux  des  éléments  consécutifs  de  la  courbe,  qui,  en  vertu 
de  leur  élasticité,  tirent  en  sens  contraire, suivant  la  longueur  de  la 
courbe,  l'élément  de  masse  v/m  posé  entre  eux,  et  dont  les  coordonnées 
sont  X  etjy.  J'appelle  4p  et  <p  +  d>p  les  angles,  respectifs,  formés  par  ces 
éléments  de  courbe  et  par  l'axe  des  t,  et  désignant  par  r,  la  tension 
du  fil,  laquelle,  vu  l'hypothèse  des  vibrations  infiniment  petites,  peut 
être  censée  constante  dans  l'étendue  entière  de  ta  courbe,  et  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  j'ai  les  forces  suivantes  données  par  cette 
tension  et  agissant  sur  l'élément  de  masse  dm,  savoir; 

.    paralIBcmenti  l-axel'|«^----''."-*'"'->^''=-(*+''*) 
(des^ Tsin.  ^,  et  rsin.  (^-\-dip) 

les  forces,  qui  composent  chacune  de  ces  couples,  agissent  dans  des  sens 
directement  opposés,  et  comme  l'hypothèse  des  oscillation»  infiniment 
petites  permet  de  confondre  l'arc  ^  avec  aoti  sinus  ou  sa  tangente,  on 
a  i°.cos.(<p'J['d^)Jkcos.^^  1;  ao.rsin. ((&-(-</#)  —  rsin.^  =  Td4>; 
la  résultante  de  la  première  couple  est  égale  à  zéro  ;  la  résultante  de  la 
seconde  est  égale  h  rd^. 

Les  effets  dynamiques,  produits  sur  l'élément  de  masse  dm,  étant, 
ainsi ,  réduits  à  ceux  de  l'élasticité  des  éléments  de  courbe  qui  lui  sont 


y  Google 


SECTIOMQUATRlfeME.  4y5 

aontigus,  on  peut  poser  l'équation  de  son  mouvement  comme  s'il  était 
libre;  mais  avant  de  lui  appliquer  le  principe  généra  ,  il  faut  faire 
attention  que,  d'après  les  conditions  qu'on  s'est  imposées  sur  Tétendue 
des  oscillations  et  d'après  la  petitesse  de  l'angle  </>  qui  en  résulte,  la 
longueur  d'un  arc  quelconque  de  la  «ourbe  ne  dlfïère  de  celle  de  la 
portion  de  l'axe  des  abcisses,  k  laquelle  elle  correspond ,  que  d'une  quan- 
tité négligeable  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre  longueur ,  et  il  suit  de  là 
que  le  mouvement  de  l'élément  de  masse  eim  a  continuellement  lieu,soït 
dans  un  sens  soit  dans  l'autre,  suivant  une  même  perpendiculaire  k  l'axe 
des X,  sur  laquelle  se  trouvé  la  coordonnée  jj'  de  cet  élément  de  masse. 
Ces  préliminaires  posés,  la  force  motrice  imprimée,  et  celle  qui  a 

lieu,  sont,  respectivement,  rd^  et  |  -j-^  }  dm^  dt  étant  constant; 
ces  deux  for<%s  motrices  ont  leurs  directions  sur  une  même  ligne  droite, 
et  comme  taog.^=:^  =  ~,  d'où  ^^=1 -j-=2:  1  dx  ^  {^dx  est  sup- 
posée coostanle)  l'expression  de  la  première  se  change  en  Ti^icl  -r-^  J. 

Cette  dernière  force  est  accélératrice  ou  retardatrice  dans  différentes 
circonstances  qui  dépendent  et  du  sens  du  mouvement  de  l'élément  de 
masse  dm ,  et  de  la  position  du  centre  de  courbure  de  l'élément  de 
courbe  sur  lequel  dm  est  posé,  centre  qui  peut  être' ou  du  côté  de  l'axe 
des  ^,.ou  du  côté  opposé,  par  rapport  à  la  courbe;  établissant  les 
signes  des  quantités,  dans  chaque  cas,  relativement  à  ces  circonstances 
et  à  la  condition  de  prendre  positivement  les  vitesses  qui  tendent  à 
augmenter  les^  positives,  on  a,  d'après  le  principe  général,  entre  la 
force  motrice  imprimée  et  celle  qui  a  lieu  la  relation  d'égalité 

rdx  \     ;  ^   1  =  1  — r^  I  dm,  d'oîi 
\dx^  )      \  di^  )        * 

,   V  rdx    (  ddj\_(  ddy\ 

^^ dm  '\d.T'  J      \  dl^  J 

Cette  équation  est  applicable  k  toutes  les  hypothèses  qu'on  peut  faire 
sur  les  variations  des  masses  dm;  d'un  point  à  l'autre  de  la  courbe;  si 
on  suppose  que  la  somme  des  niasses  élémentaires  dm,  étendues  sur 
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une  certaine  longueur  de  courbe,  est  proportionnelle  à  cette  longueur, 
qui,  d'après  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus,  est  celle  de  la  partie  correspon- 
dante de  l'axe  des  x ,  ces  niasses  étant,  de  plus,  égales  en  volume, 
on  aura  le  cas  du  fil  homogène  et  uniformém^it  gros  ;  désignant , 
dans  ce  cas,  par  p  la  masse  totale  du  fil  ou  de  la  corde  entre  ses  points 
fiies,  et  par  a  sa  longueur,  entre  les  mêmes  points,  la  proportion 

a:p  ::  dx  :  dm  donnera  dm  =  '- — ,  et  l'équation  (  i  )  deviendra 
a 

w ^•(^^)=(^) 

1238.  Il  me  reste  à  rapporter  à  des  notions  précises  la  mesure  de 
la  tension  x ;  cette  tension  se  trouvant  obtenue  par  un  moyen  quel- 
conque ,  et  maintenue  dans  un  é'at  déterminé  et  constant,  son  eflet  est, 
lorsque  la  corde  reçoit  un  ébranlement,  après  lequel  elle  est  aban< 
donnée  à  elle-même,  de  faire  faire,  à  cette  corde,  pendant  la  première 
unité  de  tempsqui  suit  son  ébranlement,  un  certain  nombre  de  vibrations; 
or  supposons  qu'au  moyen  quelconque  de  tension  on  ait  substitué  , 
de  la  manière  indiquée  à  l'art.  is36,  le  poids  d'un  corps,  dont  la  masse 
serait  égale  à  P^  de  quantité  telle  qu'il  fasse  faire,  à  la  corde,  le 
même  nombre  d'oscillations  dans  les  mêmes  circonstances,  te  poids  sera 
évidemment  la  mesure  de  la  tension.  Lorsiu'îl  s'agit  des  cordes  d'ins- 
truments de  musique,  l'identité  des  nombres  d'oscillations  se  reconnaît 
par  l'identité  des  sons ,  et  on  verra  bientôt  que  l'isochronisme  des 
oscillations  dispense  de  se  réduire  à  ne  considérer  que  celles  qui  ont 
lieu  pendant  la  première  unité  de  temps  du  mouvement. 

La  tension  réquivalant,  ainsi ,  au  poids  d'un  corps  dont  la  masse=/', 
représente  une  force  qui ,  dans  le  premier  instant^  de  son  action ,  engen- 
drerait une  quantité  de  mouvement  élémentaire  Pgdt  (je  continue  à 
désigner,  par  gj  la  force  accélératrice  due  à  la  pesanteur  terrestre); 
on  a  donc  Tdl  =  Pgdt  ou  T=Pg  et  l'équation  (2)  de  l'article  pré- 
cédent devient  a  g   —  I  —:■■■    |  =  (      ,'^-  )  ,  ou  en  faisant ,  pour 

p 

abréger  a  g . =  i» 

w -m<^) 
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.      P 

les  masses  P  eip  étant  proportionnelles  k  leurs  poids,  •^—exprime  le 

rapport  entre  le  poids  capable  d'opérer  la  tension  actuelle  de  la  corde, 
et  le  poids  de  cette  corde. 

laSç.Lesélèvesferontattentionquelecoefficientdifférentiell  —~^  I 

se  rapporte  exclusivement  aux  espaces  parcourus ,  par  un  même  point  de 
la  courbe,  sur  la  perpendiculaire  à  l*axe  des  ai  qui  passe  par  ce  point, 
c'est-à-dire,  aux  variations  de  longueurs  de  j'  correspondantes  aux  va- 
leurs/^ t  +  dt,t+  a<//jdu  temps,  pour  une  même  valeur  de  x_,etque 

le  coefficient  différentiel  I  ■  "-^  1  se  rapporte  aux  variations  de  lon- 
gueurs des  coordonnées^^  correspondantes  aux  abcisses  se,  a:-\-dx, 
x-\-3.dx,  pour  une  même  valeur  de  tj  ainsi  l'équations  (a) 
est  aux  différences  partielles  du  deuxième  ordre,  et  je  vais  intégrer 
cette  équation  en  n'employant  que  des  considérations  familières  &  tous 
ceux  qui  connaissent  les  simples  éléments  du  calcul  différentiel  et  in- 
tégral. 

D'après  le  mode  de  variation  àe  y,  fixé  par  l'état  de  la  question, 
on  doit  avoir jr  =^Jbnciion  {-t^  /)  et,  par  conséquent, 

(i) dj=^pdx-\-qdt 

p  ci  <i  étant  des  fonctions  de  x  et  /.  Soient 

(•l\  [dp^rdx-irsdt 

^    '' \dq=r'dx+i'dt 

r,s,  /  et  J^  étant  aussi  des  fonctions  de  x  et  ^,  on  aura,  par  le  théorème 

connu,  r'  =  s,  d'où  dq=sdx-\-^ dtj  le  coefficient  j' =  j  — ^  j 
^  I  '      -  |,  et  la  deuxième  équation  (a)  se  change  en 

l'équation  {a),  de  l'article  précédent,' donne,  en  observant  que 


-m- 


\dx*  J  ' 
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et  Irs  deux  équations  (2)  deviennent 
,    •.  J  dp  =  rdx  ■\-sdt 

\dq=^sdx-^b*rdt 
J'ajoute  la  première  de  ces  équations  à  ladeuxième,  et  je  l'en  retranche, 
successivement,  après  l'avoir  multipliée  par  Aj  ce  qui  me  donne 
,rs  j  dç  +èdp  =  {Br+s)  {bdt-\-dx) 

^   ■' \dq  —  bdp  =  \br—s){bdt~dx) 

Les  difTérénlielles  dp  et  dq  étant,  équations  (  i  )  et  (  i  ) ,  des  dlfK- 
rentielle  exactes,  les  deuxièmes  membres  de  ers  équations  (5)  doi- 
vent être  aussi  des  différentielles  exactes,  et,  par  conséquent,  on  a, 
T*  et  3  étant  des  signes  de  fonction, 

br'\-s  =  r{bt-\-x) 

br-~s  =  &{bi—x) 

Les  équations  (5)  deviennent ,  en  y  Substituant  ces  valeurs  et  intégrant 

(6)       /  9+^;'=/t  (èdl-[-iix)r(bt+x)  I  =^P  (bi+x) 

"•   ^"'\ç-~bp=/\(bdi-dx)Z(bt~x)\=x{6t-x) 

1^  et  ;ç  étant  des  signes  de  fonctions. 

Les  valeurs  séparées  de  p  et  ^ ^  déduites  de  ces  équations,  sont 


01 


(7)---- 


7=-^l\f(*'+^)+;c(*'-^)i 

et  ces  valeurs,  introduites  dans  l'équation  (i),  la  changent  en 

équation  séparée,  de  laquelle  on  déduit,  par  l'intégration, 

y  et  tétant  des  signes  de  fonctions. 

1240.  On  peut  s'assurer,  par  la  diflïrenliation,  que  cette  équation 
satisfait  k  l'équation  (a)  de  l'article  1288;  dïlTérentiant,  d'abord,  par 
rapport  à  o^^  on  a 
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ensuite  la  difl^rentiatîon ,  par  rapport  à  tj  donne 

(4^)=-^  l/'(*'+«)+*"(*'-x)  I 

f-t  comparant  ensemble  les  valeurs  de  j  ^-^  )  ^  (  ~/      1  on  a 

qui  est  la  proposée.  On  serait  parvenu  au  même  résultat  en  supprimant 

le  facteur  — r-  de  l'équation  (ff),  et  on  satisferait  encore  à  la  proposée 

en  substituant  i^(x  —  6f)  k  F{ht — x),  ainsi  l'une  quelconque  des 
deux  é(]ualions 

m       {j=f{i'-\-=')  +  F(b,~=.) 

est  tout  aussi  bien  l'intt^grale  de  la  proposée  que  l'équation  (iT),  et, 
en  général ,  toute  ^uation  finie ,  qui ,  satisfaisant  k  une  équation  en 
différences  partielles  de  l'ordre  n,  renferme  un  nombre  n  de  fonctions 
arbitraires ,  dol  t  être  regardée  comme  l'intégrale  complète  de  cette  équa- 
■  lion  en  différences  partielles.  L'analyse  de  l'article  précédent  auraif  con- 
duit à  la  2».  des  équations  (^),  sî,  pour  avoir  la  s*),  équation  (5)  de  cet 
article,  on  eut  retranché  la  a".  (4)  de  la  1".  (4),  celle-ci  étant  mul- 
tipliée par  ^j  au  lieu  de  faire  l'opération  inverse. 

Propriétéi  et  consiniction  de  l'équation  qui  donne  le  mourement  de  la 
corde  vibrante. 

i2r4i.L'analyse,  exposée  dans  le  chapitre  précédent,  nous  a  conduits 
à  l'équation  {-'jii     ^ ,.  ^ 
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dans  laquelle  a;  tX y  sont  les  coordonnées  de  la  courbe  qui  renferme, 
au  bout  du  temps  tj  tous  les  points  du  fil  mis  en  oscillation,  ou  de 
la  corde  vibrante,  coordonnées  dont  l'origine  est  à  un  des  deux  points 
fixes  du  fil  ou  de  la  corde;  la  constante  b  représentant  l'expression 


,  dans  laquelle  P  est  un  poids  qui  représente  et  mesure  la 


tension,  p  le  poids  et  a  la  longueur  de  la  corde  entre  ses  points  fixes. 

J'observe,  d'abord,  que  les  points  de  la  corde  placés  à  l'origine  de  a^ 

qui  est  l'origine  des  x ,y  /çx  à  l'extrémité  de  a,  étant  immobiles,  on 

doit  avoir,  pour  une  valeur  quelconque  de  t^  les  valeurs  simultanées 

xz=ojjr—o 

Lesquelles  substituées  dans  l'équation  précédente,  donnent 
■       ,,^  {f(bt)=-F{h,) 

^   ' t>(*/+a)  =  -F(4i-«) 

soit  ht — a  =  ^,  on  aura 

/(i.+«)=/(f+î»),  F(it-a)  =  F(,S). 
d'oîj,  »'.  équation  (a), 

mais  la  première  équation  (a)  nous  apprend  que,les  symboles  de  fonction 
J'et  1^  peuvent  être  remplacés  l'un  par  l'autre,  en  changeant  simpe- 
ment  le  signe  extérieur  qui  affecte'  toute  la  fonction,  donc 

chanjgeapt  dans  les  deux  membresyeo  i^et,  par  I  /o\ 

conséquent  +  en  —  on  a  f 

en  considérant  2a  comme  une  différence  finie  de  f ,  c'est-à-dire,  en 
faisant  ^f^2a,  on  aura 

et  les  équations  (3)  équivalent  aux  suivantes 

Nous  découvrons,  par  ces  équations, une  propriété  très-importante, 
des  fonctionsyet  Fj  prenant  ^j  pour  abcisse  d'une  courbe  qui  aurait. 
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pour  ordonnées^  soity(^)  soit  F  (^),  et  ayant  construit  un  arc  de 
cette  courbe  correspondant  à  une  longueur  2  /z  de  l'axe  des  abcisses, 
le  surplus  de  la  courbe  se  composera  d'arcs  semblables  et  égaux  à  ' 
celui-là,  mis  à  la  suite  les  uns  des  autres;  je  Vais  appliquer  celle  pro- 
priété à  la  construction  de  l'équation  (  i  )  établie  d'aprts  les  données 
du  problème. 

1242.  Il  s'agit  de  trouver,  pour  une  valeur  déterminée  de  x^  les 
râleurs  de  la  coordonnée  j',  déduites  de  l'équation 

j=J(b,  +  x)  +  F{bt-x) (0 

et  correspondantes  aux  dilTérentes- valeurs  de  t^  ou,  réciproquement, 
pour  une  valeur  déterminée  de  1.^  les  coordonnées  des  dilTérents  points 
de  Ja  courbe  suivant  lesquelles  la  corde  est  pliée  à  l'instant  qui  ter  - 
mine  le  temps  donné  /. 

Je  suppose,  d'abord,  pour  plus  de  généralité,  qu'à  l'instant  où  le. 
temps  t  commence,  les  différents  points  de  la  corde  ont  des  vitesses 
finies  et  connues,  lesquelles  avec  ia  figure  de  cette  corde,  au  même  ins- 
tant, constituent  les  données  initiales  du  problême. 

Or,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  la  vitesse  du  point  dont 
les  coordonnées  sont  x  çt  j  a ,  pour  valeur ,  d'après  l'équation  (  i  )  de 
l'article  précédent, 

b\f'  {bt-^x)  +  F'{bt—x)  \ 

et  désignant,  par  Uj  la  vitesse  dont  le  point,  correspondant  à  l'abcisse  Xj 
est  animé  à  l'instant  où  t=o,  on  a, 

équation  qui,  multipliée  par  dx  et  intégrée,  donne 

l'équation  (t)  donne,  à  ce  même  instant  où  1=^0, 

r=f{x)  +  F(~'X)    }  Festlaraleur  de^lorsqueï  =  o^ 

OU,  comme  on  peut,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci -dessus,  substitueryâi^ 
en  changeant  le  signe  extérieur  de  lafonction, 

f-=/(x)-/(-x) 

en  déduit  de  ces  équations 

I  61 
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Ce  sont  ces  équations  que  je  vais  employer  pour  donner  une  construc- 
tion fort  simple  de  l'équation  (  i  )  de  l'article  précédent,  laquelle  par  le 
chi.ngement  de  F enfj  sous  la  condition  sus^noncée,  peut  s'écrire  ainsi , 

et  comme  on  a ,  ainsi  qu'on  le  verra  bientôt ,  pour  les  valeurs  des  lignes 
à  construire,  des  expressions  dans  lesquelles  la  constante  C  s'élimine 
toujours  d'elle-même,  la  valeur  de  cette  constante  peut  être  prise  abso- 
lument &  volonté,  et  pour  simplifier  je  la  supposerai  égale  à  zéro. 

i£43.  Les  équations  {y)  de  l'article  précédent  se  trouvent,  ainsi, 
réduites  à 


.{/) 


/( 

Fifi.  i8,  no.  r.  ^B  étant  la  longueur  de  la  corde,  A  vt  B  ses  points  fixes  et  A 
l'origine  des  x ^j  et  V,  toieatAMB  la  figure  initiale  de  cette  corde, 
celle  qui  a  lieu  lorsque  t^a,  et  faisons  AP:^x,  P  Mi=¥';  puisque 
les  vitesses  initiales  de  tous  les  points  M  sont  données,  on  pourra 
construire  une  courbe  AVB  telle  que  l'ordonnée  P/^  égale  l'espace 
qu'un  mobile  parcourerait,  dans  l'unité  de  temps,  s'il  était  animé  de  la 
TÎtesse  JJ ,  du  point  fS }  correspondante  à  la  valeur  /  =  o,  et  par  le 
moyen  de  cette  courbe  AVB  on  en  construira  une  troisième 
AWV  dans  laquelle  le  rectangle  fait  de  l'ordonnée  P JV  et  de  la 
constante  ^  sera  égal  à  l'aire  ^/*^^  ou  à/'(  £/</.c);  on  aura,  ainsi, 
les  quantités  don  écs  par  l'état  initial  de  la  corde 

AP=x)  PM=^r;  py^uj  Ptr=£^^^^^ 

b 
dont  les  relations  sont  exprimées  par  les  équations  (/). 
*it;.io,nM,ieta.      Pour  employer  ces  quantitésaux  déterminations  dont  j'ai  besoin,  je 
prends  un  autre  axe  A,B,,  séparé  du  premier,  pour  ne  pas  embrouiller 
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la  figure,  mais  posé  de  manière  que  les  lignes  Â,À  et  B^B  soient  à 
angles  droits  sur  les  lignes  A,B,  et  ÀB  et  je  construis ,  sur  cet  axe, 
une  courbe  A,  M,  S  dont  une  ordonnée  quelconque  P,  M, .  »tuée  sur  le 
prolongement  de  F  V^  ait  pour  valeur 

P,U,  =  \{PW4rPM)==kU^^^-Vr\^f{x) 

Prenant,  ensuite,  sur  le  prolongement  de  B,A,,  A,b,=^A,B,,  je 
construis,  sur  cet  axe  prolongé,  la  courbe  Afii,s  telle  qu'en  prenant 
une  abcisse  A,fr,^=A,P,  l'ordonnée  jr^j«, correspondante ,  ait,  pour 
valeur, 

Jr,it,^'^{^PW~-PM)  =  \\  f{Vdx)_  y  \  ^y^_^j 

cette  dernière  courbe  coupe  son  axe  au  point  H,,  oîi  on  a  j1  ,H,{xfi.x) 
=  Ah{n°.  i);=rabcisse  correspondante  à  l'inlersection  H,  où  ladiffé- 

rence  entre  PH^et  PMj  c'est-à-dire,  entre  ïi-i — p^^  et  ^devient 

ô 

nulle. 

De  plus  les  ordonnées  extrêmes,  B,  S  et  é,j,  (n°.  a)  sont  de  même 

•igné,  égales  entre  elles  et-à  l'ordonnée  extrême  B  Uj  (n°.  i  )\,  vu  qu'au 

point  5jJ'Jtf  où  J'xst  nulle  et  que  la   valeur  BU  AcPfVj  ou  de 

•^    , —  ,  &  ce  point,  est  la  valeur  commune  des  ordonnées  extrêmes 

J5,5  et  b,s. 

On  a  ainsi  un  arc  de  courbe  sii,AfM,S  tel  qu'en  prenait  l'ortgiQe 
des  X  en  A,,  comptant  les  x  positives  dans  le  seos  A,Bfet  les  x  né- 
gatives, dans  le  sens  Afè,  une  ordonnée  quelconque  de  cet  arc  de 
courbe  a  pour  valeur  générale  f{x),  expression  dans  laquelle  x  peut 

■  être  positive  ou'n^ative;  or  cet  arc  de  courbe  étant  construit  sur  une 
longueur  b,B,  de  l*axe  des  abaisses,  on  peut,  d'après  la  propriété 

Xi^  +  ^o)=iJ'(x),  démontrée  dans  l'article  précédent,  le  continuer 
indéfiniment  par  les  répétitions  successives  de  l'arc  s  fifA,MfS  à  la 
droite  de  SB,  et  de  l'arc  SM,A,ft,s  à  la  gauche  de  sb,. 

Rien  n'est  plus  plus  aisé,  maintenant,  que  de  construire  l'équation 

_y=y(^/4-îp) — f{bt — -x),  car  il  suffit  de  substituer,  dans  les  ex- 
pressions y  (.r)  ety(  —  x) ,  où  on  peut  donner  à  a:  des  valeun 
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.ibsoliiiiicnt  arbitraires  ,  bù  ■{■  x  k  x  et  — {x  —  bt)  â  — x  ,  et  de 
prendre,  en  ayant  égard  aux  signes >  la  différence  des  ordonnée» 
correspondantes  k  ces  abcisses  ,  l'origine  étant  en  A,  sur  la  courbe 
s  fi,  j4,M,S  prolonf;ée  indéfiniment  de  part  et  d'autre  du  point  ^,. 

1144.  Mais  on  peut  opérer,  immédiatement,  d'après  la  courbe >/jW5, 
qui  donne  ta  figure  initiale  de  la  corde,  et  la  courbe  -4  FB  des  vitesses. 
On  fera  attention  que  l'ordonnée  y"{ — (-r — /")  (  prise  sur  la  courbe 
SM,^,M,S  se  déduit  des  ordonnées  des  courbes  ^MB  et  AWU 
correspondantes  à  l'abcisse  .r  —  bt ,  on  aura  donc  d'après  les  équa- 
tions {y')  de  l'article  précédent,  en  faisant  AP=^x,  PP'  =  Pp'  =  bt, 
d'où  AP'^x-\-btj  et  Ap'-=x  —  bt 

et  y è(\usx\ori y  =J'{bt-\-x') — fipt  —  x)  deviendra 

aire  p'  P'  L  l\ 


-(') 


(ii)....j  =  if  P'M'  +  p'm'—"". 


On  voit  que  ,  si  la  constante  C  des  équations  (y)  de  l'article  1242, 
fut  restée  dans  les  équations  ()•')  et  ,  par  conséquent,  dans  les 
équatiens  (1)  du  présent  article,  elle  se  serait  éliminée  d'elle  même, 
lorsqu'on  a  soustrait  l'un  de  l'autre  les  seconds  membres  de  ces  équa- 
tions (i),  pour  former  l'équation  (s),  il  était  donc  plus  simple  de 
supposer;  dès  l'abord  ,' cette  constante  nulle,  ainsi  que  je  l'ai  fait. 

Lorsque  /  =  o,  on  zbt  =  o,  PP'=o,  Pp'=o,  P'M'=^//m'=PMi 
d'où  j':=7(aJ'M)=f=  l'ordonnée  initiale,  ainsi  que  cela  doit  être. 
F'fi-"8)n°.  I,  Pour  continuer  cette  construction,  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
X  et  de  tf  il  suffira  d'appliquer  aux  courbes  AMB  et  AVB,  la  pro- 
priété, démontrée  art.  1241  ,  de  la  fonction^!  Or,  l'équation  de  la 
courbe  initiale  est  Y=J'{x) — y( — x)  et  les  valeurs  de  J'"  sont 
données  depuis  y=o,  jusqu'à  jj-^if.  Si  on  suppose  x  négatif,  cette 
équation  deviendra  Y^  —  \f{-^^  — Si  —  ^)  i  >  ainsi  du  côté  des  x 
négatives,  la  courbe  se  continuera  au-dessous  de  t'axe,  suivant  ApB , 
en  portant  à  l'extrémité  d'une  abcîsse  quelconque  jrf^  égale  à  AP , 
«ne  ordonnée  négative  srp  égale  à  l'ordonnée  positive  P M.  On  cons- 
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iruira  ainsi  la  portion  de  courbe  jifib ,  qui  n'est  autre  chose  que  la 
courbe  AMU  mise  au-dessous  de  l'axe  dans  une  position  inverse, 
correspondante  à  une  longueur  d'axe  Ab  =sAB,  après  quoi  on  répétera 
indéfiniment  A/t^Jtf  5,  qui  embrasse  une  longueur  a  «de  de  l'axe  AS_, 
à  droite  de  B,  et  BMJftbj  à  gauche  de  b. 

Une  opération  semblable  se  fera  sur  la  courbe  AVBj  car  on  a 
5(Crf.r)  =  «)/(^)+/(-.»)i,tfoù£/=Al/'(:^)-/'(-^); 
la  valeur  dey(  Vdx),  devient,  en  y  rendant  x  négative  ' 
S{Udx)  =  ~b\f{x)+f{-a:)\  d'où 
£/=^  —  b  ly  {x)  — J'  (— x  }  ,  expression  de  U  correspondante  à 
un  abcisse  x  négative;  les  ordonnées  V  correspondantes  à  des  abci^ses 
égales,  portées  de  part  et  d'autre  du  point  j4,  sont  donc  égales  entre 
elles,  mais  situées  de  différents  côtés  par  rapport  à  l'axe  bB  j  et  la 
continuation  de  la  courbe  supérieure  sera ,  du  côté  de  b,  la  courbe  in- 
férieure^^, ij  semblable  et  égale  à  AVBj,  mais  mise  dans  une  situa- 
lion  inverse.  La  courbe  b  V,  AVB  embrassant  une  longueur  2  «  de  l'axe 
des  abcisses  x,  se  continuera  indéfiniment  par  les  répliques  de  b  V,  AVB 
à  la  droite  de  B ,  et  par  celles  de  BVAV,  6  à  la  gauche  de  b j  la 
propriété y(^  +  2a)=y"(^),  donnée  parla  première  équation  (3)  de 
l'article  (1241),  s'étendant  à  toutes  lesi/eWceci  de  cette  équation  dont 
.la  dérivée  de  l'ordre  (/i)  est/C^J  {^  +  a*)  =y  tn)  (^). 

1245.  Voiià  donc  une  construction  très -simple,  établie  sur  toutes  les 
données  du  problême,  et  qui  se  rapporte  à  un  état  initial  quelconque 
du  filou  de  la  corde.  L'hypothèse  des  vitesses  des  différents  points  de  cette 
corde, correspondantes  à  la  valeur /  =  o,  a  eu,  pour  principal  objet,  de 
donner  à  la  solution  toute  la  généralité  possible  ;  on  déduit,  en  peu  de  mots, 
de  cette  solution,  la  construction,  dans  le  cas  où  la  corde  infléchie,  et 
"abandonnée  à  elle-même,  part  de  l'état  de  repos  k  l'instant  où  on 
compte  /=o. 

En  appliquant,  à  ce  cas,  la  règle  générale  énoncée  par  l'équation  (2)  FJg.  jg  ,jo,  3 
de  l'article  précédent,  on  voit  que  la  modification  à  faire,  à  cette  règle, 
pour  l'objet  particulier  dont  il  s'agit  ici,  consiste  dans  la  suppression 
du  terme  relatif  à  l'aire  p'P' Ll  de  la  courbe  des  vitesses  initiales,  et 
dès -lors  les  opérations  sont  extrêmement  abrégées;  les  courbes  A  WV  ^ 
A  VB  n'existent  plus  et  tout  est  donné  par  la  figure  initiale  de  la  corde. 

Soit  A„M,fB,f  cette  figure  initiale,  j^„  et  B,,  étant  les  points  fixes; 
on  répétera  d'abord  la  courbe  A„M„B„  au-dessous  de  l'axe  A,iBf„ 
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en  A„[t.ifb„,  en  la  plaçant  dans  une  situation  inverse,  c'eat-i-dîre, 
en  faisant  jt>,  ft,,  =  P„  M„  lorsque  j4,f  3f„  =  Â,,  P „ ,  après  quoi  on  con- 
tinuera indéfimm€ntè,fU„^f,M,fB,fk\aàoite  de  BffCtBffMff^ffUf^ff 
à  la  gauche  de  &„ ,  le  tout  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  à  l'article  précédent. 

Ces  préparations  faites,  si  on  a  /J„P„^=x  et  qu'on  veuille,  pour 
celte  valeur  de  Xj  avoir  la  valeur  dey  au  bout  du  temps  t,  on  portera, 
de  part  et  d'autre  de  P„,  P „P,=^P„p^-=bt,  et  traçant  les  ordon- 
nées P,Mf  et  P/Tif  à  ta  courbe  initiale,  on  aura  la  valeur  cherchée 
en  substituant,  dans  la  formule  (2)  de  l'article  précédent,  P,M,etpfm, 
respectivement,  à  P' M'  etp'mf  et  ne  tenant  aucun  compte  de  Taire 
soiistractive;  il  en  résultera  la  formule  très-simple 
j  =  \{P,M,+p,m,) 

1 146.  Il  suit  de  ce  procédé  de  construction  que  si  le  temps,  au  bout  du- 


côté  de  Z'/,,  les  valeurs P„K= 

cherchée  sera  jr=i~{KN'\-kn);  mais  d'après  la  nature  de  la  courbe, 
ou  les  équations  (3),  art.  1241,  KN  et  kn  distantes  entre  elles  de  3  « 
doivent  être  égales  et  de  même  signe,  donc  j'  =  KiV=A«  ou  en 
prenant  JSffft,'^  B,fK:=  6„k  =  j4„P„,jr  =  ïc^n.  et  comme  cette  pro- 
priété aurait  Heu  pour  une  ordonnée  quelconque,  on  voit  qu'au  bout  du 

temps  -T-  la  courbure,  A„nBi,  ,  que  prend  la  corde,  est  sa  courbure 

initiale  ji^,Mf,B,^  inversée,  correspondante  à  la  position  qu'elle  aurait 
si  elle  faisait  une  demi-révolution  autour  de  yi„Bff  et  une  autre  demi- 
révolution  autour  d'une^perpendiculaîre  à -^/,B„  menée  sur  le  milieu  de 
celte  ligne  dans  te  plan  de  la  figure. 

Lorsque  la  courbe  initiale  Ji„  D  B„  a  deux  branches  -^,,1)  et  DB„ 
égales  et  semblables  de  paft  et  d'autre  de  l'ordonnée  CV  j  menée  au 
milieu  de  A„B„,  si  on  veut  connaître  tavaleurque  prend  une  ordonnée  ini- 
tiale quelconque  F„A/„au  bout  d'un  temps  /= — 7-,  il  faut,  par  la  méthode 

de  construction,  porter,  de  part  et  d'autre  de  P„,  sur  l'axe  des  a?,  de» 
longueurs  égales  y  a^  et  l'ordonnée  cherchée  sera  ta  demi-somme 
des  ordonnées  élevées  aux  extrémités  de  ces  longueurs;  mais  quelque 
part  que  soit  P,,,  ces  ordonnées  seront  toujours,  ou  nulles,  ou  égales  et  do 
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avec,)adroite^„5,,etc'est,d'aprèscequi  précède,  la  moitié  du  temps-^ 

qu'elle  emploie  pour  prendre  la  forme  de  la  courbe  jt„nB„  égale  et 
semblable, à  la  courbe  primitive  A„M„B„. 

Les  constructions  précédentes  pourroient  aisément  se  rapporter 
aux  surfaces  courbes,  en  considérant  le  temps  t  comme  une  des  coor- 
données de  la  surface,  qui  aurait  pour  équation 

j=f{i"+=')-f  {'"-=')■< 

les  élèves  qui  voudront  connaître  ce  qui  a  été  fait,  relativement  à  ce 
mode  de  construction,  pourront  voir  le  mémoire  d'Arbogast,  sur  la 
nature  des  fonctions  arbitraires  j  couronné  à  l'académie  de  Péters- 
bourg,  en  1790, et  le  mémoire  de  Monge,  publié  dans  le  i5*  cahier 
du  Journal  de  l'Écol^  Polytechnique, 

Conaéijuencei  déduitei  de  la  tbéorle  précédente.  Divers  détails  relatifs  à  la 
corde  sonore. 

1247.  La  théorie  et  les  formules,  précédemment  démontrées,  se 
concilient  avec  tous  les  faits  connus,  et  peuvent  être  employés  soit 
pour  soumettre  au  calcul,  soit  pour  expliquer  les  principaux  phéno- 
mèncs  du  mouvement  des  cordes  sonores ,  mais  avant  qu'on  en  eut 
enrichi  l'analyse  et  la  mécanique,  on  possédait,  pour  l'usage  de  la 
physique  et  des  aris  ,  des  règles  de  calcul  absolument  identiques  avec 
celles  qui  sodéduiraienidecette  théorie  et  de  ces  formules.  Cette-identité 
tient  à  l'indépendarce  qui  existe  entre  la  courbure  de  la  corde  et  la 
durée  de  ses  vibrations,  durée  qui  est  donnée,  exclusivement,  par  la 
longueur,  la  densité  et  la  tension  de  cette  corde;  et  cette  indépendance 
est  une  conséquence  des  conditions  du  problème,  comme  on  le  verra 
bientôt. 

Sauveur,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  qui  fleurissait 
k  la  fin  du  XV*  siccie,  paraît  être  le  premier  qui  ait  jeté  un  grand  jour 
sur  la  théorie  physico-mathématique  du  son;  il  a  déterminé,  prr  de» 
procédés  fort  ingénieux,  'e  nombre' absolu  de  pulsations  que  donnent 
un  tuyau  d'orgue  et  une  corde  sonore,  dans  des  circonstances  déter- 
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mintes  (  f^oyez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  années  1700 

et  1713). 

1248.  Parent  mourut  en  1716,  et  Taylor  publia,  en  1717,  son  livre 

întiiulé  Methodus  incrementorum  direcla  et  inversa  ,  oii  il  cJciina 

une  solution  du  problème  de  la  corde  vibrante  beaucoup  plus  générale 

que  les  solutions  connues  jusqu'alors,  mais  n'offrant,  cependant,  qu'un 

cas  particulier  de  celle  que  nous  devons  k  Dalembert.  Daniel  Bernouiili 

adopta  et  enricliit  l'analyse  de  Taylor,  et  l'équation  suivante  comprend 

leur  solution  dans  le  sens  le  plus  étendu, 

,    ,  .  .      ^.T  Ttht    .   „  .     i^.v  %frbt 

(i  ) y^^sin. cos f  +  osm. cos. — 

•^  a  a  a  a 

,   „  .     3^.r  Zirbt 

-L  Csin. -^— cos. 

a  a 

-j-elc. 
A,BfC,  etc.  étant  des  coefficients  constants,  jrla  demi-circonférence 
dont  le  rayon  =  i ,  a  et  A  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus. 
Cette  équation  donne  la  courbure  de  la  corde  au  bout  du  temps  t , 
et  en  y  faisant  t  =  o  (on  suppose,  d'ailleurs,  que,  lorsque  (=o,  les 
vitesses  des  difTérents  points  de  la  corde  sont  naissantes)  on  a  l'équa- 
tion suivante  de  la  courbe  initiale, 

/    \  j  ■     ^^   ,    T.  ■     2  :T,V  ,    -,  .     3  jt  X  , 

(a)  . . .  ,r  =  ^sm. \-Bsin. l-Csin. ^-etc. 

a  a  a 

L'équation  (i)  satisfait  très-bien  aux  conditions  établies  dans  le 
chapitre  précédent;  si,  pour  une  valeur  déterminée  quelconque,  de  /, 
vous  construisez  un  arc  de  cette  courbe  qui  s'étende  depuis  l'abcisse 
a'=(n-\-o)a  jusqu'à  l'abcisse  T  =  (n-\-a.)aj  ce  même  arc  se  répétera 
dans  les  intervalles  de  x=(n  +  2.)a  k  x^(n  +  4')aj  de  a^  =  («+4)« 
à  .r  =  («  +  6)a  etc.  n  est  un  nombre,  entier  ou  fractionna'u"e,  et, en 
supposant  n=i ,  chacun  des  arcs,  semblables  et  égaux,  commencera  et 
se  terminera  sur  l'axe  même  des  .r,  qu'il  coupera  entre  ses  deux  points 
extrêmes,  de  manière  que  cet  axe  serg  rencontré  par  la  courbe  totale 
aox  points  correspondants  à  a==o,  x=aj  a;  =  ^a,  x^=Za,  etc. 

L'équation  (a)  est  celle  de  la  courbe  initiale,  qui  doit  couper  l'axe 
aux  points  ci -dessus  indiqués,  parmi  lesquels  points  se  trouvent  les 
points  fixes  des  extrémités  de  la  corde;  on  peut  se  donner  entre  ces 
points  fixes,  un  nombre  arbitraire  d'autres  points,  et  déterminer  les 
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coefîcîeDts  ^ ,  B ,  C,  etc.^  de  manière  que  la  courbe  initiale  passe 
par  ce»  poiots  donnés-  et  adapter ,  ainsi ,  l'équation  (2)  à  une  infîoilé  de 
figures  initiales. 

i£49.  Dans  l'hypothèse  de  0:=o,  C=o,  etc.  les  équations  (i)  et 
(a)  de  l'article  précédent  deviennent 

lorsque  i=o  . . .  .j'==^sin.  ; 

Pour  une  râleur  quelconque  ! Âa\n    ^^  ms    .^     , 

de*  j '^■~  ■     ff  'a 

et  donnent,  particulièrement,  la  solution  deTaylor,  la  courbure  assignée 
^  la  corde  étant  celle  d'une  trochoïde  prolongée  indé/îniment. 
_  laSo.  J'ai  dit,  précédemment.quèl'équationdeBernouillipouvaitsatis- 
faire  ii  des  variétés  infinies  de  ifigures  initiales,  mais,  comipe  cçtte  équa- 
tion se  rapporte  à  une  forme  particulière  de  fonction ,  elle  n'a  pas  toute 
la  généralité  des  solutions  de  Dalembert  et  d'Euler,  qui,  pon  seulement 
embrassent  une  infinité  de  formes  différentes,  de  fonctions  analytiques, 
mais  satisfont  encore  à  une  infinité  de  cas  dans  lesquels  la  courbure  ini- 
tiale de  ta  corde  ne  serait  soumise  \  aucune  ,lol  mathématique.  La  seule 
restriction  à  Cette  dernière  propriété  tient  à  la  condition  des  oscillations 
infimment  petites  et  des  angles,  de  mèrhe  ordre,  formés  par  l'axe  et 
par  chaque  élément  de  la  courbe.  Encore  cette  restriction  n'est - 
elle  applicable  qu'à  la  question  particulière  de  la  corde  vibrante , 

carellen'exi8te.p]usi.si  on  conpidèrel'équatÏQO  ^*  (■ 'T» '/^l 'y^/a'  ) 

et  son'intégrale ji'=jr(*/'+ x)!+  F("A;-^ir),  indépepdammept  de 
toute  application  à  la  mécanique  ou  fa  {a  physique;  pours'enconvaincre, 
il  suffit  de  faire  attention  qu'enj)rpiiant  xfXt  pqur  le^  dç^x  coordonnée? 
d'une  surface  courbe,  dontjj-  serait  la  troisième  coordonnée,  la  surface 
y  =f  (Ht  +  j!  )^  F  (èt~~:v)  peut  se  cçnstÎJuirfr  par  la  combiôaisbn  dq 
deux'surfaces  cylindriques,  à  basés  quelconques  ,>'dont  Jes 'équations 
particulières  seraient. r^  =1  J" ( Jb i  -^  é)  et  j^  t^-F  {b4r-^w)\-  or,' on  sait 
que.chacuDedç-ces  dernières  équations  n'énonçfinlautrsThaseain on  qu'un 
cxitainsy8béme.dé.lign«,  dans  Uespabe,  estiCDOipo>é:de  droite«'paraIlèln 
entfe  dles^  liisie  fXiti^remenl  [arbitraire  la  Tonne  de.lti'sectâoaidfl.'cesys^ 
tdnié,:par'uh  pbwpérpéodkulàiiic'àijx  àroiteriqiH!leiconi{tôaBntj  Cesf 
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un  cas  analogue  k  celui  de  l'équation  s  =y'(j'*  +^),  laquelle  inonce, 
uniquement,  c|ùe  toutes  les  '^cctitmB  d'une  sut^ce  &ices  perpeiuficu- 
lai renient  k  un  axe  rectillgnede  position  donnée,  sont  des  sections  circu- 
laires, en  laissant  arbitraire  la  forme  de  la  «ecition ,  par  un  plan  qui 
renfermerait  tous  les  centres  de  ces  sections  circulaires;  cette  dernière 
équation  est  celle  des  surfaces  de  révolution. 

i25i.  Daniel  Bei-houilty  a  eu,  au  sujet  de  sa  solution,  d'assez  longues 
discussions  avec  Euler  et  Dalembert,  et  ceux-ci  ont  aussi  disputé  l'un 
contre  l'autre  sur  quelques  points  ;  d'autres  géun:ètres,  du  premier 
ordre,  se  sont  occupés  des  mêmes  questions,  et  tous  ces  débats  ont  jeté 
de  grandes  lumières  sur  les  propriétés  des  intégrales  des  équations  en 
différences  partielles,  et  sur  l'ïnteqîrétàtion  des  fonctions  arbitraires 
qui  entrent'  dans  ces  intégrales;  on  a  bien  prouvé  q'ie  ces  fonction» 
■pàovkieDt' être' continues  ,  discontinues j  et  même,  avec  certaines 
restrictions,  disco'ntigues j  Monge  a  readu  ces  vérités  manifestes  par 
la  considération  des  surfaces  courbes. 

lïSa.  En  mettant  l'équation  de  la  corde  vibrante  sous  la  forme 

et  se  rappelant  que  jr  reprend  les  mêmes  valeurs  et  le  même  signe, 
lorsque  les  quantités  qui  sont  sous  le  sîgney^  varient  de  a  a,  soit  en 


valeur  di|  mâme^_,  correspondante  à  la  même  abcisse  x 

-=/{r(-^-r)}-/H-r-T); 

irt,  cortimécettft  idenTîté  a  lieu  quel  que  soit  £,  si  on  ftiit  rs=î-j-,  ar 

■  ■     ■    ,■      .    I-    ■      . ,  ■"    * 

sera,  la  durée  cohstairtei  des  périodes  succeaeiwS  codant  lesq^eUes 
s'opèrenf  tâtiE  lesxhaBgirimenCsipossiUesdé  forme  de  la  corde  Vibrante, 
laquelle  r^rend  toujours jk  la  fm  de  la  période,  la  nràme  Ëomte  qu'elle 
avait  au  commencemcat;. ainsi,  vgîI&'Ud  isochroBisine  qui  a  lieu  quel 
que  soit- f 'état  de  biouv^ment  ou  de  repos  de. la  cofde,  an  cemneiMc- 
menbdeJa  premiërd'psriuâe,  eC-il  est  bien  important  éi  recttarqticr 
que' la  duréeiconstantede  chaque  période  est  ab^olumcD^  indépendante 
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de  la  courbure  de  la  corde.  Voilà  pourquoi  le  problème  de  la  déter- 
loinatioD  de  cette  durée  était  résolu,  ainsi  que  je  Tai  dit,  art.  1247* 
arant  que  les  géomètres  fussent  parvenus  à  la  solution  géuèrale  du  pro- 
Uéme  de  la  corde  vibrante. 

Silacordepartdel'étatderepoSjOii  voit  clairement,  d'après  Ce  qui  a' 
été  dit,  art.  1 24.5  et  i  £46,  que  le  mouvement^  pendant  chaque  période  qui 
comprend  Tatlée  et  le  retour,  se  composera  de  deux  vibrations  de  même 

durée,  exécutées  dans  des  sens  opposés^  chacuae  étant  de  —  unités  de 

temps;  et  dans  le  cas  îndiq,u^  à  la  (in  de  l'art.  1346,1a  durée  de  la  pé> 
riode  se  Boudivise  eo  quatre  parties' égales,  la  corde  se  confoadant  avec 
la  droite,  menée  entre  ses  points  /tzes,  aux  instants  qui  terminent  la  pre< 
miére  et  la  troisième  sou9- division. 

1^53.  La  durée  d'une  oscillation  d'un  pendule  siin^ ,  dqot  ]a.Ion< 

gueur=  ^.,  a  pour  valeur,  art.  966,  j*"!/ — ,  Vêtant  iademi-circôn- 

fhrence  qui:  a  l'uinté  pour  rayon ,  et  ^  la  force  accélératrice  due  à  la 

pesanteur  terrestre.  Si  on  égale  cette  valeur  Ji  -7-,  en  se  r^ppeUnt  que 

o 


"V^- 


1/ 


(2). 


gP    I  Ooa/à  la  lRtitudede.F«m, 
2P      \     ^=9>"«8Q8a        . 


^r 


telle  est  la  longueur  du  pendule  synchrone  au»  oscillations  de  la  corde  ; 
mais  lé  calcul  seul  peut  la  donner,  car  |a  construction  d'un  pareil  pen- 
dule-serait  impraticable  ;  le  maximum  de  la  valeur  de  À,  éaos  notre 
système  musical ,  n*est  que  d'environ  un  millimètre:  (Voyez  l'articltf 
suivant  et  la  note  de  l'article  ia55).  ■ 

1264.  En  désignant  par  JT,  la  pesanteur  d'une  unité  de  longueur  de 
la  corde,  qui  est  toujours  supposée  homogène  et  uniformémenlgroœe, 

et  observant  que  all=pj  la  valeur  ^:=  1/ ^  de  la  durée  d'utje 

ribration ,  devient 
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:':' —i/^ 

sr  étant  là  demi -circonférence  dont  le  rayon  =  i ,  A  la  pesanteur  de 
la  matière  de  la  corde  sous  l'unité  de  volume ,  et  r-  le  rayon  de  celte 
corde,  que  je  suppose  cylrndricjuç,  oji  a  n^jrki^,  et  i' 


(a) ^=^'■1/-^' 


si  n  désigne  le  nombre  de  vibrations  que  fait  la  corde  pendant  Tunilé 

ak  temps  oh  aura  n  = ,  d  ou 

^^^       '  t   Faisant  rt-=3a,  cequi'est, à-trè»-peu- 

.,m    /     p  '  „       ^  prèi,  le  tat  d'uD^  corde  donnant  ruD)<- 

(3) .  .  n  =1/  — —  et  ^  ^  — - — -  /  son    du  tuyau  d'orgue  le  plus  grave  , 

^  '               f       ap  Tï^JT»    \  (Voyez  la  note  de  l'art,  sufvautj,  on  a 

f  ^  =  o,™"*"ooo97' 
le  dénominateur  ]/  ap  pouvant  être  remplacé  par  l'une  des  expressions 
u  l/^  Ji  ,  ou  ar  l'^^ft. 

Ainsi  la  tension  d'une  corde,  de  matière  et  de  grosseur  donnée,  restant 
la  même,  la  duré^de  chaque  vibration  est  proportionnelle  k  la  longueur 
de  cette  corde;  si  la  longueur  est  constante  et  que  sa  tension  varie,  la 
durée  d'une, de  ses  Vibrations  sera  réciproquement  proportionnelle  à  la 
racine  quarrée  du  poids  capable  d'opérer  la  tension,  qu'on -est  dans 
l'usage  d'appeler  le  poids  tendant  j  la  longueur  et  le  poids  tendant 
restant  les  mêmes ,  r  est  proportionnel  à  y  II ,  cette  dernière  quantité 
étant,  parmi  les  cordes  cylindriques  de  même  matière,  proportionnelle 
au  rayon, «t,  en  général,  proportionnelle  au  produit  du  rayon,  par  la 
racine  quarrée  de  la  pesanteur  spécifique. 

ii55.  Ce  qu'on  appelle,  en  musique,  intervalle ,  quand  on  consi- 
dère les  sons  relativement  à  leui?  degrés  ou  de  grave  ou  à'aigtt^ 
dépend  des  rapports  entre  les  nombres  n_,  ou  les  nombres  t,  donnés 
par  les  vibrations  des  cordes  qui  rendent  ces  sons;  soient  n  et  n,,  r 
et  r^,lesyaIeur3decesnombre§,  pour  deux  cordes  sonores,  l'intervalle 
entre  le  son  rendu  par  la  corde  à  laquelle  se  rapportent  n,  et  t,,  et  le 
son  rendu  pga-  l'autre  corde,  est  appelé' unisson j  tierce,  quarte j 
4juinte y  octave,  etc.,- suivant  que  l'on  a,  respectivement, 
!tf _    n^ 5       «, 4  _    n,  3  _    n, 

■rt  »4'n         3'«'       a'rt 
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Si  les  deux  cordes  dont  je  riens  de  parler  sont  de  même  métal,  de 
méme.di3mHi»e.et  ont  une  ^ème  tension,  ou,  plus  simplement, .si  on. 
emploie  .une  m^iiie  cor<âe  d'une  tension  constante,  en  faisant  varier  sa 

longueur,  les  rapports  -i-,  I  inverses  des  rapports  —i  j 

donnés  parles  rapports  des  longueurs,  et  l'effet  produit  sur  une  oreille, 
con.venablçment  exercée,  par  les  résçnnances,  ou  simultanées  ou  suc- 
cessives, des  sons  auxquels  appartiennent  ces  rapports,  lui  fait  connaître 
les  intervalles  correspondants,  sans  qu'il  soit  besoin  d'aucune  mesure 
ni  d'aucun  calcul.  Ainsi,  lorsqu'un  musicien  juge,  d'après  la  sensation 
qu'il  éprouve,  que  «Jeux  sons  forment  un  intervalle  d'octave,  on  peut 
en  conclure,  immédiatemeut,  que  si  on  divise,  par  un  arrêt  ou  un 
chevalet ,  la  corde  qui  rend  le  plus  grave  des  deux  sons,  en  deux 
parties  égales,  chaque  moitié  donnera  le  plus  aigu  de  ces  mêmes  sons, 
et  ainsi  des  autres  intervalle»  (*)..  -  '     ■  '■    - 


[*]  Je  vais  entrer,  aur  cette  matière,  dans  do  détailsquî  pourront  iotcresscr 
<iuelques lecteurs.  ,  .     '  •  '■'.....'■•■  \  :■     ^ 

Il  ett  assez  ordinaire  aux  auteurs  des  Traités  sur  la  Musique,  qui  veulent 
employer  les  expressions  nuniériqa'ea  des  intemalies ,  de  détig'ner'ces  interralles 
soit  par  les  rapports  entre  les  longueurs  des  cordes  (la matière  de-cès  cordes', 
leurs  diamètres  et  4eurs  tensions  ét^nt  supposées  les  mêmes)  soit-par  lesTâpports, 
inverses  des  préoédetris,  entre  les  nombres  de  vibrations '(|ui  ont  lîeU'^feHdAUt' 
un  même  temps  ;?  mais  cette  manière  d'exprimer  les  iTitentiihg  '  he  '  Aoaaf 
poÏDt  leurs  vraies  valeurs..,  lesqtielles  sont  représentées  p<r,  le4,  e^osants. 
des  rapports  entre  les  nombres  des  vibrations  correspondants  à  mi  même 
temps  ,  ou  les  logarithmes  de  ces  rapports.  Ainsi  ,  par  exemple  ,  deux 
sous  étant  à  la  quinte  l'un  de  l'autre  ,  le  rapport  des  vibrations 'est  ictluî. 
de  I  :  7»  ou  de  (7)°:i(7)f;  prenons  un  troisième  son  àilatpiinte-cloplus  aigu,' 
les  rapports  des  vibrations  ides  trois  Cordes  seront  (t")" j'(t)S  (i)*i  et,  en- 
général  ,  pour  Une  suite  de  sons  k  la  quinte  \û*  uns  des  ântre^ ,  bn'aArait  la  série' 

(!)»,(})■.  (*)-,(tP,"c.. Ci)te) 

L'intervalle  entre  le  premier  son  et  le  son  qui  correspond  à  l'exposant  [to)  i 
est  évidemment  égal  à  &  £oi»  l'iaterval^e  «ftre  l^s  deux  premiers  sont,  l'un 
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1356.  Le  poids  tendant  P  A,  pour  valtur  générale,  P  ^- 


apn*  _ 
g 
soient  deux  cordes  tendues  auxquelles  appartiennent,  respectirement , 

les  valeurs  a,  n ,  v ^  P  et  a,,  n,y  p,.,  P,,  on  aura  -g-^    *^'   '  ,, 

jr        apn* 

d'oii 


ap.n^ 

si  1rs  deux  cordes  sont  de  même  métal  et  de  même  dianiëtre,  oif  aura 

"/       Pi      j.  > 
— ;=aili_,  dou 


(2). 


^•-m 


étant  de  fo  quiote*  et  l'autre  de  i  quïote  y  donc  1m  int^eiYïllet  rapportés  au  pre- 
mier terme,  sont  mesurés  par  les  exposants  des  termes  et  proportionnels  aux 
If^arithmes  de  ces  termes^  et  les  interpaUes,  entre-  trrtenmn,  sont  mesurés 
par  les  difierencea  entre  leurs  expoaa;its  et  proportionnels  aux  diB%rencea  de 

n,  3 

leurs  logarithmes.  En  substituant  le  rapport  —  ,    au  rapport  '—  ,  et  consi  - 

dérant  o  «omra«  uâ  nombre  «ntier  ou  £niGt»OBnaîve ,  onrandra  le  raisonne - 
meut  précédent  ïndépeoidant  de  toute  valeur  particulièra. 

Ayant  aiOsî  le  Véritable  mode  de  mesure  pour  les  intervBJlcfl,  il  reste  h 
détetminW'  tehii  qu'on  doitptendre  poàr  unité,  ma  terme  d«  oom{>areison.  Le 
choix  d«.«eHé  unité  est  arbitraii^e  et  je  pana»  que,  dans  le;  systfme' woûcal 
moà&tmi ,'  il:  iêt  «onrenable  que  ce  soît  le  ^  d'ootare ,  c'est-i-diré ,  lie  demi- 
ton-,  cm  Ik  plwi'petit*  interralte,  mr  les  instruments  i  sons  fixes,  accordés 
swvftnt  le  tempérament  égal.  Le  syttêm«  de  logarithmes  le  plus  commode 
arée  UBe> pareille  unité,  sorait  celui  daA»  lequel' le  logarithme  de  i  étant  o,  le 
It^eritkine  de  là.  serait  i.  Cfaaqiw  logsrithme  représentant  un  des  douae  in- 
tervalles qui  pai<t(ag*nf ,  en,  parliw  égale4,.ta.gav4iedo«(l»pieai«v'soii  ooi> 
résoudrait  à  o,  se  tro^v.erùt.  parmi  Ua'noinbtiQe  ostUrels:  (le  oà-  la.  La  basv 

13 

du  sysiôme  serait  :=J/"'a=r,o39463i, 

L'échelle  de  convention  dont  je  viens  de  pailër  «st  celle  dont  plusieurs  ma« 
«ci«Da  ont  proposé  l'adoption  pour  l'accord  des  instruments  &  sons  fixes,  pro- 
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Au  moyen  île. cette  formule,  si  on  a. plusieurs  cordes  de  même  métal 
et  de  même  diamètre,  dont  les  Joiigucui;s  soient  données  et.tjui  rendent 
des  sons  don(  les  intervalles  musicaux  soîeat ,  aù&i ,  donnés ,  0(1 
pourrra,  du  (H^ids  -tendant  I* j  d'une  de  'ces  cordes,  dôterminéi  par 


poiition  conLre  Uquelle  d'autres  musicien*  ont  clevé  do  difficultCBj  mais 
l'usage  q«e  je  fais  ici  de  cette  échelle  e«t  eBlifO^meat  iadépeodajit  de  tout  jMiiti 
qu'on  pourrait  prendre  à  cet  égard. 

Si ,  au  iiva  de  prendre  le  77  d'octartf ,  pottf  unité ,  on  prenait  l'octave  «□- 
lière,  le  système  de  logaritkrae  le  p!uh  tommbdc  pour  représenter  les  sOds, 
dans  cette  hypothèse,  anrait  %  pour  hase-;  mais  le  premier  systfime  et  le  pre- 
mier choix  d*unhé  dobt  j'ai  parlé  sont  préférables. 

J'ai  dît  y  da»a  le  t«ite ,  ^'un  hoawfe  exvroé  'poitrait  «OMluiv  y  ilu  MiititoeM 

de  l'oreille,  tes  valeurs  des  rap^qrts  t-^  ,  ou  —L  ;  je  dqis  {ajouter  que  la  facilité 

et  la  précision  de  ces  évaluatioDs  varient,  considérablement ,  suivant  les  diffiê- 
rcDts  intervalles  des  sons  que  l'on  compare ,  et  mtme  deviennent  impossibles , 
lorsque  ces  sons  sortent,  quant  au  gr^ve  et  à  l'aigu.,  de  ccrtaiiips  limites  au- 
delà  desquelles  Ils  cessent  d'être  appréciables.  On  peut  prendre  jtour limite, au 
grave ,  le  son  rendu  par  le  tuyau  d'orgue ,  à  bouche ,  qui  sonne  Vut  à  la  qua- 
triiime  octave  âa- dessous  de  I'h^  de  la  clef;  sa  longueur  est  d'environ  lomcîres. 
Les  facteurs  et  les  organistes  l'appellent  le  3±  pieds.  Le  son  qui  fo^me  lalimife, 
à  l'aigu  est  d'environ  8  7  octaves  au-dessus  du  précédent;  ainsi  V\xt^33pietîs, 
donnant  n  pulsations  dans  un  temps  donné ,  l'ut  le  pJus  rapproché  de  la  limite 
k  l'aigu,  en  donne  un  nombre  n  x  a^=s:a56.»^ 

Ctis  détcrjnînatktnsàe  £ounùssant;4uedes.np|>orts,  il  seraitcuncux  «t«É4MC 
utile  ,  pour  r«i:l  .oHMical ,'  d^a^toït-  ter  nombre^  ainblua  de  vifatations  fiiiiea  ^ai- 
les corps  sonores  dans  des  circonstances  déterminées.  Suimur  dont  j'ai  parlé  à 
l'article  13^7,  s*ét«ilt  occupé  de  cette  question  en  1700,  et  ayant  employé  un 
moyen  fort  ingéniejix  (  Voyez.  UvaIuoc  de  1700  de  l'Académie  Royale  des 
Sciences  c|e  jPari»)  orut  aivdîr  trau.vé  qw  le  tiiyau'd^'orgue,  .<)>&)«?&«,  «oiMût 
Vut  à  la  double  octavje  Bu-desaoys-  At  1'^  àf>  la  .el^,  tuyiai)  ouvert  dont  la  Xabt 
gueup«at  d'onrifon  .9,^,.^vQik^  pïnisy  donnait  $1  pulsations' par  aéoon  de.  Vrfize 
«M  aprî^,  des  >e«lMA:bes  aur  le  .proUime  de  la  corde  vibrante  ^  dont  il 
fxHiclut  des  fornldes  équivalentes  à  celles  de  1,'ar^iclc  1^4,  le  'COnduinrent 
à  des  résultats  qui  donnaient,  dans  les, mêmes,  civcoDstaocts ^  d«s  itoitibtea 
doubles  de  ceux-  qu-'il  avait  trouvés  d'abord  ^  il  chercha  à  latplEquer  ces  diffé- 
rences, en  disant  que  dans  aes  expérîciicM  sûr  les  Inyiiin ,  les  battements  ob- 
servés n'avaient  été  ««usihles  k  l'oreille  y  et  par  oaatéqiwM^  ^«mptés,  que  de 
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expérience ,  conclure  les  poids  tendants  de  toutes  les  autres  puisque, 

par  hypothèse,  P,  — ^  et   — î- sont  données  dans   tout   le  système^ 

M.  Charles,  membre  et  bibliothécaire  de  l'Institut,  a  fait,  au  mois  de 


^eux  en  deux  ,  au  lieu  que  ,  dans  lei  calculs  relatifs  aux  cordes  sonoiws  ,  Vallée 
et  le  retaur  sont  comptés,  chacun,  pour  uoe  vibration. 

I^a  corde  sonore,  gui  e^tà  l'unî^son  de  Vut  a  deux  optjives  au-deuou*  de  Vut 
de  la  clrf,  fait  donc ,  d'après  leq  dé terpiîna  lions  de  Sauveur  i  02  vibrations  par 
pecondç.  Four  vérifier  ce  résultat ,  j'ai  pesé  une  corde  de  laiton  ,  de  celles  que 
les  facteurs  désignent  par  le  n".  7 ,  et  qui ,  longue  de  I  ™ ,  48 ,  sonnait ,  sous 
Huelenaionde  iSooo  fnÈlle  grammes ,  l'unisson  du^n  h  deux  bctares  au.dessous 
au  fit  do  la  clef;  le  poids  de  cette  corde  éuit  de  12  8'"™°»"  ,  ^83 ,  ?iuîJ  pn  a 

.a~im^48;  ;»=îi2«"^°"S783;  P=?îi5ooo; 
et  U  formule  (3)  de  l'article  12S4  ^onne 

|/93oBSxi5ooo       Qo      - 
.    "  =  |/     ,,48x.».783    '^''■■^ 

)'ut  ^ 

"-y    o,68;i5x  0.6.5    T        '  * . .       ,.  ; 

CD  rawnanllesDODtbrca  des  vib^atieds,  obtenu;  par  Msdeui  calculs  préoédents, 
i  celui  que.doiinerait  U  ccrde montée 'aa  ton  dé  l'ut  deuxième  ootareau-dessotiB 
de  l'ut  de  la  clef,  on  a,  >     .        '  ■   '  ■ 

Par  le  premier  résultat.  .  '.  .  .  v  .  ."  n=  l'SSg'aç' 

Par  le:  deuxième  résultat.  .  .  .  ,  ;  .  '  n=?  I'3o^36  . 
observant  ensuite  qfie  IW,  dont  il' s'agit. ici  ,«st  celui -du  ton  d'opchcstrt  actuel, 
plus  bant  d'un  demUon,  ou  enyirori  'de -^  d*àèUvè  i  que  Vut  'de  l'ancien  ton 
(i'égli»e  ,  employé  par  Sani'enry  dn'a;u)4érieureîa»nt,'en  rémenant  le 'Mnd'orT 
cbeslre  quJOQ  d'église ,  le  nombre  de  vibrations' donné  par  l'ur  double  oclavs 
fiu-defsous  de  l'ut  de  la  clef,  à  l'unisson  duquel  se  trouve  le  tuyau  d'orgue, 
^.iouçhffie  8  pieds  ouvert, -«aïoii;,:       .      ■  -■'i  .    ,  i    ■ 

:        .  ,       DéterininEitioii  de  Sànv^ar.  <'i'.>.  .  .' .   ;ia2,0o'      '   > 

PrfanLej  résultat  cil- dessus. .;,  .  .j  ,  ,     la^  -  '     ' 

peuxiènie  résultat.  ....  .1 ,...'  ;  .  y  -  ia3 


pâruiieaufrç  expérience  j'ai  trouvé  qu'une  corde  ^e  fer,  de  o,™""58a5  deloi)* 
gueur,  di|  poids  de  ç,f'"™'°''^i5,  et  «fusune  t|çnsifio  de  j  ii34 gramme^,  dpnnait 
(lu  son  plus  haut  qu«  )'ut  tie  la  clef  de  iV  d'octave.  La  formule  ci-dessus  citée 
donne ,  dans  ce  cas , 


,,  Google 


Section  quathième.  497 

décembre  1810,  un  rapport  intérpssant  et  curieux,  à  cette  compagnie 
savante,  sur  les  nouveaux  piano  de  l'invention  de  M.  Sclimidt,  dans 


ces  diverses  déterjDiDBtïont  ont ,  entre  elles ,  un  accord  aussi  satisfaisant  qnc 
la  nature  de  ce  genre  de  recherche  peut  le  permettre }  on  en  conclut  que  le 
son  formant  la  limite,  an  grave,  des  sons  musicalement  appréciables,  celui 
que  fournit  le  tuyan  d'orgue  de  33  pieds,  donne  3l  vibrations  par  seconde, 
Vai ,  qui  se  trouve  vers  l'autre  limite,  a  8  octaves  au-dessus,  donoant 
3i  X  a*  ^7986  vibrations  dans  le  même  temps. 

D  est  aisé,  d'agrès  ce  qui  précède ,  de  résoudre  •  physiquement  le  problême 
du  son  fixe,  son  dont  la  détermination  est  fort  importante  en  musique.  On  a 
proposé  d'établir  ce  ton  de  manière  que  les  nombres  de  vibrations,  donnés 
par  les  ut  des  difliérentes  octaves ,  fussent  compris  dans  la  série  des  puissances 
de  a  ,  et  l'adoption  de  cette  proposition  n'occasionnerait  pas  de  changement 
sensible  dans  le  ton  d'orchestre  actuel ,  car ,  en  prenant  le  nombre  3a  ponr 
celui  des  vibration!  de  l'ut  k  l'unisaon  du  33  pieds  de  l'orgue ,  on  ne  ferait  que 
changer  la  série , 

31,  62,  134,  348,  etc. 
en  c^e  -  ci , 

3i,  64,  ia8,a56,  etc. 
«t  le  nombre  Zi ,  s'il  Q*e«t  pas  précisément  le  véritable ,  en  diffère  fort  peu. 

On  pourrait  opérer,  immédiatement ,  sur  la  corde  qui  soune  Vut  répondant 
i  356,1  l'octave  grave,  au-dessous  de  \'ut  de  la  clef,  ou  sur  celle  qui  sonne 
l'ut  de  la  clef  et  fait  5i3  vibrations,  par  seconde;  connaissant,  exactement,  le 
poids  et  la  longueur  de  la  partie  de  cette  corde  comprise  entre  ses  points  fixes , 

on  calculerait,  d'après  la  formule  P^=^ ,1a  valeur  P,  du  poids  tendant, 

correspondante  à  n  =  a56,  ou  à  n^:5ii;  on 'mettrait,  ensuite,  k  l'unisson 
de  la  corde  ainsi  tendue ,  une  fourchette  d'acier,  pareille  à  celles  que  les  mu- 
siciens désignent  par  le  nom  de  diapatons ,  et  on  Murait  le  son  cherché  ,  qui 
ne  serait  sujet  qu'aux  t)-ès-légèrcs  variations  dues  aux  ctiangemeuts  de  tem- 
pérature. 

Ay«nt  pris  une  corde  de  fer  du  n*.  i ,  celle  qu'on  emploie  ordinairement 
vers  le  milieu  du  clavier,  je  lui  ai  donné ,  entre  .les  points  fixes  une  longueur 
de  o,"»'""5835;  3,". 4  de  longueur  de  cette  corde,  pesaient  S/""'«"385 
ainsi   le  poids  de  o,*"58a5    était  de  «.^'"""^gaaSs  }   calculant   U    valeur 

■       o,5835Xo,9i359X(5i3)',   .,  .        '  „,  ,  j     .    * 

P^=— ft3w »  J  *"  *"  i»=  14363 grammes ,  et  suspendant,  a, 

U     tde,1e  poidi  de  143689  grammes,  j'ai  obtenu  le  son  répondant  &  5is 

I  63 
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Ipquel  il  donne  l'évaluation  de  ta  somme  des  poids  équivalents  aux 

tensions  de  toutes  les  cordes  de  ces  instruments  ;  d'après  les  expériences 


vibration*,  lequel  d'après  ce  qui  précède  ,  derrait  être  Vut,  son  fixe;  le  dia~ 

pazon  d'acier,  laîlJé  pour  (tre  »  l'nDJMOD    de  cet  ut,  dooue   seniiblanNlt 

l'uniuoD  de  celui  qui  tonnerait  Vut  de  l'orcheitre  italien. 

J'ai  pris  une  antre  corde  blanche  du  numéro  immédiatement  plus  ^roi  cpe 

celui  de  la  précédente  ;  uue  longueur  de  3,''"4  de  cette  corde  pesait  7,^''xi5  , 

ce  qui  donne  i,^"™°'*a36i  pour  it  poidt  d'une  longueur  de  o^'Siaii  ïo 

poids  tendant  qui  ferait  rendre  à  cet  o^'Sii5  de  corde ,  l'ut  de  fia  vibratioBa 

.           .              ,       „     o,5835Xi,a36tX(5ia)*  , 

paraecondejaurait  pourvaleur  J'=  ■     '  â'Sô «=  19143 gramme»; 

mai*  la  corde  n'a  pas  été  capable  de  aupporler  ce  poîda;  en  le  réduisant  au 
quart,  c'est-à-dire j  à  48io,*"™"'*'75 ,  le  son  produit  a  été  eiactement  Foc- 
tare  grare  de  celui  que  l'avais  obtenu  par  l'expérience  précédente,  c'est-à-dire, 

,,  j  „  -L  ■  ^  j  ,  -j  j  o,58a5Xi,a36iX(>56)* 
lui  deaâ&vibrationspar  seconde,  dont  le  poids  tendaut= â'iei 

Dans  ces  diverte*  expériences  que  je  rapporte  pour  montrer  leur  accord  aveo 
la  théorie ,  les  cordes  étaient  suspendues  rerticalement  pour  éviter  l'emploi 
des  poulies  de  renvoi ,  et  les  erreurs  provenant  des  incertitudes  sur  l'évaluation 
du  frottement  ;  il  résulte  »  de  cette  position ,  une  inégalité  de  tension  aui  diSè- 
renls  points  de  la  corde ,  vu  que  chaque  point  supporte,  outre  le  poids  tendant , 
celui  de  la  partie  de  la  corde  qui  lui  est  inférieure  ;  maïs  cette  inégalité  est,  abst^ 
liimeut ,  négligeable  dans  les  cas ,  pareils  à  ceux  que  je  viens  de  citer ,  où  le 
poids  do  la  corde  peut  être  censé  infiniment  petit  par  rapport  au  poids  tendant. 

Comme  il  a  été  question ,  dans  cette  note ,  des  sons  rendus  par  les  tuyaux ,  à 
bouche,  il  ne  sera  pas  îontUe  de  donner,  pour  ces  tuyaux,  la  formule  qai  cor- 
respond à  l'éqnation  "  ^1/  y  I*  prisme  d'air  que  renferme  un  de  oes 


"=K^ 


tuyaux,  mis  en  mouvement  par  une  masse  d'air  extérieur  ,  que  la  bouche  » 
ou  un  soufflet,  y  introduit  dans  la  direction  convenable,  fait  l'efiet  de  la  corde 
vibrante ,  la  pression  de  Tathmosphère  rempla^nt  le  p<ûds  tendant.  Je  me 
borne  à  cette  indication  générale,  me  réservant  de  donner,, ailleurs,  une  ex- 
plication plus  détaillée  des  conformités  et  des  difiïrences  existantes  entre  les 
phénomènes  ^e  présentent  les  corps  solides,  et  l'air,  mis  en  vibration.  Soient 
la  longueur  du  tuyauta/  l'aire  de  la  section  transvert^  s=(i  ;  la  pe- 
santeur spécifique  de  l'aïr^m,-  la  pesanteur  spécifique  du  mercure=Jlf,  la 
haotenr  âuPian^ùtreBeit,  le  poids  />>  de  la  corde,  et  le  poids  tendant  P, 
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et  les  calculs  <Ie  M.  Charles ,  un  piano  monté  k  deux  cordes  par 
touche,  depuis  le  fa  à  la  double  octave  au-dessous  du  fa  de  la  clef, 
jusqu'à  l'ut  h  triple  octave  au-dessus  de  l'ut  de  la  clef  (ce  qui  fait 
en  tout  cinq  octaves  et  une  quinte)  supporte,  par  la  tension  des  cordes, 
un  effort  de  i836  kilogrammes,  ou  8673  livres,  poids  de  marc;  le 
même  jpiano  ,  monté  à  trois  cordes ,  supporterait  un  eflbrt  de  2764 
kilogrammes,  ou  55o8  livres,  et  il  faut  ajouter  120  kilogrammes,  ou 


auront,  ici,  pour  valeurs  re*pecttTf«,  mabb  et  SHibb,  d'où  l'on  conclura  le 
nombre  n  det  vibrations  ou  pulcationi  par  «econde  y  en  remplaçant  p  ttP  par 


X  étant  la  longueur  du  pendule  qui  bat  les  lecondes,  et  ^la  demMÎreonKreticc 
dont  le  rajon  =  i >  ou  a  gr=j(  ^^,et  l'équatioo  précédente  devient 


a  f'     m 


Àli 


on  peut  remarquer  que  la  MCtion  traniTCTsale  bbj  du  tuyau,  a  disparu  de  la 
valeur  de  n,  et  qu'ainai  le  grave  ou  l'aigu  du  son  rendu  par  ce  tuyaii  ne  dépend 
que  de  sa  longueur,  ce-qni  est  conforme  &  l'expérience;  nuis  ce  son  doit  hausser 
ou  baisser,  sensiblement ,  lorsque  l'atmosphère  subît  des  changements  qui  ibnt 
rarier  les  valeurs  de  m  et  de  k,  et,  en  cela,  l'expérience  est  encore  d'accord 
avec  la  théorie. 

On  peut,  dans  l'état  moyen  de  l'atmosphère,  supposer — ^^'^^v^^ii^i^i 


"[/?= 


86;a63~ 

j„  mètre  n 

. —  ^104,93  et  il:=o,  76;  on  a,  à  la  latitude' de  Paris,  ^=9, 


•f/v**=" 


eton  conclut  de  ces  valeur»/ —  gk  ^=185,74,  d'où 


='Jb7î..t,,=^ûi; 


■L  on  suppose  n  =  3o,  on  aura  a:s9,"B*"^5a5  ou  ag,?*"''^,  c'est  )a  longueur 
du  prisme  d'air  qu'il  faut  mettre  en  vibration ,  dans  l'état  moyeu  de  l'atmosphère , 
pour  obtenir  le  wn  le  plus  grave  de  l'échelle  miuicale. 
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14-5  livres  pour  les  pianos  à  3  cordes  et  à  6  oclaves,    ccqui  porte  leur 

efTort  total  à  2894  kilogrammes,  ou  èjô'6  livres. 

laSy.  La  théorie  delà  corde  sonore,  exposée  depuis  l'article  1S.Z6, 
fournit  les  moyens  de  soumettre  au  calcul  plusieurs  phénomènes  im- 
portants; il  en  est  d'autres  dont  cette  théorie  donne  des  explications 
plus  ou  moins  satisfaisantes,  et  dont  un  des  plus  curieux  est  le  phéno- 
mène des  harmoniques.  On  a  reconnu  qu'en  faissant  vibrer  un  corps 
sonore  quelconque  capable  de  produire  un  son  musical ,  ce  corps  faisait 
entendre,  outre  le  sonjondamenlal,  (celui  auquel  se  rapportent,  dant 
le  cas  d'une  corde  tendue,  les  formules  données  précédemment)  la  série 
des  sons  dont  les  rapports  de  vibrations,  avec  ce  fondamental ,  sont 
7»  T"»  ■fj  T>  Pt'^-ï  o"  bien,  dans  le  cas  d'une  corde  homogène  et  unifor- 
mément grosse,  la  série  des  sons  que  rendraient  les  sous-divisions 
a)  i'  T<  î>  ^'^-  ^c'^  corde,  la  tension  demeurant  la  même.  Les  quatre 
premiers  sons  de  cette  série  sont  très- appréciables,  pour  de»  oreilles 
exercées,  sur-tout  quand  le  son  fondamental  est  grave.  Ainsi ,  lorsqu'on 
fait  vibrer  une  corde  sonore,  la  sensation  qu'éprouve  l'oreille  se  com- 
pose de  l'ensemble  des  sons  que  rendraient  les  divisions  de  la  corde 
J .  7.  T'  ♦  '  i'  ^**^-  »  *'  *^'^'  ^^  '^  1"^  cette  série  a  pris  son  nom  de 
série  harmonique. 

Rameau  a  établi  son  système  d'harmonie ,  ou  de  basse  fonda  - 
mentale,  sur  les  faits  que  je  viens  de  citer,  en  considérant,  particu^ 
lièrement,  danslasérieharmonique.les  termes  i ,  -^^  -^;  un  autre  musicien 
célèbre,  Tartinij,  a  pris,  pour  arriver  au  même  but,  une  route  inverse, 
en  apparence,  de  celle  de  Rameau.  Il  a  remarqué  qu'en  faisant  entendre, 
ensemble,  deux  sons  voisins,  quelconques,  pris  parmi  ceux  que  ren- 
draient les  sous-divisions  j,  j,-^,-!-,  etc.,  d'une  corde,  sous  une  tension 
constante,  on  entendait,  en  même  temps,  un  troisième  son  engendré 
par  les  deux  autres, et  qu'il  a  jugé  être  le  son  7;  Tartini  a  été  trompé 
par  l'identilé  des  octaves  et  a  pris,  pour  le  son  i ,  de  la  corde  entière, 
le  son  7  de  sa  moitié  qui  est  l'octave  du  précédent.  La  production  de 
ce  troisième  son  a,  pour  cause,  infTniment  probable,  les  coincidences 
des  vibrations  des  deux  sons  générateurs ,  coincidences  qui ,  pendant  un 
temps  donné,  sont  en  nombre  égal  à  celui  des  vibrations  de  la  corde  1 , 
pendant  le  même  temps  ;  lorsque  ces  coincidences  ont  lieu ,  il  en  résulte 
des  rendements  de  sons,  ou  battements j  qui  aiTectant  l'oreille  plus 
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fortement  que  les  vibrations  intermédiaires,  donnent  la  sensation  d'un 
son  particulier,  distinct  des  deux  sons  réellement  produits  perdes  moyens 
mécaniques. 

ia58.  Uo  phénomène  qui  n'est  point,  comme  le  précédent,  une 
illusion  des  sens,  et  qui  tient  aux  lois  générales  des  actions  réci- 
proques des  corps,  est  le  mouvement  vibratoire  que  reçoivent,  spon- 
tanément, des  cordes,  sur  lesquelles  on  n'exerce  aucune  action  visible, 
pour  les  faire  vibrer ,  mais  qui  se  trouvent  dans  le  voisinage  et  sont 
montées  au  ton  des  harmoniques  d'une  corde  sonore  qu'on  fait  vibrer 
soit  en  la  pinçant,  soit  en  la  choquant,  soit  en  la  frottant. 

1259.  Voici  un  autre  fait  analogue  au  précédent;  si  on  par- 
tage, par  un  obstacle  léger,  la  corde,  en  deux  parties,  dont  l'une  soit 
une  fraction  de  la  corde  totale,  égale  à  un'  des  termes  de  la  série  har- 
monique, ou,  en  g;énéral,  si  les  deux  parties  sont  exactement  divisibles 
par  une  même  longueur,  laquelle  divisée  par  ta  longueur  totale,  donne^ 
nécessairement,  un  des  termes  de  la  série  harmonique,  et  qu'on  fasse 
vibrer  une  de  cee  deux  parties,  la  vibration  se  communiquera,  vu  la 
légèreté  de  l'obstacle,  à  l'autre  partie,  et  la  Corde- entière  se  partagera,  ■ 
spontanément,  ensous^divisions,  égales,  chacune,  au  plus  grand  divi- 
seur commun ,  formant  des  ventres ^  séparés  par  des  nœuds ^  ou  points 
fixes,  et  le  son  résultant  sera  à  l'unisson  de  celui  qu'on  obtiendrait,  sous 
la  même  tension,  avec  une  seule  des  sous -divisions  ainsi  formées.  La 
découverte  de  ce  phénomène  remarquable  est  due  à  Sauveur.  {VoyezX^i 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l'année  1700.) 

M.  Qaladni  parle,  dans  son  traité  d'acouStique,  d'un  résultat  sin- 
gulier, obtenu  par  M.  Hellwag,  qui  ayant  divisé  une  corde  par  un  appui 
léger,  a  pu,  dans  certains  cas,  obtenir  un  son  plus, grave  que  celui  de 
Tune  et  l'autre  des  deux  divisions  de  la  corde,  (F'ûj'ez  l'ouvrage  cité^ 
section  a ,  g  4a  ). 

1260.  Tout  ce  qui  précède  est,  exclusivement,  relatif  à  la  théorie  des 
vibrations  transversales  d'un  fil  élastique  dans  le  sens  de  sa  longueur, 
parfaitement  flexible,  et  teadu,  soit  par  un  poids,  soit  par  une  force 
équivalente  à  un  poids.iun  fll,ou  une  verge,  capable  de  faire  la  fonction 
d'un  ressort  j  peut  aussi  produire  des  sons  en  vibrant  transversalement j 
mais  il  n'est  pas  nécessaire  que  ses  deux  extrémités  soient  fixes;  elles 
peuvent  être  toutea  deux  libres ,  ou  Ywwtjixe  et  l'autre  libres ^  ou. 
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enfin  ,  l'une  simplement  appuyée  et  l'i>utre  libre.  Outre  ces  sons  dus 
aux  vibrations  transversales  soit  du  fil  parfaitement  flexible,  soit  du  (il 
ou  de  la  verge  à  ressort,  il  en  est  d'autres  qu'on  obtient  en  faisant  vibrer 
ces  corps  ,  {lar  le  moyen  du  frottement,  dans  te  sens  longitudinal;  ces 
derniers  sons  se  trouvent  soumis  aux  mêmes  lois  que  ceux  des  tuyaux 
d'oi^ue  ,  produits  par  les  vibrations  longitudinales  des  prismes  d'air 
contenus  dans  les  tuyaux.  {Fojez  l'ouyrage  ci-dessus  cité,  §77). 

Les  verges  ou  lames, à  ressort,  produisent  encore  des  sons  par  des 
vibrations  que  M.  Chiadni  appelle  tournantes,  et  qu'on  obtient  en 
frottant  ces  verges  dans  des  directions  obliques  à  leurs  longueurs;  il 
donne  à  ces  vibrations  Tépithète  de  tournantes,  parce  qu'il  suppose 
qu'elles  sont  dues  à  un  mouvement  gyratoire  des  molécules  du  corps 
smore  autour  de  son  axe  longitudinal. 

ia6i,  Enfinlesquestions  résolues  et  les  faits  exposa,  depuisl'art.  1236, 
se  rapportent,  uniquement,  au  cas  du  problème  du  corps  sonore  qu'on 
peut  appeler  linéaire  ,  parce  que  ce  corps  a  toujours  été  considéré 
comme  une  ligne  matérielle;  on  a  ouvert,  depuis  quelques  années,  un 
champ  immense  aux  recherches  des  géomètres  et  des  physiciens,  pwr 
les  expériences  qu'on  a  faites  sur  les  vibrations  des  surfaces  élastiques. 
J'ai  dit,  dans  la  note  de  l'art.  846  que  le  premier  aperçu  des  phénomènes 
relatifs  acette  espèce  de  vibrations  était  dû  à  Galilée,  mais  il  ne  paraît  pas 
que  j  pendant  tes  XVII'et  XVUI'sièdes,  on  ait  donné  aucune  suite  à  sa  dé- 
couverte ,  ou  même  qu'on  y  ait  fait  quelque  attention.  Un  physicien 
allemand,  M.  Chiadni,  après  s'être  occupé,  pendant  plusieurs  années, 
de  cette  matière,  a  publié,  à  Paris,  les  résultats  de  ses  recherches, 
dans  un  -ouvrage  qui  a  été  approuvé,  avec  éloge,  par  l'Institut  de 
France;  il  a  prouvé  par  des  expériences  curieuses  et  très -variées  que 
les  sartitces  -des  plaques  de  différentes  formes,  qu'on  fait  resonner  de 
diffiîrentes  manières,  se  divisent  spontanément  en  plusieurs  surfaces 
partielles  ,  vibrtint  chacune  isolément,  «  séparées  entre  elles  par  des 
lignes  immobiles,  ou  axes  d'éqmlibre,  auxquelles  on  peut  faire  prendre 
une  infinité  de  formes  toutes  très -régulières.  Ces  surfaces  partielles 
vibrantes  eorrespondent  aux  ventres  tie  la  corde  sonore,  découverts 
par  Sauveur  ,  dont  j'ai  parlé  &  l'art.  ifiSç,  et  les  axes  d'équilibre 
remplacent  les  nœuds ,  ou  points  immobiles  qui  séparent  ces  ventres. 
Ofi  les  rend  sensibles  en  jetant'  de  la  poussière  sur  la  plaque  avant  de 
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la  mettre  en  vibration;  dès  que  cette  plaque  commeace  à  vibrer^  la 
poussière  abandoime  les  portions  de  la  surface  totale  qui  sont  en  mou- 
vement, et  se  range  sur  les  axes-d'équilibre  dont  elle  rend  ainsi  la  forme 
'parfaitement  visible.  Voyez,  pour  plus  de  détails  sur  ces  phénomènes, 
l'ouvrage  de  M.  Ghladni,  intitulé  Traité  d'acoustique  j  et,  pour  la 
partie  mathématique ,  un  Mémoire  de  M.  Poisson ,  inséré  dans 
la  collection  de  l'Institut ,  année  i8ia ,  II'  partie;  je  recommande,  aussi» 
aux  élèves  qui  voudront  s'instruire,  à  fond,  de  la  théorie  du  son,  l'étude 
réfléchie  des  Recherches  sur  la  nature  et  la  propagation  du  son, 
de  Lagrange,  publiées  dans  les  deux  premiers  volumes  des  Mémoires 
de  l'Académie  de  Turin;  et  celle  d'un  beau  Mémoire  de  M.  Poisson, 
publiée  dans  le  14*  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Equation  du  tncuTement  apptîcalile  k  tout  •]r>téme  de  corpt,  quelles  qae  «oient 
•a  forme  et  le«  coodilion*  auxquellea  il  est  «uujetti, 

136s.  Après  avoir  déduit,  des  notions  les  plus  élémentaires,  dans  la 
première  partie  de  ce  cours,  les  formules  et  les  méthodes  applicables 
k  l'équilibre  des  différents  systèmes  de  corps,  nous  nous  sommes  élevés, 
par  des  généralisations  successives,  jusqu'à  un  principe  unique,  celui 
des  vitesses virtue lies j  d'où  on  pouvait  faire  découler,  comme  d'une 
source  commune,  tous  les  principes  secondaires,  ou  toutes  les  propriétés 
dont  nous  nous  étions  servis  pour  résoudre  les  problèmes  de  Statique. 

Nous  pouvons  obtenir  le  même  avantage,  dans  la  Dynamique,  et 
il  est  aisé  de  prévoir  que  la  formule,  analogue  à  l'équation  déduite  du 
principe  des  virtuelles ,  k  laquelle  nous  parviendrons ,  ne  sera  que 
renonciation  la  plus  générale  du  principe  qui  a  servi  de  base  k  l'ana< 
]yse  de  toutes  les  questions,  relatives  au  mouvement,  traitées  depuis 
l'art.  io35;  et  comme  l'application  de  ce  principe  consiste  à  ramener 
les  cas  de  mouvement  à  des  cas  d'équilibre,  ce  sera,  ultérieurement; 
le  principe  des  vitesses  virtuelles  qui  deviendra  ce  que  l'on  pourrait 
appeler  un  instrument  universel ,  pour  la  solution  de  tous  les  problêmes 
de  mécanique. 

1263.  Un  corps,  ou  un  système  de  corps,  assujetti,  quant  à  sa  com- 
position,  k  des  conditions  quelconques,  étant  sollicité  par  des  forces 
dé  la  nature  de  celles  qui,  assujetties  à  la  toi  de  continuité,  et  jouissant. 
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en  général,  des  propriétés  dont  il  a  été  parlé  art.  718  et  719»  font 
varier  la  vitesse  par  degrés  insensibles,  8oit  m  One  des  masses  élémen- 
taires  du  corps  ou  système  de  corps ,  et  x  ^  jr  j  z  les  coordonnées  rcc< 
(angulaires  de  m^  rapportées  à  trois  axes  fixes  qui  se  coupent  en' un 
point  d'origine  commune.  La  molécule  m  est  censée  sollicitée  par  des 
puissances  dont  le  nombre,  les  directions  et  les  intensités  sont  quelconques, 
Vune  desquelles,  si  elle  agissait,  seule,  sur  cette  molécule  libre  et  sé- 
parée du  système  dont  elle  fait  partie  ,  lui  communiquerait  une 
force  motrice  que  je  désigne  par  Pmj  les  forces  motrices  qu'engen» 
dreraient  chacune  des  autres  puissances,  dans  les  mêmes  circonstances , 
étant,  respectivement,  Qm,  Rm,  etc. 

Ainsi,  P,  Çj  B,  etc.  étant  des  forces  accélératrices^  Pm^  Q"^>  - 
Rm,  sont  les  forces  motrices  imprimées  k  la  molécule  m;  mais,  en  vertu 
tant  de  l'action  combinée  des  puissances  qui  agissent  sur  cette  molécule  , 
que  de  sa  liaison  avec  les  autres  parties  du  système,  sa  vîtesse  actuelle, 
que  je  désigne  par  Vj  variera  de  la  quantité  dv  et  la  force  motrice 

élective  à  laquelle  sera  diie  cette  variation  aura  pour  valegr-j— w^ 

QU  ^('-37-  1  If*}  en  représentant,  par  dsj  l'élément  de  courbe  par- 

~dt 

couru  par  la  molécule  dm^  pendant  l'instant  dt  auquel  se  rapportent 
les  phénomènes  de  mouvement  que  nous  considérons. 

ds 
La  vitesse -~  ayant  ^  pour  composantes  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés, — ; — ,  — ^. — —  la  force  motrice  effective  de  m,  celle  qui  a 
dt  '    dt       dt  ^  ^ 

Itco,  a,  pour  composantes^  ^f-^l  m^  di-^  Jot^  di~~\m, 
~dt  ~dt  ~dt 

.  j       .   .   ^^^        ^^y        ddi 

ou,  en  supposant  dt  constant,  — ■ —  m ,  — r±i-  m,  — t~~  m. 
^'^  dt^        '     dt*       '     dt* 

Or ,  d'après  le   principe  général    du  mouvement ,   article    ia38  , 

)es  conditions  de  l'équilibre  dpivent  exister  eptre  ces  forces   mp  1 


y  Google 


Section  quatkiemï.  5o5 

trices,  qui  ont  lieu,  prises  dans  l'étendue  entière  du  système,  avec  des 

sens  d'action  contraires  à  ceux  suivant  lesquels  elles  agissent  ^  et  les 

forces  motrices  imprimées,  Prrij  Qnt,  etc.  prises  également  dans 

l'étendue  entière  du  système;  et,  art.  hoi  et  suivants,  ces  conditions 

sont  susceptibles  d'être  exprimées  par  une  équation  unique,  celle  que 

donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Prenant, sur  les  directions  des  forces  Pm,  Qm,  Rm,  etc.  des  points' 

déterminés,  qui,  à  l'instant  oii  on  considère  les  actions  de  ces  forces, 

soient  à  des  distances  respectives  p  ^  <i  jT  ^  etc.  de  leur  point  commun 

d'application,  ou  de  la  molécule  m^  et  supposant  que  leurs  actions 

tendent  it  augmenter  les  distances  p ^  t}  f  r,  etc.  on  aura,  en  ayant 

égard,  qunnt  à   la   notation,  à  l'observation   de   l'article  8i8,    la 

somme  des  moments  de  ces  forces  (le  mot  moment  étant  pris  avec 

la  signification  qui  lui  a  été  donnée,  art.  4^7)  égale  à 

{Pàp  +  Qâi}  +   Ràr  +  etc.)  m,    pour   la  molécule  m,  et  k 

S  \m{Pâp'\-liàr-\-etc.)  \   pour  tout   le  système,  La  somme  des 

,  tiéi.v  ddy  ddâ  ,    ,    . 

moments  des  composantes — ; — m,  — -îi—m,  —, —  m,  de  la  Force 
^  dt*        '    dl>        ■'     dt»       ■* 

dds  ■     I-  ^  fddx   .      ,    ddy    .     ,    ddz    .    "\ 

motrice— r-  fn,  quia  lieu,  est  I  — ; — âx  ■\ j^ày  -^  —, —  az    I  m, 

dl»       '  '^  \dl^  dt*     -^        di"        )     ' 

en  supposant  que   ces  forces  sont  prises   positivement    lorsqu'elles 

tendent  à  augmenter  les  coordonnées  x^^j  s}  celte  somme  des 

moments  peut,  article  476,  remplacer,  dans  l'analyse,  le  moment  de 

la  force  unique— -3 —  m ^  et  en  prenant  les  forces  imprimées  dans  un 

sens  contraire   à   celui    suivant   lequel    elles    agissent,  elle    devient' 

—  I  —  ■•  ■■  dx  +  —3^- ^y  +  —T—~ ^^   \^ y  pour  U  molécule  m, et 

—  ^-j  ml  —- —  ^x  +  — ï2.  âv-\ — -7-^  ''*  li  po"r  to"*  ^*^  système. 

Ainsi  les,  condf tions  de  l'équilibre  entre  les  forces  motrices  impri- 
mées et  celles  qui  otil  lieu,  conditions  qui  doivent  exister  en  vertu  dii 
principe  gt^néral  du  mouvement,  étant  énonctes  d'après  le  principe  des 
vitesses  virtuelles,  donnent  l'équation 

I  64 
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f      S  \m{Pâp  +  Qà(/  +  Hàr +  eic.)\ 

1264.  L'équation  (v^),  de  l'article  précédent,  est  composée' de  deux 
parties  ,  savoir,  la  somme  2\m(Pà/f  +  Çà//  +  Ràr  + etc.)  \  qui  , 
art.  5o6,  est  la  quantité  à  égaler  à  zéro  pour  exprimer  que  les  puissances 
P',P",  etc. ,  Ç' ,  Q" , etc. ,  R',  H",  etc.,  etc.  etc.,  appliquées  aux  diffé- 
rents points  du  système ,  se  font  équilibre ,  et  la  somme 

-,  f       fd^T  . ,  ddy    ,  ddz    ^  W   , 

2f{  ml Jx  A r^^—  or  +  — : —  àz  lî  due  au  mouvement  qui 

a  lieu  lorsque  les  puissances  ne  se  font  pas  équilibre;  cette  équation 
est  donc,  en  général,  pour  la  science  de  l'équilibre  et  du  mouvement, 
ce  que  l'équation  déduite,  d'abord,  du  principe  des  vitesses  virtuelles, 
était,  pour  la  partie  de  cette  science  qui  concerne,  particulièrement^ 
l'équilibre;  et  on  voit,  en  effet,  que  l'équation  de  l'art.  5o6  n'est  qu'un 
cas  particulier  de  l'équation  {A). 

is65.  Le  mouvement  des  corps  composant  le  système  peut  être 
modifié  par  des  résistances  qui  dépendent  ou  de  ce  mouvement  même, 
ou  des  pressions  que  ces  corps  exercent  les  uns  sur  les  autres  ;  telles 
seraient  la  résistance  d'un  milieu  et  le  frottement.  Pour  avoir  égard  à  la 
première  espèce  de  résistance,  on  se  rappellera,  art.  739,  qu'elle  jjeut 
être  considérée  comme  une  force,  ordinairement  proportionnelle  à  une 
fonction  de  la  vitesse,  et  agissant  toujours  en  sens  contraire  du  mouve- 
ment actuel.  Ainsi  l'action,  sur  un  point  matériel ,  de  cette  force  que 
je  désigne  par  r_,  est  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  courbe  que  jarcourt 
ce  point ,  et  son  moment  =3  ràp  ;  en  appelant  ^  une  longueur  arbi- 
traire prise  sur  la  tangente,  à  partir  du  point  mobile.  On  a,  en  repré- 
sentant par^,  ^  et  y  les  coordonnées  de  l'autre  extrémité  de  ç 

p=K^—^y + Cr— -«)' + (* 
e  e 

la  distance  p  étant  absolument  arbitraire ,  rien  n'empêche  de  la  regarder 
comme  infiniment  petite  et  de  poser  la  condition  p  =  dsj  d'où 
ce — X-=zdx,y — fiz=djf  i-~j>  =  dz 
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"(■) 'e-^'-^^'y^'ir''-'        ' 

-valeur  qui,  adaptée,  convenablement,  aux  différents  cas  particuliers, 
fournira  le  moyen  d'introduire  dans  l'équation  (u4)  de  l'art.  i263,Ies 
moments  des  puissances  que  représente  la  résistance  du  milieu. 

L'équation  précédente  est  établie  dans  l'hypothèse  de  l'immobilité 
du  milieu  dans  lequel  se  meuvent  les  corps  du  système;  si  ce  milieu 
est  lui-même  en  mouvement,  sa  résistance  n'a  d'effet  qu'en  vertu 
des.  vitesses  relatives;  en  désignant  par  d^ ,  dri  et  d(^ ,  les  espaces 
élémentaires  respectifs  qu'il  parcourt  parallèlement  aux  ^  jjr  et  z  pen- 
dant que  le  point  dont  je  viens  de  parler  décrit  l'élément  tis,fia 
l/'dx^  +  dj^  +  dz^  de  sa  trajectoire,  et  faisant 

da=y{dx—d^Y  +  {dj—dnY  +  {di  —  dH^Y 
la  val.eur  de  dç,  donnée  cl  -  dessus ,  se  changera  en 

/    s  .         d:c  —  dS,    .  dv — dn    .      .    dz  —  de    , 

1266.  J'ai  supposé  que  les  actions  des  forces  appliquées  au  système 
étaient  soumises  à  la  loi  de  continuité ,  mais  si  ces  actions  étaient 
telles  qu'il  en  résultât  des  changements  brusques  dans  l'état  du  sys  - 
téme  ,  il  n'y  aurait  qu'à  substituer  ,  aux  forces  motrices  imprimées  , 
les  quantités  de  mouvement  imprimées^  et  ,  aux  forces  motrices  qui 
ont  lieu,  les  quantités  de  mouvement  qui  ont  lieu  ;<•  soient  se  y  x, 
p ,  etc.  les  vitesses  Hnies  imprimées  à  la  molécule  trij  dans  les  di  • 
rections  des  lignes;?,  q ,  r,  etc.,  et  x^  ^»  <?»  I^  composantes,  res- 
pectivement parallèles  aux  «,  ^  et  z  ,  de  l'augmentation  ou  de  la 
diminution  finie,  de  la  vitesse  antérieure,  qui  en  résultera  pour  cette 
molécule',  eu  égard  tant  aux  impulsions  st,  x,  ç,  etc.,  qu'à  sa  liaison 
avec  les  autres  points  matériels  du  système,  l'équation  {A),  ci«dessus 
citée  deviendra 

0  =  /       ^\fn{jrâp  -^  xà^  +çàr-V^lQ.)\  (^^ 

\^£\fA(xàx^^ày  +  c^àz)\  •■'      ^ 

Je  vais  maintenant  déduire,  de  l'équation  (j4),  les  propriétés  com- 
munes ,  sans  exception,  à  tous  les  cas  de  mouvement  des  systèmes 
d'une  nature  quelconque,  et  les  démonstrations  les  plus  générales  des 
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principes  do  la  conservation,  du  mouvement  du  centre  de  gravité , 
des  aires  j  de  la  conservation  des  forces  vives  et  de  la  moindre 
action ,  principes  dont  j'ai  déjà  entretenu,  plusieurs  fois,  les  élèves, 
mais  dont  je  me  réservais  de  leur  donner  la  théorie  complète,  avec  ses 
principales  conséquences,  lorsqu'ils  auraient  été  suffisamment  pr^-parés 
à  cette  étude. 

Principe  de  la  conservstioD  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

laôy.  Le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  a  été  démontré,  art.  1114.  et  suivants^  mais  il  n'en  sera  que 
plus  utile  de  le  donner  pour  premier  exemple  de  l'application  de  la 
formule  générale  du  chapitre  précédent  ,  afin  de  bieu  faire  concevoir 
et  l'usage  et  les  avantages  de  cette  formule. 

Les  axes  des  x^y  et  z  étant  fixes  dans  l'espace,  et  x,,y,,  z,  étant, 
à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  les  coordonnées  particulières 
dun  point  déterminé  du  système,  soient,  au  même  instant, 

x  =  ^,  +  $ijr=jr,  +  7i;  z  =  s,  +  C 
^,  n  et  4*  seront  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  système, 
par  rapport  à  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés  fixes,  et  se 
coupant  au  point  qui  a  Xf,y^,  et  %,  pour  coordonnées  particulières, 
point  qui  est  l'origine  des  ^,  n.  et  4*. 

On  déduit  des  équations  précédentes. 

àx=-àx,-\-à^;  dj  =  dj,  +  ân;  às=ds,  +  âC 

1268.  Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  (j4)  de  Vav 
ticle  1263,  j'observe  que  les  forces  auxquelles  le  système  se  trouve 
soumis  sont,  en  général ,  ou  internes  ou  extérieures ,  les  premières 
provenant  des  actions  que  tes  parties  du  système  peuvent  exercer  les 
unes  sur  les  autres,  et  les  dernières  élant-indépendantes  de  ces  actions. 
Supposons  que  les  forces  de  la  première  espèce  existent  et  qu'un  point 
quelconque  du  système  attire  chacun  des  autres  proportionnellement 
à  sa  masse  et  à  une  certaine  fonction  de  la  distance  ;  imaginons,  pour 
plus  de  facilité,  le  système  divisé  en  molécules  de  même  masse,  îi  est 
évident  que  l'action  et  la  réaction,  qui  auront  lieu  entre  deux  molé- 
cules quelconque,  seront  égales  et  dirigées  en  sens  contraires;  donc 
les  termes  que  ces  molécules  introduiront  dans  la  somme 


y  Google 


Section  quatrième.  509. 

S\  m  (Pàp  +  Qâq  +  etc.)  j  se  détruiront ,  et  il  ne  restera,  sous  le 
signe  ^,  que  les  fermes  dûs  aux  actions  des  forces  extérieures.  Celles-ci 
étant ,  conformément  aux  lois  les  plus  générales  de  la  nature ,  supposées 
fonctions  des  distances  de  leurs  points  d'application  à  leurs  centres 
d'action^  qui  sont  des  points  fixes  pris  sur  leurs  directions,  on  peut, 
art.  824 ,  les  décomposer  ,  chacune  ,  en  trois  autres ,  parallèles  aux 
x^jy  et  z  et  dont  les  valeurs  sont  des  fonctions  des  coordonnées  .t_, 
_^  et  «  du  point  d'application;  X,  y  et  Z  étant  les  sommes  respectives 
de  ces  composantes  pour  un  des  points  du  système,  on  a,  art.  477, 

Xâx  +  ràjr  +  Zài=^Fàp+  Çàç  +  Bâr  +  etc. 

et  ces  valeurs  introduites  dans  l'équation  (jé)  de  l'article  ia63,  U 
cliiingcnt  en 

On  conçoit  aisément  qu'il  faut  étendre ,  aux  chocs  qui  s'exercent 
entre  les  corps  du  système,  ce  qui  est  dit,  précédemment,  sur  leurs 
actions  réciproques.  Les  termes  introduits,  par  les  chocs ,  dans  l'équa- 
tion (j^')  de  l'art,  ia.66 ,  doivent  se  détruire  d'eux-mêmes,  puisque 
l'égalité  et  les  directions  contraires  de  l'action  et  de  la  réaction,  existent, 
entre  deux  corps  qui  se  choquent,  comme  entre  deux  corps  qui  s'at- 
tirent ou  se  repoussent. 

12Ô9.  Remplaçant, dans  l'équation  (B)  de  l'article  précédent,  àx^ 
àj-,  dz  par  leurs  valeurs  données  ci-dessus,  on  aura  des  termes  mul- 
tipliés par  àcCf,  ày,,  ai,,  dans  lesquelles  ces  variations  pourront  être 
mises  hors  du  signe  S,  puisqu'elles  ?e  rapportent  à  un  point  parti- 
culier du  système,  ou  qu'elles  n'énoncent,  en  général,  que  des  varia- 
tions de  distances  entre  les  plans  coordonnés  Hxes,  et  les  plans  qui  leur 
sont  parallèles  et  qui  passent  par  ce  point  particulier;  de  plus,  ces  va- 
riations (/a?,,  ây,,  as,,  entièrement  indépendantes  les  unes  des  autres, 
le  sont  aussi  des  variations  âÇ,  àri,  â!^  qui  se  rapportent  spécialement 
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aux  plans  coordonnés  mobiles;  donc  les  termes  multipliés  i^ir  J-r,, 

ftj',,  àz,,  doivent  être,  séparément,  égaux  à  zéro,  ce  qui  donne 


(')• 


Ce*  équationi  cor- 
respondent aux  équa~ 
liong(i)  de  l'art,  iiao. 


Supposons,  maintenant,  que  le  point,  dont  les  coordonnées  sont  x,r 
ji,  et  s,,  est  le  centre  de  gravité  du  système,  on  aura 
Z(fm)=o;  2:(ï!m)  =  o;2;(rm)  =  o 
et,  en  difFérentiant  par  rapport  au  temps, 

ces  valeur*  étant  introduites  dansceltes  de  21  m  — -, —  1,^1  "-r^  I» 


"  I  "^—TTT  I ,  on  a 


dt'J' 


et  les  i^uations  (i)  deviennent 


w- 


ddy, 


-S(m)  —  S(Xm)  =  o 


•^S{m)~S(Zm). 
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équations  équivalentes  aux  équations  (3)dctart.  r  120,  et  par  lesquelles 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  centre  de  gravité  se  trouvent 
déterminées. 

Si  le  système  ne  se  meut  qu'en  vertu  d'impulsions  initiales,  on  fera 
X^  o ,  y=  G,  Z  =  o ,  et  intégrant  on  aura  les  équations  de  la  fin  de 
l'art.  Il  19;  enfin  on  a  vu,  par  l'article  précédent,  que  le  mouvement 
de  ce  centre  est  entièrement  indépendant  des  actions  réciproques  que 
les  corps  exercent  les  uns  sur  les  autres,  soit  par  attraction,  soit  par 
choc  ou  par  pression,  propriété  dont  la  démonstration  avait  déjà  été 
donnée,  article  1 1 18;  les  équations  (2)  nous  redonnent  donc  ce  résultat 
général:  «  Lorsqu'un  système  n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure, 
«  quels  que  soient  les  mouvements  de  ses  diverses  parties,  dûs  tant  à  des 
«  impulsions  initiales  qu'à  des  forces  internes,  son  centre  de  gravité, 
«  ou  est  en  repos,  ou  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme, 
«  dû  aux  impulsions  initiales,  et  qui  se  détermine  par  les  équations  (2) 
«  de  l'art,  i  iu2,  comme  si  le  système  étoit  de  forme  invariable,  sans 
«  avoir  égard  autjbrces  internes  ,  ou  en  considérant  ces  forces  et  les 
«actions  réciproques  par  chocs  ou  pressions  comme  si  elles  n'exîs- 
«  taient  pas.  » 

J'ai  indiqué,  art.  1182  et  suivants,  quelques  cas  dans  lesquels  ces 
mêmes  propriétés  auraient  lieu ,  quoique  le  système  fût  sollicité  par 
des  forces  extérieures. 

Principes  des  aires.  ■ 

1270.  Les  variations  àp ,  àq j  àr,  etc.,<f3:j  ây ,  ai,  qui  entrent 
dans  la  formule  générale  (^)  de  l'article  t263,  doivent  être  assu- 
jetties aux  conditions  énoncées,  art.  4-58,  mais  il  y  a  une  infinité  de 
manières  de  satisfaire  à  ces  conditions.  Considérons,  au  bout  du  temps /^ 
un  système  de  points  matériels  en  mouvement  ,  les  positions  de  ces 
points  étant  rapportées  aux  trois  axes  coordonnés  fixes  des  x ,  y  et  z, 
et  imaginons ,  au  bout  du  temps  /  ^  un  second  système  de  points , 
semblable  et  égal  à  celui  dont  il  s'agit,  et  posé  de  manière  que  le  premier 
système  se  confondrait  avec  lui  s'il  tournait  d^abord  d'une  quantité 
angulaire  à^  autour  de  l'axe  des  z^  ensuite  d'une  quantité  angulaire 
âta  autour  de  l'axe  des^^  et,  enfin,  d'une  quantité  angulaire  d-^  autour 
de  l'axe  des  Xi  les  arcs  à4>i  àa  et  â\{i  sont  indépendants  les  uns  des 
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autres,  et  de  valeurs  absolues  entièrement  arbitraires,  pourvu  qu'ils 
soient  infiniment  petits;  de  plus   l'origine  des  coordonnées  est  fixe  prn  - 

dantles  trois  rotations  desquelles    résultent  les  variations 

1S71.  Chacun  des  points  du  second  système,  dont  il  a  été  question 
dans  l'article  précédent,  se  trouve,  ainsi,  placé  avec  le  point  qui  lui 
correspond  dans  le  premier  système,  sur  une  même  surface  sphérique, 
dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées;  et  en  projetant  l'arc 
élémentaire  de  grand  cercle,  compris  entre  les  deux  poicts.sur  la 
direction  de  la  puissance  appliquée  au  point  du  premier  eytième,  on 
a,  art.  455,  la  distance  élémentaire  par  laquelle  il  faut  multiplier  cette 
puissance  pour  avoir  son  moment. 

Il  suit  de  là  que  les  moment»  de  celles  des  forces  extérieures  dont 
les  directions  passent  par  l'ongine  des  coordonnées  sont  nuls,  puisque 
les  surfaces  sphériques,  sur  lesquelles  se  prennent  les  distances  élémen- 
taires à  projeter,  sur  ces  directions,  leur  sont  perpendiculsires.  Quant 
aux  forces  inlervesj  (celles  qui  résultent  des  attractions  réciproques 
des  corps  )  leurs  momeiils  sont  nuls ,  par  les  raisons  précédemment 
données,  quel  que  soit  le  mode  de  détermination  des  moments,  et  ce 
que  je  dis  ici  des  forces  internes ,  doit  s'appliquer  aui  actions  que  les 
corps  du  système  peuvent  exercer  les  uns  sur  les  autres,  par  pressions 
et  par  chocs. 

1272.  Substituant  dans  l'équation  générale  (B)  de  l'art.  1268,  les 
valeurs  de  âx,  dy ,  èz,  données  par  les  équations  (*Q)  de  l'ar- 
ticle 1270,  on  a,  en  observant  que  les  variations  d^,  àta,  â\l>  sont 
communes  à  tous  les  points  do  système. 

(.) +  "'«'£  {".(x=-z._  i^£^^î£^)|  _  , 

et  l'indépendance  entre  les  variations  â^ ,  àa,  dil  donne  les  trois 
équations  séparées 
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(  ^  rj  zddx  —  xddz         \\ 


dont   on  reconnallra  aist-ment  l'identité   avec  les  équations  (i)  de 

l'arl.  1 120;  on  a  xddy — yddx^  di^xd^ — j-dx)  j 

2  ddx — xddz  =  d{z  dx — xdi)  i  jddz  —  s  ddjy=d{  y  dz — s  dy^  ; 
et,  art.  838,  les  quantités  xdjy — jdx ,  zdx — xdz,jrdz — zdjy 
sont  les  doubles  des  projections  respectives,  sur  les  plans  xy ,  xz 
et  jrz^  de  l'aire  élémentaire  engendrée  dans  l'espace,  pendant  l'instant 
dtj  par  le  rayon  vecteur  du  point  dont  les  coordonnées  sont  Xjjr 
et  z.  Les  équations  (2)  renferment,  ainsi,  sous  un  |>oint  de  vue  gé- 
néral et  applicable,  sans  exception,  à  toute  espèce  de  système,  le 
principe  dtt  aires  j  dont  les  équations  de  l'art.  887  n'offrent  qu'un 
cas  particulier. 

1273.  Lorsque  le  système  est  entièrement  libre,  les  équations  de 
l'article  précédent  ont  lieu,  quelque  part  qu'on  prenne  l'origine  com- 
mune des  coordonnées  x,j,  s  et  des  rayons  vecteurs  qui  décrivent 
les  aires  instantanées  ^(xdy — ydx),  ~(zdx — xdz),  ~{ydz  —  zày). 
Il  n'en  est  pas  de  même,  lorsque  le  système  a  un  point  fixe,  car  si  on 
place  l'origine  ailleurs  qu'à  ce  même  point,  les  quantités  ô^,  âtOj  âii/ , 
définies  art.  1270,  ne  peuvent  plus  être  communes,  chacune  en  par- 
ticulier, à  tout  le  système,  et  entièrement  indépendantes  entre  elles, 
conditions  d'après  lesquelles  les  équations  (2)  de  l'article  précédent 
ont  été  établies;  le  p^int  fixe  est  donc,  dans  ce  cas  le  seul  de  l'espace 
où  on  puisse  placer  l'origine  pour  que  les  équations  citées  aient  lieu. 

Après  avoir  ainsi  placé  l'origine  à  un  point  fixe  du  système,  s'il 
existe,  dans  ce  système,  un  autre  point  qui  soit  fixe  aussi ,  on  retom- 
bera encore  dans  l'impossibilité  d'avoir  les  trois  quantités  rf^,  àa,  dip 
communes  à  tous  les  éléments  de  masse;  mais,  en  prenant  la  ligtK 
qui  passe  par  ces  deux  points  fixes  pour  un  des  axes  coordonnés,  pour 
l'axe  des  s  par  exemple,  on  fera  â&  =  o,  rfi^=:0,  on  aura',  ar- 
ticle i2jo,àx=: — j)'dipjàj'=xd<pj  àz=o,et  ces  quantité»  substi  ■ 
I  ^      -  65 
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tuées  dans  l'équaiion  générale  (S)  de  l'art.  ia68,  conduiront  à  l'équa- 
tion unique 


.(Xy-l-^)- 


xddy — y  dd: 
"  dl^ 


0}„ 


On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  partant  de  la  proposition 
de  Part.  384,  ^^  j'^i  <^it  ^'^^  l'équilibre  d'un  système  quelconque  devait 
satisfaire  aux  conditions  de  l'équilibre  d'un  corps  de  forme  invariable^ 
proposition  qui  a  servi  de  base  à  la  théorie  du  mouvement  du  centre 
de  gravité,  exposée  art.  1 1 1 4  et  suivants,  et  conduit  aux  équations  (  i  ) 
et  (a)  de  l'art,  nao,  desquelles  on  pourrait  déduire  les  résultats  ob- 
tenus depuis  l'art.  1267. 

1274.  Losqueles  points  du  système,  supposé  libre,  ne  sont  sollicités 
que  par  des  forces  dirigées  sur  l'origine  des  coordonnées,  et  par  des 
forces  internes  dues  aux  actions  que  ces  points  exercent  les  uns  sur  les 
autres  j  tous  les  termes  des  équations  (a),  de  l'article  1273,  qui 
contiennent  X^  Y ,  Z  disparaissent  et  il  reste 
xddy  —  yddx  \ 


(■)• 


zddx  —  xddz 


s^yi±:r^àdy_\^ 

OU,  en  intégrant  par  rapport  au  temps, 


W- 


dl' 


^  f      zdx —  xàz 
■\r 5i 

\  dt 


les  rapports  entre  l'élément  du  temps  et  les  sommes  des  produits  de» 
masses  par  les  piojections  des  aires  élémentaires  sont  des  quantités 
constantes;  les  équations  de  l'art.  840  nous  ont  déjà  fait  connaître  que 
le  mouvement  d'un  point  matériel  jouissait  de  cette  propriété,  dont  le 
mouvement  des  corps  célestes  nous  a  fourni,  art,  884  et  suivants,  une 
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belle  application  j  et  nous  voyons,  par  les  équations  précédentes, 
qu'elle  appartient  k  un  système  assujetti  à  des  conditions  quelconques. 
layô-  On  conclut  aisément  de  ces  équations  la  propricté  rela- 
tive aux  aires  finies,  mais,  pour  mettre  cette  conclusion  dans  tout 
son  jour,  je  représente  par  ja,,  ^a,,,  f  «„,  les  sommes  des  produits 
des  masses  par  les  projections  des  aires  finies  engendrées  au  bout 
du  temps  tj  projections  faites,  respectivement,  sur  les  plans  des  xjr^  xz 
etjrzj  on  aura 

Z  )  m{xdy — ydx^\  =  da,    1     On  «upposera,  dans  la  suite  du  cal" 
^  \  m  (^zdx  —  xdz')\  =^da„    Vcul,  que  les  valeurs  a/^o,  fl,/  =  o  , 
Z  \  m  (jydx  —  xdy)\  =:  da,„y/'f  =  ° }  ''^  (=o  ont  lieu  ensemble. 
et  en  difTérentiant 

S  \  m(xddjr  — j-ddx)  \  =idda, 
S  {  m(zddx  —  xddz)  \  =  dda„ 
^  \  m{yddx  —  xddy)  \  ^  dda,„ 
substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a)  de  l'art.  137*,  on  les 
change  en 

idda,    ='E\m{Yx  —  Xy)\dl^ 

(r) \dda„  ^  S  \m{Xz— Zx)\dl» 

idda,„=i:  \m{Zy  —  rz)\dt> 

et  ces  dernières  équations,  lorsque  les  puissances  du  système  se  réduisent 
aux  action»  réciproques  des  corps ,  deviennent 

(a) ddaf-=^o,  ddaff=o;  ddam'^o 

d'où  ,  en  observant  qu'on  a ,  par  hypothèse ,  au  premier  instant 
a,  =  o,  a,,-=Ot  a,„-=o,  /=o, 
-,  {da,  =  c^ts  da„  =  c„dtj  da,„  —  c,„t 

^  a,  =  CftJ  a„  =  c„t }  a„,  =  c,„t 
les  sommes  des  produits  des  masses  par  les  projections  des  aires  décrites 
pendant  le  temps  t,  sont  proportionnelles  à  ce  temps;  c'est,  dans  le 
sens  le  plus  étendu,  le  théorème  de  l'art.  840,  et  la  propriété  énoncée 
par  les  équations  (3)  constitue,  spécialement,  ce  qu'on  appelle  le 
principe  de  la  conservation  des  aires. 
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Du  plan  invariable. 

1 376.  L'identité  entre  les  expressions  des  aires  et  celles  des  moments 
a  été  démontrée,  avec  tous  les  développements  nécessaires ,  dans  la 
Statique,  art.  200  et  suivants;  les  questions  de  mouvement  nous  ont 
fourni,  art.  889,  une  première  occasion  de  faire  le  rapprochement  de 
ces  expressions,  et  les  équations  (2)  de  l'art.  1272  nous  en  offrent  une 
seconde  dans  un  cas  général  qui  comprend  celui  de  l'art.  889.  Il  est 
aisé  de  voir  que  les  équations  citées  énoncent  l'égalité  à  zéro  des  sommes 
des  moments,  tant  des  forces  motrices  imprimées,  que  des  forces  motrices 
qui  ont  lieu,  en  prenant  les  forces  de  l'une  de  ces  deux  classes  avec  des 
sens  d'actions  contraires  à  ceux  suivant  lesquels  elles  agissent  effec- 
tivement. C'est  de  ces  mêmes  équations  que  j'ai  ensuite  déduit  les 
équations  (2)  de  l'art.  1274  et  les  équations  (3)  de  l'art.  1376,  qui 
renferment  le  principe  de  la  conservation  des  aires  j  dans  le  sens  qu'on 
attribue  ordinairement  à  cette  dénomination. 

Les  premiers  termes  de  ces  équations  (2),  article  1374,  sont 
les  sommes  des  moments  des  quantités  de  mouvement  qui  ont 
lieu,  prises  par  rapport  à  chacun  des  axes  des  z  j  jr  et  x\,  les 
composantes  parallèles  aux  x^j"  et  z,  de  ces  quantités  de  mouve- 
ment, étant,, pour  la  molécule  m^  dont  ccyj  et  z  sont  les  coor- 
données, égales  à  m  — r~  >  ™  — r—j  "*  —7-  i  ^a™  le  cas  de  l'article 
^  di  dt  '        dt 

cité,  les  sommes  des  moments  dont  il  s'agit  sont  constantes  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  et  je  les  ai  représentées  pariV^  A/ et  h. 
Soient  A  ,  B  et  C  les  angles  respectifs  que  forme  avec  les  x,  les  j*" 
et  les  Z}  la  droite,  passant  par  l'origine,  par  rapport  à  laquelle  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouTement  qui  ont  lieu  est  un 
maximum j  on  aura,  art.  170,  en  désignant,  par  K  ce  moment 
maxim.um,. 

(2) cos.yf  =  -=T-i  COS.  JD=  -^;  COS. 6=  -=s-. 

A  A  A 

Ces  valeurs,  applicables  à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  étant 
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constantes  ,  le  plan  passant  par  l'origine  et  perpendiculaire  à  l'axe 
déterminé  par  les  angles  A ,  B ,  C,  &,  par  conséquent,  une  position 
invariable,  d'oCi  on  a  donné  à  ce  plan,  qui  forme  avec  ceux  des^z^ 
xt  et  xj  les  angles  respectifs,  A ,  B  et  C,  le  nom  de  plan  invariable. 
J'ai  donné,  art.  1 148  et  suivants,  un  exemple  de  son  emploi,  dans  les 
probit'mes  de  dynamique,  très-propres  à  en  faire  connaître  les  avantages  ; 
on  a  vu  aussi ,  ait.  207,  sa  propriété  relativement  aux  aires ,  mais  les 
déterminations  qui  concernent  ce  plan  ,  sont  présentées  ici  sous  uo 
point  de  vue  beaucoup  plus  général. 

1277.  Le  plan  invariable  existera  toutes  les  fols  que  les  corps  du 
système  ne  seront  soumis  qu'à  leurs  attractions  mutuelles  et  à  des 
forces  extérieures  constamment  dirigées  sur  l'origine.  Sa  détermination 
exige  que  l'on  connaisse,  à  un  certain  instant  du  mouvement,  les  masses, 
les  positions  j  les  vitesses  et  les  directions  de  tous  les  corps  du  système, 
données  au  moyen  desquelles  on  calculera  les  premiers  membres  des 
équations  (2)  de  l'article  1274^  respectivement  égaux  aux  sommes  de 
moments  L  ,M.  et  A'. 

Si  après  avoir  déterminé  la  position  de  ce  plan,  on  ie  prend  pour 
un  des  plans  coord<Hinés ,  pour  le  plan  des  x ,  jf  ^  par  exemple,  la 
somme  iVdes  moments,  par  rapport  à  l'axe  des  s,  deviendra  le  moment 
maximum j  et  on  aura ,  art.  176,  ^=0,  L=.o,  ces  derniers  mo- 
ments se  rapportant  k  des  axes  situés  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  du  plus  grand  moment.  C'est  cette  propriété  qui  constitue  l'avan- 
tage principal  du  plan  invariable,  et  on  a  vu,  en  effet,  art.  ii6a, 
qu'en  prenant  ce  plan  pour  un  des  plans  coordonnés,  deux  des  cons- 
tantes arbitraires  qui  entrent  dans  les*  intégrales  des  équations  du 
mouvement  de  rotation,  s'évanouissent. 

1278.  ■W/j'/  et  a,  étant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  comp- 
tées sur  les  axes  fixes  des  x,  j^-  et  z,  faisons  passer,  ,  par  ce  centre, 
trois  axes  rectangulaires _,  parallèles  aux  axes  fixes  des  x ^y^  et  «^  dési- 
gnons par  ^j  >î  et  ^!es  coordonnées,  rapportées  à  ces  axes,  respective- 
ment pafallèles  aux  Xj  y  et  i,  nous  aurons ,  en  substituant  dans  les 
équations  (2)  de  l'article  1274,  les  valeurs  a:,  +  ^^Xjj', -H»;=:j' et 
2^  +  ^=3^  les  équations  suivantes  correspondantes  aux  équatioii$(i) 
de  l'article  11 23 
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(x,^,  — 8,^.T,)l'(m)  S\m{SilÇ 


^dOS 


dt 


dt 


(j/lT,—x,dj,)S(iri)  S]'7,(gdy,—nde)\ 


'  + 


or  le  mouvement  du  centre  de  gravité  étant  uniforme  et  rcctilîgne, 

et  ai  étant  constant,  àx,,  dy,,  et  di,  le  sont  aussi  et  on  a  ,  en  dési  - 

gnant,  par  À,  et  B,,  les  valeurs  que  prennent  x,  ety,  lorsque  s,  =  o 

dy,  y,  —  B,    _   dz,    z,  _    dx,    x,  —  A, 

s,        ''    dx. 


dz, 
d'où 


fdy, — J,di,  


B,dz 
dl 


x,dz, —  ",dXf 


A,dz, 


B,d3c, ■tidy, 

dl 


y,dx  —  Xt'^y, 

Les  a",  membre»  de  ces  équatiom  sont  invariables  puisque  dx,,  dj„d%, 
et  dl  sont  des  dlfférenli elles  constantes  ;  les  i«".  membres  sont  donc 
aussi  invariableSi  et  y ,  X,  (i  étant  des  constantes,  les  équations  (m) 
prennent  les  formes  suivantes,  qui  sont  les  mêmes  que  celles  des  équa- 
tions (a)  de  l'art.  1^74,  et  deviennent  exclusivement  applicables  aux 
coordonnées  dont  ce  centre  de  gravité  est  l'origine,  et  aux  mouvements 
des  molécules  du  système,  par  rapport  à  ce  centre. 

t       {     t    dv  Aï^W  i  FaÎMntle  momeot  muïmum 


(3). 


valeur! ,  -r->  —f  « 


angle*  reapcctifi  fonDéipar  le 
plan  invariable  et  pat  Ici  plani 
ileix^,xr«  tXyz  amont,  pour 

^     ■> 

Les  valeurs  des  moments  constants  v ,  fi ,  À^a  substituera  N,  M 
et  L,  dans  les  équations  (a)  de  l'art.  ia.j6,  pour  avoir  la  position  du 
plan  invariable  passant  par  le  centre  de  gravité,  sont  donc  absolument 
■  indépendantes  de  la  vitesse  propre  de  ce  centre  et  de  sa  position  dans  l'es- 
pace; ce  plan  se  détermine  par  la  connaissance  tant  de  la  forme  du  système 
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que  des  mouvements  de  ses  différents  points  autour  da  centre  de  gravité. 

1279.  Lorsque  les  calculs  de  la  position  du  plan  invariable,  passant 

par  le  centre  de  gravité  du  système,  sont  faits  d'après  des  valeurs  de 

d^        dr        dr  .  ,,        , 

5j  )îj  Q}  — V — ,-   ,     )  ■   ,-  3   exiJtantes    ensemble  ,   a    une  époque 

particulière  du  mouvement,  cette  position  se  trouve  déterminée  jwur 
tous  les  instants  du  mouvement  tant  antérieurs  que  postérieurs  à  celui 
auquel  se  rapportent  les  calculs,  le  plan  dont  il  s'agit  demeurant  toujours 
parallèle  à  un  plan  fixe,  dans  l'espace,  pendant  qu'il  se  meut  avecle  centre 
de  gravité;  (le  mouvement  du  système  n'est  censé  dû  qu'à  des  impulsions 
initiales  et  aux  attractions  que  ses  diverses  parties  exercent  les  unes  sur 
les  autreSj  et,  par  conséquant,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est 
uniforme  et  rectiligne).  Cette  belle  propriété  est  une  conséquence  immé- 
diate des  équations  (3)  de  l'art,  précédent,  par  lesquelles  on  voit  que  les 
angles  formés  par  le  plan  invariable  et  par  des  axes  parallèles  à  des 
lignes  fixes,  dépendent,  exclusivement,  des  quantités  v j  (i  ^i  X  qui 
sont  les  mêmes  à  chaque  instant  ;  mais  il  sera  bon  de  remarquer  qu'elle 
est,  aussi,  une  des  conséquences  importantes  de  la  théorie  àes  moments 
et  des  aires  exposées  art.  1 5y  et  suivants,  et  les  ihéorî-mes  d'où  elle  se  dé- 
duit particulièrement  sont  consignés  dans  les  art.  182  et  i83.  On  voit,  par 
ces  articles,  que  l'axe  du  moment  maximum,  qui  est  perpendiculaire 
au  plan  invariable,  forme  un  angle  constant  avec  chacun  des  axes  co- 
ordonnés lorsque  l'origine  se  meut  sur  une  parallèle  à  l'axe  que  j'ai 
désigné  par  ligne  (/î),  et  qui  est  parallèle  à  la  résultante  générale 
qu'auraient  les  forces  si  elles  étoient ,  chacune  parallèlement  à  sa 
direction,  appliquées  à  un  même  point  de  l'espace.  Or,  dans  le  cas 
dont  il  s'agit  ici ,  les  forces  à  considérer  sont  les  quantités  de  mouve- 
ment qui  animent  tous  les  éléments  de  masse  du  système;  les  moments 
de  ces  forces,  seules  données  du  calcul,  sont  invariables,  et,  d'après 
les  propositions  précédemment  démontrées  sur  le  mouvement  du 
centre  de  gravité,  la  ligne  droite  qu'il  parcourt  est  précisément  sur  la 
direction  de  la  résultante  de  toutes  les  quantités  de  mouvement  dont 
je  viens  de  parler;  en  les  supposant  dirigées  sur  ce  centre  parallèlement 
k  leurs  directions  respectives. 

Les  pressions  et  les  chocs  que  les  corps  du  système  peuvent  exercer 
les  uns  sur  les  autres  n'apportant  aucun  changement  aux  phénomènes 
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qui  dépendent  de  la  conservation  des  aires  et  de  celle  des  moments 
^  j  ^  et  Vj  ne  doivent,  par  conséquent,  avoir  aucune  influence  sur  la 
position  du  plan  invariable  qui  est  déterminée  par  ces  moments;  il  est 
bien  entendu  que  les  chocs  dont  il  s'ngit  ici  sont  censés  être  indépen- 
dants de  toute  aciion  de  forces  extérieures,  et  provenir,  uniquement, 
du  mouvemeni  des  corp?,  déterminé  par  des  impulsions  primitives 
et  par  des  forces  internes.  (*) 

Du  principe  des  forces  vives. 

1280.  L'équation  générale  du  mouvement,  donnée  article  I263, 
[      S  \m{Pàp  +  Çdç  + Bâr+ etc.)  \ 


(A). 


^k^^-- ^<r.-^.. 


renferme  les  variations  àp,  rf^,  etc.  àx,  ày,  dzj  qui  sont  les  pro- 
jections, sur  les  directions  tant  des  forces  motrices  imprimées,  que 
de  celtes  qui  ont  lieu,  des  distances  infiniment  petites  entre  chaque 
point  du  système  que  l'on  considère,  et  chaque  point  d'un  autre  système 
fictif,  ce  dernier  étant  assujetti  &  cette  seule  condition  que  les  points 
du  système  réel  puissent,  sans  que  les  lois  de  leursHaisons  soient  violées, 
prendre  la  place  de  leurs  correspondants  dans  le  système  fictif. 

Or,  le  mouvement  même  du  système  faisant,  à  chaque  instant  , 
changer  tous  ses  points  de  position,  et  ce  changement  éttnt  supposé 


C)  Noire  syaléme  planétaire  doit,  Ires-probablement,  être  soumis  à  des 
actions  de  forces  extérieures,  capables  de  lui  donner  un  mourement  ]Tcnéral 
de  translation,  dans  l'espace,  mais  on  peut  conclure  des  observations  faites 
depuis  bien  des  siècles,  que  ces  forces  sont  dans  le  cas  de  l'art.  1182,  et  que 
la  translation  qui  en  résulte  ne  dérange  pas  sensiblement  les  mouvements  dûs 
aux  impulsions  initiales  et  aux  actions  réciproç[ues j  il  existe  doncj  dans  ce 
système,  an  plan  invariable  dont  la  position  se  trouve  dèteFminée  dans  Vex- 
position  du  système  du  monde,  4*.  édition ,  page  207 ,  où  on  voit  que  la  longi  - 
tude  de  son  nobud  ascendant,  rapportée  au  commencement  de  ce  siècle,  étoit 
de  114*, 7008  et  son  inrlinaison  à  l'écliptiquc  de  i'',7565  [division  centésimale 
du  cercle).  Voyez  les  formules  particulièrement  relatives  à  cette  détermina- 
tion ,  dans  la  mécanique  céleste  lîvrfc  a ,  art.  63. 
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avoir  lieu  sans  que  le  système  soit  dénaturé,  l'équation  précédente  doit 
être  satisfaite,  si,  k  un  instant  quelconque,  on  prend,  pour  système 
fictif,  le  système  des  points  dont  ceux  du  système  réel  occuperont  les 
places  dans  l'instant  suivant,  )e  système  fictif,  qu'on  choisit  alors,  rem- 
plissant évidemment  la  seule  condition  à  laquelle  il  est  assujetti  ;  mais, 
dans  ce  cas,  les  variations  à.T^  ày  ^  àz  deviennent  identiques  avec  les 
difTcrentielles  dx ,  dj,  dz,  doné  l'équation,  équivalente  à  celle  qui 
précède ,  posée  art.  1 368 , 

se  change  en 
iC)...s[m.tÉ±±ÈrÉ^±!liÉ±^J.\m(Xdx^rdy^Z<l.)\ 

is8i.  L'emploi  de  l'équation  précédente  donne  lieu  à  quelques  oh- 
servations  que  je  vais  d'abord  présenter  aux  élèves. 

Les  variations,  par  à,  qui  entrent  dans  les  équations  générales  des 
art.  ia63  et  ia68,  sont  indépendantes  du  mouvement  réel  du  système  ; 
la  translation,  de  laquelle  on  les  fait  dépendre,  est  entièrement  hypo- 
thétiqucj  et  il  suffit  que  cette  translation  puisse  avoir  lieu  sans  'violer 
certaines  conditions;  mars  il  peut  arriver  que  les  équations  qui  ex- 
priment ces  conditions  renferment  le  temps;  tel  serait,  par  exemple, 
le  cas  dans  lequel  un  des  corps  du  système  se  mouverait  sur  une  courbe 
ou  sur  une  surface  assujettie,  elle-même,  &  un  mouvement,  qui  suivrait 
une  certaine  loi ,  et  dont  l'équation  devrait  nécessairement  contenir 
le  temps  t}  cette  quantité  t  pourrait  être  assimilée  à  un  paramètre 
variable  dont  chaque  valeur  déterminée  correspondrait  à  une  position 
déterminée  de  la  surface;  ainsi  une  des  équations  de  condition  du  sys- 
tème serait  de  la  forme 

(c)  . . .  .y(/,  Xf,j^f,  z,j  x„,ji,,  x„,  etc.)  =  o 
Xf,x„,  etc.  y,,y„,  etc.  a„  z,„  etc.  étant  les  coordonnées  des  difTé- 
rents  points  du  système,  et  les  conditions  de  ce  système  étant  exprimées 
par  des  équations  entre  ces  coordonnées. 

I  €6 
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Lâi  translation  hypothétique  et  arbitraire  de  laquelle  dépend  Téquation 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  et,  par  conséquent ,  l'une 
quelconque  des  équations  générales  ci-dessus  citées,  change,  par  les 
projections  des  dista  ces ,  entre  les  points  homologues,  sur  les  directions 
des  puissances, a;,,  jf^,  z,;  «„,  etc.  en  x,  +  âx,,  y,  -^ày,,  s,,  -V  às,\ 
X,,  +  d.T„ ,  eic.  ;  et  ces  dernières  coordonnées  doivent  satisfaire  à 
l'équation  de  condition  (t);  donc  la  dilierentielle,  ou  variation ,  de 
cetle  équation,  par  à,  prise  en  regardant 7  comme  constant,  doit  être 
égale  à  zéro,  ce  qui  donne 

mais  la  différentielle  complète  de  (c)  prise  par  rapport  au  temps  /, 
en  considérant  toutes  les  coordonnées  des  points  du  système  comme 
des  fonctions  du  temps  qui  satisfont  à  cetic  équation,  cette  différen- 
tielle, dis-je,  doit  aussi  être  égale  Ji  zéro,  ce  qui  donne 

on  voit  que  cette  équation  satisfait  à  celle  qui  précède ,  en  faisant 
{ijc,=^dx,,  d'y,=dx,,  ây,=:dz,f  àx^^=dx,f,  etc.,  et  supposant 
le  terme  Tdt  nul  ;  et  puisque, sans  cette  dernière  condition,  la  coïn- 
cidence des  deux  équations  est  impos^sible,  ÏI  est  évident  que  l'équation 
(C)  de  l'article  précédent,  établie  d'après  les  valeurs  hypothétiques 
dXf  =  dXf,  ày,'=dy,,  etc. ,  n'a  lieu  qu'autant  que  les  équations  de 
condition  du  système  ne  renferment  pas  le  temps;  c'est  une  restriction, 
à  l'usage  de  cette  équation,  qu'il  était  nécessaire  d'indiquer. 

laSi.  J'ai  démontré,  art.  823,  que  l'expression -X"j/x+i^^^-f-2</5 
était  intégrable  par  elle-même,  lorsque  les  forces  P',  i"',  etc.,  dont 
X,  y  et  Z  sont  les  sommes  des  composantes ,  respectivement  pa- 
rallèles aux  Xjjy  et  2,  se  trouvaient  dirigées  sur  des  centres  fixes  et 
fonctions  des  distances  de  leurs  points  d'application  à  ces  centres.  11 
s'agissait,  dans  l'article  cité,  de  forces  appliquées  à  un  point  unique, 
^  et  l'expression  2  \  m{Xdx-\-ydy'\-  Zdi)  [qui  forme  le  a"  membre 
de  l'équation  (  C)  de  l'art.  1 280,  se  rapporte  k  un  nombre  quelconque 
de  forces  appliquées  à  différents  points;  niais  cette  expression  repré- 
sente la  somme  des  termes  m'  (  X"  dx'  -\-  Y'  dy'  -\-  Z'  d i'  ) 
m"  {X' dx"-{-r" dy"-\-Z" di"),  etc.,  relatifs  aux  forces  qui  soHi- 
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citent  les  masses  m-  i-m" ,  etc.  du  système,  et  on  peut  faire  sur  chacutr 
de  ces  termes,  le  même  raisonnement  qu'on  a  fait  sur  le  terme  unique 
de  l'art.  8s3;  la  propriété  démonirée  dans  cet  article  est  donc  appli- 
cable à  un  système  quelconque. 

Cette  même  propriété  s'étend  au  cas  des  attractions  mutuelles  des 
corps  du  système,  dans  l'hypothèse  où  ces  attractions  suivent  la  loi 
de  celles  du  système  du  monde,  cp  substituant,  seulement,  <l  l'iniirerse 
du  quarré  de  la  distance,  une  fonction  quelconque  de  cette  dis- 
tance. Pour  le  démontrer,  je  désigne,  par  m'  et  m",  deux  masses  du 
système;  par  r,  leur  distance,  et  pary  (/■)  une  fonction  de  cette  dis- 
tance telle  que  la  force  accélératrice,  imprimée  à  m" ,  en  vertu  de 
l'action  de  m' ,  soit  m'y(r),  la  force  accélératrice  imprimée  à  m',  en 
vertu  de  l'action  de  m"  étant  m" f{r)j  ces  expressions  m'Jlr)  et  m"f{f) 

représentent  — ?  et  — i-  de  l'article  916,  dans  le  cas  de  l'attraction 

newtonienne, -i-  étant  représenté  par _/"(/■). 

Soient  maintenant  x'  ,y ,  *';  x"  ,j" ,  3"  les  coordoiiRées  respec- 
tives de  m'  et  m" ,  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  ligne  r  et  par 

,                ,                                    ,    a^  —  -t"     ■y'  —  y"     *'  —  s"         , 
les  axes  des  a;  ,    y  et  x  serofit .,'i. ^ — , et  les 

composantes  de  m'J'(r)  et  Wy(r)  parallèles  aux  mêmes  axes  seront , 
en  faisant  attention  que  ces  deui  forces  accélératrices,  dirigées  en  sens 
opposa,  doivent! avoir  des  signes  diflférents 

,,, ,  «/— »"       ,-.,  y— y       ,j.f.  2'^*" 
"'/W      ;     --•  '"/W  ^  /    j  '"/w- — - — 

m"f{r) j   m"f{r)     ^     ^^      j   m"f(r)    _- 

d'où, on  tire  ■,      . 

ji:'dj/-\-r'dy^z(dz'=  -^!Zt±  j  [a/'— x']<ir'-j- {y"^^)dy+{z"—z'  )d^  \ 

et  la  quantité 
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que  les  forces  d'atlractiom  mutuelles^  de  m'  et  m",  introduisent  dans 

la  somme  £\  /n{Xdj-\'¥'d^-^Zdz)  \  a,  pour  valeur, 

or,  te  quatre  de  la  distance  r  a  pour  valeur 

,'=(x'-a;")'+{y-y')'+(»'-»")' 

et  eu  difTérentiant  cette  équation  on  trouve  une  valeur  de  dr  égale  à 
la  quantité  qui  multiplie  m' m" f{r) ,  dans  l'expression  {F),  prise  avec 
UD  signe  contraire,  donc 

équation  dont  le  2«  membre  est  la  différentielle  d'une  ceruine  fonction 

d'une  seule  variable ,  et  par  conséquent  intégrable  par  lui  -  même. 

1283.  Si  on  suppose  que  le  système  en  mouvement  se  trouve  dans 

les  cas  dont  il  est  question  aux  deui  articles  précédents,  et  si  on  fait 

^\tn{Xdx-\-Tdy-\-Zd%)\=d0,ovi  déduira  de  l'équation  (C) 

„           -.                                  dx>-\-dy*-\-ds.* 
de  l'art.  ia8o,en  faisant  attention  que A%    =  *^. 

, „-  x         VI        y«  1  ./^  "'  la  constante  arbitraire  îolrodnite 

\      '  *  '  '1       par  1  intégration. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  somme  des  ftM'ces  vives 
du  système;  le  second  membre  se  compose  d'une  quantité  invariable  K 
et  d'une  quantité  2  4P  qui  est  une  fonction  des  coordonnées  des  points 
dq  système  \  ainsi  ta  somme  des  forces  vives  ,  est,  à  un  instant  quel- 
conque ,  donnée  uniquement,  par  l«s  positions  des  points  du  système  , 
ou  par  -leurs  coordonnées,  la  constante  K  étant  préalablement  déduite 
de  valeurs  simultanées  et  conques,  de  2^(/nc*)  et  de  0\  2(ni»^)  est 
absolument  indépendante  des  courbes  parcourues  par  les  corps  en 
mouvement  depuis  l'instant  correspondant  à  la  détermination  de  la  cons- 
tante K,  qui  peut  être  ou  le  premier  ou  tout  autre  instant  du  mouve- 
ment, jusqu'à  l'instant  quelconque  auquel  se  rapporte  l'évaluation  de 
celte  sommer  laquelle  redevient  la  même  chaque  fois  que  les  positions 
des  points  du  système  et,  par  conséquent,  la  fonction  0  redeviennent 
aussi  les  même»;  et  .si  les  eorps  du  systènK  ne  sont  sollicités  par  aucune 
puissance,  c'est-à-dire,  si  <P=o,  el!e  est  constante  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 
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L'équation  (D)  de  laquelle  sont  conclues  toutes  ces  propriétés, 
énonce  le  principe  appelé  principe  générai  de  la  conservation  des 
forces  vives.  Les  élèves  se  rappelleront  que  ce  principe  a  déjà  été 
vérifié  dans  le  choc  des  corps  élastiques,  et  que  des  questions  traitées 
dans  cette  seconde  partie  du  cours  nous  ont  conduit  k  des  équations 
qui  sont  des  cas  particuliers  de  l'équation  (D). 

1284.  On  peut  imaginer  que  les  corps  du  système  agissent  les  uns  sur 
les  autres  par  l'intermède  de  ressorts  ;  et  pour  fixer  les  idées,  à  cet 
égard ,  on  peut  supposer  que  ces  ressorts  sont  de  l'espèce  de  ceux  qu'on 
appelle,  à  boudin,  formés  de  fils  élastiques,  tournés  en  spirales.  Un 
de  ces  ressorts,  contracté,  qui  se  trouverait  être  le  moyen  de  liaison 
entre  deux  corps,  pourrait  faire  alternativement  l'office  d'une  force  ré- 
pulsive ou  d'une  force  attractive  tendant  ou  à  éloigner  ou  à  rapprocher 
ces  corps  l'un  de  l'autre,  et  comme  l'hypothèse  la  plus  naturelle,  sur 
la  loi  de  cette  répulsion  ou  de  cette  attraction ,  est  de  dire  qu'elles  sont 
fonctions  de  la  longueur  du  ressort^  puisque  cette  longueur  détermine 
son  plus  ou  moins  de  contraction  ou  de  tension,  la  force  dont  je  parle 
se  trouve  dans  la  classe  de  celles  qui  rendent  intégrable  le  2«  membre 
de  l'équation  (C)  de  l'art.  1280. 

Les  phénomènes  du  choc  des  corps  élastiques ,  depuis  l'instant  du 
contact  jusqu'à  celui  de  la  séparation  des  corps  peuvent  être  assimilés 
à  ceux  qui  auraient  lieu  si  on  interposait,  entre  ces  corf^,  des  ressorts 
comme  ceux  dont  nous  venons  de  parier,  et  dont  la  masse  serait  sup- 
posée négligeable;  d'où  on  conclut,  d'après  ce  qui  est  dit  à  l'article 
précédent,  que  dans  le  cas  de  l'élasticité  parfaite,  la  somme  des  forces 
vives  est  la  même,  au  commencement  et  k  la  fin  du  choc,  les  corp» 
du  système  reprenant ,  au  2"  de  ces  instants,  leurs  figures  initiales, 
mais  que  cette  somme  doit  varier  pendant  ta  durée  du  choc. 


Perte  de  forces  vives  occuionnée  par  les  chaDgemenU  brusques  qui  peurent 
■urveoir  dans  le  système. 

ia85.  Lorsque  les  mouvements  des  corps  du  système  sont  modifiés, 
par  des  frottements  des  résistances  de  milieux,  et,  en  général,  par  des 
puissances  et  des  résistances  dans  tes  expressions  desquelles  entrent  les 
vitesses  ,  l'expression  £  {  m  (Xd.v-\-Fdjy  -\'Zd6)  |  n'est  plus  inté- 
grable par  elle-même;  il  y  a  une  perte  de  force  vive  qui  peut  aller 
graduellement  jusqu'à  son  extinction  totale. 
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L'évaluât  ion  de  cette  perle  dépend  de  la  loi  des  résistancfs  dont  la 
détermination  exacte  est  presque  toujours  d'une  grande  difïîcuUé;  il 
est  une  autre  cause  de  perte  sur  laquelle  on  a  un  théorème  général, 
dii  à  M.  Carnet,  celle  qui  est  relative  aux  changements  brusques  pro- 
venants des  chocs  qui  s'exercent  entre  les  corps  du  système.  Soit, 
pour  une  molécule  m  ,  quelconque,  V,.  V„,  V,„\  V,,  ^n>  ^///*'^ 
composantes,  respectives,  de  sa  vitesse  au  moment  où  le  choc  va 
s'exercer,  et  immédiatement  après  le  choc,  prises  parallèlement  aux 
axes  des  x ^  j-  et  s  ^  les  vitesses  perdues,  évaluées  dans  les  sens  pa- 
rallèles aux  mêmes  axes  seront  V,  —  /^,,  U„ — ^„,  i/„, — ^wJ  or, 
art.  io36,  les  conditions  de  l'équilibre  doivent  exister  entre  les  quan- 
tités de  mouvement  m{U,~r,),  m  {V„~~V„)y  m  (V„,—F,„) 
perdues  dans  l'étendue  entière  du  système,  et,  d'une  autre  part,  par 
l'efiel  du  déplacement  des  points  de  ce  système,  immédiatement  après 
le  choc ,  la  molécule  quelconque  m  parcourt  dans  les  sens  des  œ^^  et  s 
des  espaces  élémentaires  respectifs  V^dt^  V„dt,  V„,dtf  au  moyen 
des  vitesses  V„  T^„,  V ,„  qui  lui  restent;  ces  espaces  peuvent  donc, 
art.  1280,  être  Introduits  comme  facteurs  des  puissances,  ou  des  quan- 
liics  de  mouvement  qui  représentent  ces  puissances ,  dans  l'équation  , 
donnée  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  par  laquelle  on  exprimera 
les  conditions  de  l'équilibre  dont  je  viens  de  parler;  et  on  aura,  en 
supprimant  le  facteur  commun  dt , 

2\m[(u,~- F,)  F,+(u„  —  r„)r„+(u,„—  F,„)r,„]\  =0 

cette  équation  est  identique  avec  la  suivante 

C     m[U,'-V,'  -(£7,  -r,  ).]1 

iSUm[U„'  -  V,,'  -  {U„  -  F„  )•  ]  ^  =  o 

i  +  m [U,„'-r,„' - {U,„- V,„ Y\  \ 

ce  dont  on  s'assurera  aisément ,  en  développant  les  carrés  et  réduisant. 

Or  Z7  et  tétant  respectivement,  les  vitesses  absolues  la  molécule 

quelconque  m,  avant  et  après  le  choc  on  a 

F*  =  F,'^  H-  F„*  +  F,„» 
et  faisant  pour  abréger 

rr'  =  {,v,-  v,Y + (  p„  -  r„.) + (p„,  _  r,„  y 
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i'équation  précédente,  divisée  par  j,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(£) S{mV^)  —  S{mV'^)  =  X{m}V*) 

ainsi  la' perte  S{fftU')  —  S(fftF^)  de  forces  vives  a  pour  valeur  une 
somme  de  forces  vives,  hypothétique,  celle  qu'aurait  le  système  si 
chacun  de  ics  points  matériels  se  trouvoit  animé  de  la  vitesse  qu'il  a 
perdue  par  l'effet  du  choc. 


Positioni  du  aysléme  correspondantes  aux  maxrma  et  iriiaima  des  sommes 
de»  forces  vives ,  à  la  stabilité  et  à  la  non  stabiliié  de  l'équilibre. 

1286.  La  propriété  du  mouvement  dont  je  vais  donner  une  démons- 
tration générale  a  déjà  été,  dans  la  !■*«.  partie  du  cours,  art.  5 16,  déduite 
par  anticipation  de  l'équation  des  forces  vives,  ou  équation  (27)  de 
l'art.  1283,  et  il  est  convenable  que  je  rappelle  cette  propriété  puisque 
j'ai  démontré  l'équation  citée  ;  on  voit  en  effet  par  la  relation 

qu'elle  établit  entre  X(mc*)  et  iP,  que  la  somme  Z(^mv^)  des  forces 
sera  un  maximum  ou  un  minimum  lorsque  d ■  S  (^mv^)  sera  nul  ou 
lorsqu'on  aura  d0=^Q\  mais  art.  1283, 

d0^S\m{Xdx  +  rdjJrZdz)\ 
ainsi  .^(ync')  est  un  maximum  ou  un  minimum  lorsque 
Z\m  {Xd x.\-rdj JtZdz\=  o. 
Le  système  en  mouvement  se  trouvant  dans  les  cas  énoncifs  aux  art. 
1281  et  1282  et,  parconséquent,  la  substitution  des  différentielles  par  </^ 
aux  variations  par  âj  étant  permise ,  cette  équation  est  celle  qui  doit 
être  satisfaite  dans  le  cas  où  les  puissances  appliquées  au  système  se 
font  équilibre,  donc  la  somme  des  forces  vives  est  un  maximum  ou  un 
minimum,  ou,  pour  donner  une  ënonciation  plus  complète,  la  difie- 
rentielle  de  cette  somme  est  égale  à  zéro  lorsque  le  système  passe  par 
les  positions  dans  lesquelles  il  faudrait  le  mettre,  d'abord,  pour  que  les 
forces  qui  y  sont  appliquées  se  fissent  équilibre;  il  ne  franchit  ces  posi- 
tions qu'en  vertu  des  mouvements  acquis  par  les  différents  corps  qui  le 
composent.  Cest  le  théorème  de  Courùvron  conclu,  par  anticipation, 
à  l'art.  5i6,  ainsi  que  j'en  ai  prévenu  ci -dessus,  de  l'équation  générale 
qui,  ensuite,  a  été  démontrée  art.  1288. 
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12S7.  On  a  vu  ,  art.  5 14,  que,  lorsqu'il  s'agissait  d'uu  système  pesant, 
l'équation  i/0  =  0  exprimait  que  le  centre  de  gravité  du  système  était 
ou  à  son  plus  grand  abbaissement  ou  à  sa  plus  grande  élévation.  La  pre- 
mière position  correspond  au  maximum  et  la  seconde  au  minimum  de 
forces  vives.  De  plus,  ces  mêmes  positions  sont  respectivement  l'une  celle 
de  l'équilibre  stable ,  à  laquelle  le  système  revient  lorsqu'il  en  a  été 
écarté  d'une  quantité  qui  ne  passe  pas  certaines  limites,  et  l'autre  celle 
de  l'équilibre  non  stable  dont  le  système  continue  à  s'éloigner  pour  peu 
qu'il  en  ait  été  primitivement  écarté  ;  cette  propriété  est  assez  manifeste 
quand  il  s'agit  des  systèmes  pesants,  mais  sa  démonstration,  étendue  à 
im  système  quelconque,  est  un  peu  compliquée,  et  même  pour  la  rendre 
complète,  et  l'appliquer  au  second  cas,  j'aurais  besoin  de  m'appuyer 
d'une  des  théories  que  je  n'ai  point  exposées  dans  ce  traité  par  la  néces- 
sité de  le  resserrer  dans  des  bornes  convenables. 

On  trouvera  celte  démonstration  dans  la  Mécanique  analytique  de 
Lagrange,  i'*.  partie  section  3j  et  a*,  partie  section  €j  (*)  et  on 
verra  qu'après  avoir  démontré  le  i",  cas,  dans  la  première  partie,  il  a 
été  obligé  de  renvoyer  le  complément  de  la  démonstration  du  a«.  cas, 
au  §  où  il  traite  des  oscillations  très-petites  d'un  système  de  corps 
autour  de  leurs  points  d'équilibre. 

Principe  de  la  moindre  «ctloo. 

1288.  Le  principe  de  la  moindre  action  a  été  démontré ,  art.  844-, 
dans  le  mouvement  d'un  point  matériel;  et  il  s'agit  ici  d'étendre  la 
démonstration  à  un  système  quelconque,  ou  de  prouver  que  ZÇm/vds) 
est  toujours  un  maximum  ou  un  minimum  lorsque  le  système  en 
mouvement  se  trouve,  d'ailleurs,  dans  les  cas  énoncés  art.  laSiet  laSfl, 
m  étant  la  masse  d'un  des  points  matériels  du  système ,  v  sa  vitesse  et 
ds  l'élément  de  la  trajectoire  qu'il  décrit  ;  la  marche  de  raisonnement 
qui  va  me  conduire  au  résultat  cherché,  est  entièrement  semblable  k 
celle  que  j'ai  suivie  à  l'article  cité.  On  a 


(*)  Deuxième  Édition,  Farii  iSfi  et  i8i5. 
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on  a,  de  plus,  art.  taSS 

0=f.S\m(Xc/x  +  rJjy  +  Zdz)\ 
et  \'i-qaat\on  £  (m  v'*)^  K+  a0j  de  cet  article,  peut,  en  profitant  de  la 
faculté  qu'on  a  de  transposer  les  signes  y  et  £^  se  mettre  sous  la  forme 
C2S\m/{Xtfx  +  r(/j  +  Zds) 

difl^rentiant  par  â,  observant,  comme  k  l'art;  844,  que  la  fonction 
rmiey\(Xe/x  +  ydj'  +Zds)\  doit  avoir  les  mêmes  coefficients  dif- 
férentiels soit  qu'on  la  difTérentie  par  à  soit  qu'on  la  diffcrentie  par  <f, 
et  qu'ainsi  â/(X{/a!  +  rt/jr  +  Z£/z)  =  Xàx  +  ràj-  + Zàz  on  a, 

.^^^  (S\m(Xàx  +  yàjr+Zdz)\ 

jZ^m—^^j^  J  .^     d.T&dxJrdyâdy-\-dzâd:i    \ 

,     .  -r^    ,^    ™>  1  ^dx  ddy         ddz 

substituant  aX,YjZ  leurs  valeur»  —tt^ —  ^  — Ta      ■>  "  Jri  '  ■>  "^^"' 

de  la  faculté  qu'on  a  de  transposer  les  signes  d  et  â  ^  observant  que 
ddxâx  +  dxdàx  +  ddyày + djdày + jWîïJs  +  diMz-=d{dxdx  +  ^^t^j'  +  A(?s) 
et  multipliant  par  ^/,  diflérentielle  constante,  l'équation  précédente 
devient 

^^,       j,       ^(        d{dxdx-\-^dy-^dzdz-)    \ 

et  OD  en  déduit,  par  l'intégration  sous  le  signe  £j 

i^t      r  j-.                            .  T-  S        {dxdx^  djây-\-dzài)   \ 
àSi^mfvds)  =  constanie  +  £  <m  — ! — ^■■■'^    ■ i-  V 

les  trajectoires  effectives  et  les  trajectoires  variées  étant  supposées 

avoir  des  origines  communes ,  ce  qui  donne  aux  premières  limites, 

àx=Ojàj-=:o,às  =  o,  on  a,  en  même  temps  àS  {m/vds)^^  o  et 

„/■       dxdx-X-dYàY-\-dzdi  \  „  ,  ... 

2fl  m  .    l=o,douconf/«nfc=o; SI, déplus, 

ces  trajectoires ,  effectives  et  variées ,  se  terminent  aux  mêmes  points,  ou 
I  67 
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qu'on  ait,  encore,  aux  secondes  limite»,  dx  =o,àj-  =  o,<ti=o^ 
chacune  des  intégrales ,  ^slt/,  qui  forment  la  somme  S  (  mfvds  )  sera 
nulle ,  d'où 

ainsi  X{m/vds)  sera  ud  maximum  ou  un  minimum  ;  c'est  le  théorème- 
dé  l'art.  844  étendu  à  un  système  quelconque. 


FiX   t>E  LA   QtlATRliMlt   SECTIOK    DE   LA  DYNAMIQUE 
ST   PB  LA   SECONDE   FAKTIE   DES  LEÇONS  DE  MÉCANIQUE^ 
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la:juelle  il  esL  obligé  de  se  mouvoir,  due- tant  à  sz force  centrifuge  qu'à  l'ac- 
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SECTION    III. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  MOUVEMENT 

SOIT   d'un  système  de  ÎOINTS  MATÉRIELS^ 

SOIT  D'UN  CORPS  SOLIDE  CONTINU,  EN  AYANT  ÉGARD 

A  LEUR  ÉTENDUE  ST  A  LEUR  FORME, 

ET  EN  SUPPOSANT  LEUR  FORME  INVARIABLE. 

ObterraUona  prélimiaalres.  Priocipe  général  du  mouyement  applicable ,  aant 
etceptjon  ,  à  tout  le<  problèmes  de  Djrnamîque.  Io35 
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phénomènes  observés.  lut 

Du  monvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  de  corp«  ou  de  pmnts  maté- 
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centre  et  de  la  sommé  des  moments  «  lorsque  le  système  n'est  f»»  sollicité 
par  des  forces  extérieures.  '  >  1114 

Application  de  la  théorie  précédente  au  motivement  d'un  oorpa  solide  de  fbnae 
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(louuées  à  un  corps  assujetti  it  lourner  autour  de  cet  axe.  Condilioui  d'après 
lesquelles  il  ne  résulte  des  cbocs  donnés  au  corps,  aucun  choc  sur  l'axe.  Théo- 
rie géuérale  du  centre  de  percussion.  1127 

Des  eSbrts  que  supporte  Kaxe  immobile  de  rotation  ,  lorsque  le  corps  a  reçu 
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précédents,  au  mouvement  d'un  corps  libre.  1181 

Du  mouvement  d'un  corps  solide  sur  un  plan  fixe.  1186 

SECTION    IV. 

ÇUI  TRAITE  DU  MOV.VSMENT  DES    CORPS 

ET  .DES  SYSTEMES  DE  CORPS  D?  FORME  VARIABLE. 

Obserratkins  préllminaim.  ii^fi 

Des  vâriatioD*  qu'éprouvent  ks  daréesidei  otcillations'd*wi^)cmhile  (Jempott, 
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Vllcwe  angulaire  el  conservation  de*  forcei  vives  dan»  le  ca»  où  le  «yslême, 

mu  en  venu  d'une  iuipuliion  initlsic  ,  nV«t  tollicité  par  aucune  paistance 
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Propriété  et  construction  de  l'équation  qui  donne  le  mouvement  de  la  corda 

vibrante.  1341 

Conséquences  déduite»  de  la  théorie  précédente.  IKvers  détails  relatifs  à  la 

corde  vibrante  et  sonore.  1347 

Equation  du  mouvement  applicable  à  tout  système  de  corps ,  quelles  que  soient 

sa  forme  et  les  conditions  auxquelles  il  est  assujetti.  ia6a 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité.  1267 

Principes  des  aires.  1170 

Du  plan  invariable.  1276 

Principe  des  forces  vives.  laSo 

Perte  de  forces  vives  occasionnée  par  les  changements  brusqaes  qui  peuvent 

survenir  dans  le  système.  laSS 

Principe  de  la  moindre  action.  ia88 


Fin  de  ia  tablb  des  uatiêkes  contbhues  dans  la  srconde  partie. 
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Page   18  ligne  i3  (à  compter  du  haut),  jj"  lises  î  tf" 

Jd.  lig.  14  {du  A.),  ^,  lisez  -^ 

70  ligae\{duh.)  MV'Jf.  lisez  Mr± 

104  /z^.  II  ((/«  A.),  des  millimètres  j  lisez  de  millimètre 

1*4  lig.  16  {<^  A.),  — z ,y^  ei  X ,  lisez  z^jret  — * 

id.  lig.  19  (du  h.),  =^a„yf  lises  ^ — a„jr 

i3o  lig.3,(àc.***duias),  2  f7sin.  ^cos.^^  /ûejsiJErsin.  ^cos.  ^ 

193  /i^.  4  {du  è.),  —Ndt,  lisez  — Tdt 

A45  lig.  6  {du  è.)  le  plaaqui  la,  /i>es  le  plan  vertical  qui  la 

A48  lig.  3  (</u  A.)  j  écrives  en  marge,  Fig.  8. 

a68  lig.  18  (cf/zA.)  en  même  temps,  lisez  en  mime  temps  et  aux 

extrémités  d'un  même  diamètre. 

aç)!  lig,  14^  {duh.)gde,  lisez  — gdt 

3o4  lig.6{dub.),dUuertie  lisez  à'inertie 

320  /i^.  8  (i^u  A.  )  des  s  ,  //xes  des  z, 

oc    »-    o/j    i.^  àdA      ddB      d5C    ,.      dA    dB      dC 
Soi  lig.ixdun.)  — ; —  ,  —, — ,  — ; — ,ltsez—;—,—r-,  — ^-. 
*     ^         '    di^    *   dt^  '    dt^  '  dt  '  dt'    dt 

Id.  lig.  5  {du  h.),  119,  lises  11 19. 

359  lig.  8  {du  6.),  ne  peut  donc  agir,  lisez  n*agit  donc 

377  lig.  6  {du  b.),  =.gx,,  lisez  — ^aa, 

483  lig.  t^{du  Â.  ),  est  la  valeur  lisez  est  double  de  la  valeur 

Id.  lig.  16  {du  Ù.)  ,  k  l'ordonnée,  lisez  à  la  moitié  de  l'ordonnée, 

494  /ig.  6  {du  b.)  de  la  serait  1  Usez,  de  a  serait  la. 

497  ^'S-  ï  {dub.),  143539,  lisez  i4363 

499,  note  ,  lig.  Q{du  b)de  metàe  k,  et,  en  cela.  Usez,  de  m 

et  de  A,  dans  des  proportions  différentes,  et,  en  cela 

5oi  lig.  la  {du  b.),  Claiadni,  lisez  Chladaî 
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